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LES FONCTIONS QUI OPERENT DANS
CERTAINES ALGEBRES A POIDS

NOEL LEBLANC

Nous notons 4,, 'algébre des fonctions qui s’écrivent comme somme
d’une série de Fourier absolument convergente, et nous définissons une
classe d’algébres de Banach plus générales par

A, = {f; f@)=2%ca,e", |flla=2%(1+n])*|ayl} .

Nous définissons aussi I’espace des pseudomesures, espace des distribu-
tions
T ~ Zi‘;o Cn eniz

17\l par = sup|c,l

est fini. C’est ’espace de Banach dual de 4,, la dualité étant définie par
T.f) = za"nc'n. .

Y. Katznelson [3] a montré que les seules fonctions qui opérent dans
A,, c’est & dire les fonctions F telles que fe A4, implique Fofe 4,,
sont les fonctions analytiques. Il a également montré que si fe 4, et
Fe 4, implique Fofe A, (on dit alors que 4, opére dans 4,), on a
nécessairement f=«+%. On peut alors chercher si cette condition est
suffisante pour certaines valeurs de «. Cela sera réalisé si, pour tout
feAd,, il existe une constante C; telle que

telles que

le*ll, = Cyln|=+t.

Cette inégalité est facile & obtenir pour « entier positif en remarquant que
A est alors formé des fonctions dont la dérivée d’ordre « est dans 4, et
en utilisant 1'inégalité de Carlson [1]. L’inégalité de Holder permet alors,
par interpolation, d’obtenir le méme résultat pour tout o = 1.

Nous allons démontrer ici un résultat de ce type pour x<1. J.-P.
Kahane [2] a obtenu par un procédé probabilistique un théoréme dont il
est facile de déduire une nouvelle condition nécessaire pour que 4, opére
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dans 4,. En raffinant la méthode de [4], nous montrerons que cette
condition est en outre suffisante.

TrEOREME 1. 8¢ A, opére dans A,, fZ 1+ 3oL

DimoNsTRATION. Si 4, opére dans 4,, le théoréme du graphe fermé
impose 'existence d’une constante C; dépendant de fe 4, telle que

IFofll. = CyllFllg -
Prenons en particulier F(x)= ez,
le"ll, = Cyllem=lly = Cy(1+n))? .

Le théoréme se déduira alors de l'existence, pour tout ¢>0 fixé, d’une
fonction fe A, et d’'une constante C,’ telles que, pour une suite infinie
d’entiers positifs {n,},
le™¥)|, = C (1 +my)AHaTN-2a0) |
Posons alors
ewl = 3% b,(u)eri=,

Comme

2n
1 )
3% bp(w)l® = o Of e de = 1,
I'inégalité de Schwarz implique
lle“llo < (2N)}+ Xy n 10,(w)] -
Supposons alors que |je*/||, = (1 + |u|)%* -9, et posons
N = §((1+upe-) .
||e“if||a > (1 +N)o¢ Z|p|glv|bp(u)| > Ofr(l+lu|)(1+§a—1)(1—2ae) .

Le théoréme cherché se déduira donc de I’existence, pour ¢ > 0 fixé, d’une
fonction fe A,, et d’une suite d’entiers positifs {n,} telles que
ey 2 (1m0
Le probléme revient alors a chercher une fonction fe€ 4, telle que
el par < (14 my)—de 749

J.-P. Kahane [2] a montré que, si p est un réel quelconque tel que
20(p+1) <1, il existe p € 4, telle que
ful’ lle®e]| pas du < oo .
0
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Notons
E = {u>0; |le®||ppr < (2u)P-1},
le théoréme de Kahane entraine
limy_, |En[0,N]|/N =1

et il existe IV, tel que V= N, entraine [En[0,N]|=iN.
Soit
N(t) = {gt}een, 3StS1.

Pour N = N,, il existe ¢y tel que N(fy)NnEN[0,N] contient au moins N/3
points. On ne peut donc borner le cardinal de N({)nE indépendamment,
de ¢, et il existe £, tel que N(¢,) contient une suite infinie {n,f,} de points
de E. Alors f=t,p est la fonction cherchée puisque

”enmf“PM < ,nk-—p-—l —_ nk—}a—1+e < (1 +nk)—izx—l+s

Pour démontrer que la condition obtenue est suffisante, nous établirons
tout d’abord le résultat suivant:

LemMME. St <1, st
f(x) z—oo a,, emz g(x) = l;lf}lflala;il anem':c, el = ZO_%O b'n. P ,

st k est un entier positif, il existe une constante C,, telle que

ok
Sinl> Ghraylactot [Bal(1+10])* < Oy ()1

DiMonsTRATION. Nous posons 7(j)=||f[,*"*~*, puis

g(x) = go(@)+ ... +g;(x)+ ... +g,(x),
avec

r) = 2519()0) aneni:c, gi(®) = z|n|>r(k-—1) aneni:c )
et, si 0<j<k,
95(%) = 2y ane™® + 3TV aente.
Nous remarquons alors que, si 0<j <k,

r(G=1)%lgllo S lgjll, < Ifll ot ligsllo < IFI-

La formule de Stirling n!>n”e~" permet donc d’écrire, si 0<j <k,

¢ — S (-%) < cj(%e)ﬂlflla“i .

les termes omis sont en effet majorés par
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(%e)3W“a"‘f[(?,“f“aa"l-l-a"+ l)a_l_ o +(3”f”a1+“_l+“k+ 1)“] + (&e)ﬂlf”u ,

et, comme le crochet contient moins de 3||f||, termes, on obtient bien la
majoration annoncée.

Si
i9; __ oo i
e = z—oo bj,nentx ’

cette majoration entraine celle du lemme, en remarquant que, d’aprés
Pinégalité de Schwarz,

3 i <sif—t+at 150l (14 [R)* < (6]|f]L 2751+ 3] f]],27+")

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer:
THEOREME 2. 81 a<1, st f>1+3a~1, A, opére dans A,.

DimonsTRATION. Nous conservons les notations du lemme et nous dé-
finissons en outre

. a1l .
filx) = ZT;H,,““I @, ™", fy(x) = Zi',{?"" @, €™ .

(1+n+p) ]"‘

W2l < Il $upp oy e [m < 2l s

IA

£ S 202 fyll,,  dot (et =1, £ C"l|fill, -
De la méme fagon, |e2—1|, <C'||foll,
Nous posons alors

€0 = 392 (hy+hy,) + by + by,

kp(x) = ‘Sg((g)_l) bne"m, hpl(x) = z:g((g;l) bneniz ,
s(p) = ”f”a?p, Yo =0, 7p(0¢+%) = 0‘7/17—1'*‘%06_1;
{yp} est alors une suite croissante tendant vers 1/x, et nous posons enfin
hy@) = 351y bue™®, ') = 3TV by,

ol ¢ est un entier que nous déterminerons par la suite.
L’inégalité de Schwarz entraine, si p=+gq,

ol = (1+s(p))+

Alors, si j=1 ou si j=2,
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(1+m+mn) )]"‘

C'[1filla (1 +8(p))**+ 8UP,, 1 o1y [m

" Iyl IF 1=,
Iy (%= 1) (€= )|, < O"C” Ifull 1 fell 13T,
et

Il (%7 = 1),

IIA

A

Il €72 e¥2), < ||y, (¥ — 1)(e¥2 — 1|, + b, (€71 = 1)l + [y (€2 = 1)l + 1,
< KQ+|fl2=74).
De la méme fagon,
Iy’ €162, < K (L+[|fll3=7+) .

Pour p=gq, le lemme et I'inégalité de Schwarz entrainent

ok —
Wglle = Cu(3e)="" +(1+ (3k+3)[f[L.7"+)=+
et le calcul analogue & celui fait pour p+q aboutit &
hgefie), < K/ (1+[fl 27 %), & = fok+1-ay,y,

et on obtient la méme inégalité pour A,

Alors
lefll, < (2¢K +2K,/)(1+||f]2=7"+1+),

et on obtient le théoréme en choisissant k& et ¢ assez grands pour que
B>1+3a"1+¢, ce qui est possible puisque x<1, et que {y,} a pour
limite &1
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