MATH. SCAND. 23 (1968), 193—200

RADIALPOTENZINTEGRALE
ZENTRALSYMMETRISCHER ROTATIONSKORPER
UND UNGLEICHHEITSAUSSAGEN
BUSEMANNSCHER ART

H. HADWIGER

1. Erklidrungen und Bezeichnung.

Es bezeichne R den dreidimensionalen euklidischen Raum und S
die Menge der Einheitsvektoren, die uns Richtungen in R kennzeichnen.
Drei paarweise orthogonale Richtungen z,y,z € S, yz=zx=xy=0, sollen
zusammen mit einem fest gewihlten Ursprung Z € R ein cartesisches
Koordinatensystem festlegen. Fir u €S bedeute H, die von Z aus-
laufende Halbgerade der Richtung » und £, sei die durch Z hindurch-
gehende Ebene der Normalenrichtung u. Es ist zweckmaéssig, bereits
hier einige spiter verwendbare Bezeichungen festzulegen. Es sei uz=
cosp=¢& und sing=7 gesetzt. Wir werden Richtungen » von Halb-
geraden H, < K, betrachten, die in einer festen Ebene E, liegen, sodass
die Nebenbedingung wv=0 erfillt ist. Hier setzen wir vz=cosy=n.
Mit einem passend gewihlten Umdrehwinkel 6 fir H, in E, gilt die
Beziehung cosy=sing cosf.

Fir die Formulierung unseres Satzes benétigen wir die Richtungs-
dichte du= — 2nd& und die relative Drehdichte d, v =d0= — (72 —%2?)-*dp,
also die Umdrehdichte des Halbstrahls H, in der festen Ebene E,. Der
gewiahlte einfache Ansatz fiir die Richtungsdichte du ist bereits auf die
nachfolgend vorliegende Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse zu-
geschnitten.

Fiir eine kompakte und beziiglich Z sternfoérmige Punktmenge 4 <R
bezeichne p=p(u) die Linge der Radialstrecke AnH,. Wir wollen hier
A K-konvex nennen, wenn der Durchschnitt AnG fiir jede zu einer
Koordinatenrichtung parallele Gerade ¢ zusammenhidngend oder leer
ausfillt; A4 ist also konvex in den Richtungen z,y,z. Abb. 1 zeigt die
Meridianfigur eines beziiglich der z-Achse rotationssymmetrischen und
K-konvexen Korpers.

Eingegangen am 21. Januar 1968.
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Abb. 1

2. Satz; Kommentar der Ergebnisse.

Es sei 0<x,f<oo und 4 ein kompakter, beziiglich Z sternférmiger
Korper. Mit den Ansitzen

(1) Ij4) = [ pwf du,

@ T4, = [ pwr do

erkliren wir das Radialpotenzintegral I; von 4 in R und das Radial-
potenzintegral J, von AnE, in E,. In der vorliegenden Note beweisen
wir den folgenden

Satz. Sind A und B zwei kompakte, beziiglich Z sternférmige und
zentralsymmetrische und beziiglich der z-Achse rotationssymmetrische Korper
und ist ausserdem A K-konvex, so gilt fir O0<ax<f=<w«+1 die folgende
Ungleichheitsaussage :

(3) J(A,u) £ J (B,u), YVueS = Iy A) < IyB).

Das wichtigste Korollar ist mit dem Sonderfall x =2 und 8= 3 gegeben,
wobei Jy(4,u)=2f(AnE,) und I4(A)=3V(A) zu vermerken ist, wenn
f den Flacheninhalt und V das Volumen bedeuten. Mit (3) resultiert
hier die Busemannsche Aussage
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(4) f(AnE,) < f(BnE,), VueS = V(4) < V(B)

in dem hier vorliegenden speziellen Fall rotationssymmetrischer Korper
im gewohnlichen Raum. — Nach einer Vermutung von H. Busemann
und C. M. Petty [1] soll unsere Aussage (4) wesentlich allgemeiner fur
zentralsymmetrische konvexe Korper Giiltigkeit haben. Dass man
weder auf Zentralsymmetrie noch auf Konvexitit verzichten kann,
wurde mittlerweile mehrfach durch Beispiele belegt. Vgl. hierzu auch
insbesondere H. Busemann [2].

Auch die von uns nachfolgend angegebenen Beispiele zeigen, dass auch
im rotationssymmetrischen Fall die Voraussetzung der K-Konvexitit
und der Zentralsymmetrie unentbehrlich sind.

Die Busemannsche Frage wurde auch als ungelostes Problem [3]
ausgeschrieben, doch ist bis jetzt (September 1967) noch keine voll-
standige Losung bekannt geworden.

Unser Satz zeigt, dass eine Konvexititsforderung, die schwicher als
die iibliche ist, bei 4 bereits ausreicht und dass beziiglich B keine eben-
solche Voraussetzung erforderlich ist, falls man sich auf Rotations-
korper beschrankt.

3. Beispiele.

a) Satz (3) wird falsch, wenn die Voraussetzung der K-Konvexitit
des Korpers A nicht erfillt ist. Dies zeigt das folgende Beispiel: Es
sei r=[Hrx+1)]} und 4 durch p(u)=1/|¢ fir [1+72]F<|£ <1 und

.
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Abb. 2
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pu)=0 fir 0= & <[1+72]-t gegeben. A ist ein zentralsymmetrischer
Rotationsdoppelkegel mit Doppelspitze Z; der Einfachkegel hat die
Hohe A=1 und den Bodenradius #~1,4390... . Abb. 2 stellt die Meri-
dianfigur von 4 dar. Weiter sei B die Einheitskugel K. Wie einfache
Rechnung ergibt, gilt

fd,u) = 2[(1+r)e2—13/&2 fur [1+72]F < & S 1,
f(d,u) =0 fir 0 < |§] < [1+72]*.

Es folgt die fiir alle u giiltige Abschitzung f(4,u) =< 3w+ 2) <.
Andererseits ist f(B,u)=mn, sodass also die linke Seite von (4) giiltig
ist. Die Folgerung rechts von (4) aber ist falsch, was mit V(4)=
dn(m+1)>4r und V(B)=4r belegt ist. A4 ist in der z-Richtung nicht
konvex.

b) Ebenso ist Satz (3) falsch, wenn die Voraussetzung der Zentral-
symmetrie des Korpers 4 nicht erfiillt ist. Hier dient das folgende
Beispiel: A4 sei durch p(u)=[1(2+£2)]t fiir 0 E<1 und p(u)=[}(2 - &)}
fir —1<&<0 festgelegt. A4 ist ein Rotationseikorper der Léinge
(Y3+1)/y2 und der Dicke 2. Abb. 3 zeigt die Meridianfigur von A.

¥

Abb. 3

Wie oben sei B die Einheitskugel K. Wie leicht zu erkennen ist, wird
f(4,u)=mx tir alle », und mit f(B,u)=m= ist die Bedingung links in (4)
erfiillt. Die Folgerung rechts in (4) aber ist wieder falsch. Einfache
Volumberechnung ergibt
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V(A4) = a[8+12)/3 + 12log ()2 + /6) — 12log 2 + 37]/24)/2
oder V(A4)~(1,3585...)n, wihrend V(B)=#r~(1,3333...)x ist.

4. Beweis des Satzes.

A und B seien zwei Korper, welche die Voraussetzungen des Satzes
(3) erfilllen, und p(u) und ¢(u) sollen die Radialstreckenlingen von
A und B bedeuten. Wegen der bestehenden Symmetrien ergeben sich
fir die Radialpotenzintegrale die auf das Winkelintervall 0<¢<x/2

reduzierten Ansiatze fiir 4
1

(®) I4) = 4 [ ple) de,

0
(®) T4 = 4 [ po)(e =g dn
0

und analog fiir B. Man darf ohne wesentliche Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, dass die Radialfunktionen p(§) und ¢(&) positiv
und stetig differenzierbar sind, da sich beliebige zulissige Korper durch
solche beliebig genau approximieren lassen und die Radialpotenzintegrale
stetige Korperfunktionale sind.

Wir fithren nun die Hilfsfunktion

(7) r(l) = p(g)P~=
ein, und weiter sei
1
(8) K(r) = 2rlr(1)(1-r2>~*— [roE—we dcl.

Wir beweisen jetzt zunichst, dass

(9) K(z) 20

ausfallt. In der Tat: Da 4 K-konvex ist, muss im Intervall 0<(=<1
einerseits {p({) monoton zunehmend, andererseits (1 —{2)}p({) monoton

abnehmend sein, sodass {p’+p=0 und (1-{2)p’'—{p=<0 vorgemerkt
werden kann. Mit

gr' +r = pp1[(B— )" + ]
und
(1= —Cr = pp=1[(B—o)(1 = E3)p" — {p]

resultiert mit 0<f—« <1 zunichst

(10) tr'+rz0, (1=-3)w'—-(r=0.
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Weiter dienen uns die Hilfsfunktionen
(11) s=1{r(), t=@Q=03Pr), 2=s2+12,

und wir denken uns ¢=#(s), wobei zu beachten ist, dass nach (10) s=s(¢)
monoton zunehmend, {=¢({) monoton abnehmend ist, so dass also

(12) dtfds < 0
ausfallt.
Fiir den in (8) auftretenden festen Zwischenwert 7 schreiben wir noch
$o=38(7), ty=1t(7) und ry=r(7).
Ferner setzen wir
1 (1) +
T =Jr 2—1?) idﬁ—rof (S-Hc_i;) (8?12 — 8,212t ds .

S0

Nun ist wegen t<¢,
827’02 — 8027‘2 = g2 t02 —802t2 g t02 (82 — 802) R
und mit Riicksicht auf (12) resultiert

r(1)
2 [ (s heds = 2(r(1-s)f = r(1)(1-7),

11
0 0

T <

womit die Zwischenbehauptung (9) abzulesen ist.
Nun fithren wir den Hauptbeweis: Nach Voraussetzung in (3) und
mit Darstellung (6) hat man zunéchst

(13) [ P2 =)ty < [ a2 =ty
0 0

und nach Multiplikation mit der gemiss (9) definiten Hilfsfunktion (8)
und nachfolgender Integration nach

°;ﬁ)-l

fp %)t K(7) dndr < ffq(n)“ n?)~t K(z)dndz.
0

Mit Vertauschung der Integrationsreihenfolge resultiert

(15) flp n)dn < fq(n (n) dn ,
0

wobei zur Abkiirzung
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1
(16) L) = [ K@) =) dv

gesetzt wurde. Mit Einsatz des Ausdrucks fiir K(7) nach (8) und einfacher
Durchrechnung, insbesondere mit Anwendung der fir 0Za<b< oo
giiltigen Integralformel

b
f[(b—w)(w—a)]-% do = x,

erzielen wir das Ergebnis
(7) L(n) = wr(n) = wp(n)P-=.

Wird dies in (15) verwendet, so resultiert der Vergleich

1 1
(18) [ P an s [ atny plp-=dn .
0 0

Nun fiihrt die naheliegende Verwendung der Ho6lderschen Ungleichung
beim rechtsseitigen Integral mit dem Exponentensatz p,6>1, 1/o+
1/o=1 bei der speziellen Wahl o=f/x, 0=p/(f —«) zur Ungleichung

1 1 ol [ 1 B-x)ip
(19) [ pny dn < ( [ty dn) ( [ pny dn) :
0 0 0

die nach einfacher Umformung in

1 1
(20) | pnt dn < [ qny dn
0 0

iibergeht. Dies ist aber, wie ein Riickblick auf (1) lehrt, die zu be-
weisende Aussage rechts in (3).

Nachtrag wihrend des Druckes.

Wie Herr H. Busemann (Los Angeles) dem Verfasser in freundlicher
Weise zur Kenntnis brachte, ist der sich auf Hauptschnittflichen und
Volumina beziehende Sonderfall des Satzes [Korollar (4)], d.h. die
Richtigkeit der Busemannschen Vermutung fiir rotationssymmetrische
Korper, auch von Herrn M. Giertz (Stockholm) nachgewiesen worden.
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Die entsprechende Arbeit, die lingere Zeit unversffentlicht blieb, wurde
jetzt auch zum Druck eingereicht und wird in Band 25 (1969) dieser
Zeitschrift erscheinen.

LITERATUR

1. H.Busemann and C. M. Petty, Problems on convex bodies, Math. Scand. 4 (1956), 88-94.

2. H. Busemann, Volumes and areas of cross-sections, Amer. Math. Monthly 67 (1960),
248-250.

3. Ungelostes Problem Nr. 44, Elem. Math. 17 (1962), 84. (Mitgeteilt von V. L. Klee.)

UNIVERSITAT BERN, SCHWEIZ



