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ZUR BOHR-KONVERGENZ VON FOLGEN

PETER FLOR
G. A. Reid bewies [1]

Sarz 1. Set G eine lokalkompakte abelsche Gruppe ; G' sei dieselbe Gruppe,
mit der Bohr-Topologie versehen (d.h. der von allen fastperiodischen Funk-
tionen oder auch von allen stetigen Charakteren induzierten Topologie).
Set irgendeine Folge {x,} in G konvergent. Dann konvergiert sie auch in Q.

Mit der Methode Reids, die auf der Diskussion einiger spezieller Grup-
pen und der Strukturtheorie fiir lokalkompakte abelsche Gruppen be-
ruht, 148t sich ohne Schwierigkeit auch der unerheblich stéirkere Satz
beweisen :

Sarz 2. Ist {x,} in G’ Cauchy-Folge, so konvergiert sie bereits in G.

Insbesondere ist also jede lokalkompakte abelsche Gruppe in ihrer
Bohr-Kompaktifizierung folgenabgeschlossen.

Hier wird ein wesentlich kiirzerer Beweis von Satz 2 gegeben, bei
dem man ohne die Diskussion spezieller Gruppen auskommt.

LemMa. Jede Cauchy-Folge in G' ist in G totalbeschrinkt.

Sei die G'-Cauchy-Folge {z,} in G nicht totalbeschrinkt. Das bedeutet,
daB es eine Teilfolge {y,} von {z,} und eine Nuliumgebung U in G mit
Yp—Y, € U fiir p+q gibt. (Wir schreiben die Gruppenoperationen addi-
tiv.) Sei @ die Dualgruppe von @. Nach dem Dualititssatz enthilt U
eine Nullumgebung der Gestalt

{91 I(g,y)—1| = 2e fiir alle y € K},
wobei K <@ kompakt und & positiv ist. Es gibt also zu jedem Paar
verschiedener Indizes p und ¢ ein y € K mit
(1) [(¥ps7) — Y ¥)| > 2¢.

Mit {x,} ist auch die Teilfolge {y,} Cauchy-Folge in G’. Fiir jedes y € G
gibt es also ein kleinstes n=mn(y) mit
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l(yp,)’)—(?/q,)’)l se fiir alle pgn’ qgn .

Fiir jedes t=1,2,... definieren wir

= {re@| niy)st}.

M, ist also die Menge aller y, fiir welche gilt: fiir alle p=t, ¢=t ist

[(¥ps¥) — (Yg-¥)| S &. Daher ist M, abgeschlossen (y — (z,y) ist fiir jedes
z e @ auf é stetig). Ferner ist UM,=@. Im lokalkompakten Raum G
gilt der Baire’sche Kategoriesatz; daher enthélt mindestens ein M, eine
nichtleere offene Menge D.

Die Menge K ist kompakt; also gibt es endlich viele y,, 1 <¢<¢, mit
K<U_ (y;+ D). EslaBt sich daher jedes y € K in der Form y,+ 6 mit
einem ¢ € [1,t] und einem 6 € D darstellen. Sei nun y € K beliebig. Es
ergibt sich:

(2) l(yp77})—'(yq7y)l = l(yp’yi)(yp’é)_(yqay't)(?/qaé)]
= Wpsvd) — Wyl + [(Yp:0) = (44,9)] -

Ist min(p,q) 2 max,_;.,n(y;), so ist

[(Upsvs) = W ¥a)| S &5
ist ferner p=k, ¢z k, so ist
[(¥ps0) — (¥g:0)| < €

wegen 6 € D < M,; insgesamt ist also fiir hinreichend grofies p,q und fiir
jedes y e K

l(?/p#)"‘(?/q#)l p-3 2¢
im Widerspruch zu (1). Damit ist das Lemma bewiesen.

BewEels voN Sa1z 2. Die Gruppe G ist lokalkompakt und daher voll-
stindig. Da {z,} totalbeschrinkt ist, liegt die Folge ganz in einer kom-
pakten Menge; sie hat daher mindestens einen Haufungswert 2. Kon-
vergiert {z,} nicht gegen z, so gibt es eine Umgebung U von z und eine
Teilfolge {y,} von {z,}, die ganz aulerhalb von U liegt. Die Folge {y,}
hat mindestens einen Hiufungswert y; dieser ist auch Héaufungswert
von {z,}. Es gibt mindestens ein y € G mit (z,y)+ (y,y). Fiir ein solches
y ist {(z,,7)} keine Cauchy-Folge, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also konvergiert {z,}.
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