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SUR LA POSITIVITE DE LA FONCTION DE GREEN

JAAK PEETRE et IOAN A. RUS

Introduction.
Soit

n

L =Ly+e(x) = — 3 ayx)——

%,J=1

oz, + 2‘, 7, T @
un opérateur (uniformément) elliptique dans un ouvert borné 2 de R";
c’est-a-dire qu’'on a

Z a(x) £:6; 2 0‘3:1 &2 a>0, ay(x) = aj(x)

l, ]=

pour tout £ € R et tout € 2. Pour fixer les idées, on va supposer que
la frontiere 2 de I' est indéfiniment différentiable et que les coefficients
@y =ay(x), b;="by(x), c=c(x) sont également indéfiniment différentiables,
dans 2=QuTI. Considérons le probléme de Dirichlet correspondant
(1) Lu =f dans@,
(2) u=g surl.
Lorsque c¢(x) = 0 pour tout z € £2 on sait classiquement (voir par exemple
Miranda [11, pp. 3-5]) que f(x) = 0 pour z € 2, g(x) = 0 pour z € I, entraine
u(z) 20 pour z € 2 (principe de maximum). Il en résulte que pour le
probléme, (1)-(2), on a unicité (c’est-a-dire que le probléme homogéne
(f=0, g=0), n’a que la solution banale u=0) et que la fonction de Green
G(z,y) existe et satisfait aux conditions de positivité suivantes:

G(x,y) 2 0 pour ze€f, yc2,

86 (2,y)

o,
#=#, désigne la « conormale » intérieure de I', dont les coordonnées #;
sont données par
Z @ij¥55

v, sont les coordonnées de la norma,le intérieure.

=0 pour zef, yel,

Regu le 25 janvier 1967 ; rev. le 27 février 1967,



SUR LA POSITIVITE DE LA FONCTION DE GREEN 81

Mais manifestement c¢(x) =0 n’est pas une condition nécessaire. Le
but de cet article est nettement de chercher des conditions necessaires
et suffisantes. Voici notre résultat principal.

THEOREME 1. Supposons qu’'on a Uunicité du probléme de Dirichlet
(1)—(2) pour Vopérateur L et le domaine Q. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

i) II existe une fonction v telle que Lv 2 0 dans Q, v> 0 dans Q.

ii) Quelle que soit ¢, une fonction =c, on a Vunicité du probléme de
Dirichlet pour Uopérateur Ly=Ly+c, et le domaine Q.

iii) Quelle que soit Q, un domaine <Q, on a Uunicité du probléme de
Dirichlet pour Uopérateur L et le domaine £, .

iv) f20 dans Q, g=0 sur I" entraine u = 0 dans £2.

iv') G{z,y)= 0 pour z€ 2, ye L2,

v) f=0dans 2, g=0 sur I" entraine u = 0 dans Q.
v') 0G(xz,y)[07,20 pour x€ 2, yeI.

Ce résultat exprime donc une certaine monotonicité, stabilité, du prin-

cipe de maximum. (Pour le cas auto-adjoint voir aussi Tetereff [12].)

Le plan de l'article est le suivant. Au n° 1 on donne la démonstration
du théoréme 1. Au n° 2 on démontre deux formules variationnelles qui
interviennent dans la démonstration du théoréme 1. Finalement, au
n° 3 on indique quelques applications du théoréme 1.

1. Démonstration du théoréme 1.
Nous allons suivre le schema logique suivant

i) = iv') < iv)

= z
i) = iii) v')
IS 4
V)

i) = ii) et iii). Il suffit de démontrer que l'existence d’une fonction v
telle que Lv =0 dans 2, v>0 dans 2 entraine I'unicité du probléme de
Dirichlet pour I'opérateur L et le domaine 2, puisque cette condition
évidemment ne changera pas si 'on remplace ¢ par ¢;=¢, ou 2 par
0,=0. Soit Lu=0 dans 2, u=0 sur I. Faisons la substitution u=u"v.
On voit alors que ' satisfait & une équation L'u’=0 ol L’ est encore
un opérateur de méme type que L, en particulier elliptique, mais ¢’, le
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coefficient qui correspond & ¢, est maintenant = 0. Donc on s’est ramené
au cas classique mentionné plus haut.

ii) = iv'). Nous allons fonder notre démonstration sur la formule
variationnelle suivante (extension immédiate d’une formule due & Berg-
man-Schiffer, voir [2, pp. 543-548]):

@)  8G(xy) = — f G(z,£) G(&,9) bc(8) d&, @ fixe, o variable,
2

dont la démon_étratiqn (simple) sera iﬂdiquée aun® 2. Ilrésulte de (3) que
G(z,y)=0 et dc(x) <0 = 6G(z,y)>0.

Done G est une fonction décroissante de c¢. En particulier soit s
0=<( =<1, une famille de fonctions telles que

1° ¢y=c,
2° e, (%) < cp (%) 81 £y < L,
3° pour tout ¢ on a l'unicité du probléme de Dirichlet pour opérateur
Ly =Ly+cyx),
° Gl(x: 2/ ) ; 0.

Alors il vient G4(r,y) 20, ol G, est la fonction de Green correspondant
4 L,. Donc en particulier G(z,y) = 0. Pour démontrer notre assertion il
suffit maintenant de prendre c.(r)=c(x) +af, avec « assez grand >0.
En effet, 1° et 2° étant évidents, 3° résulte de ii) et 4° du cas classique de
tout 3 I’heure.

iii) = iv’). Démonstration analogue. On utilise maintenant la for-
mule variationelle suivante (extension de la formule d’Hadamard, voir

[6, pp. 93-98]).
4) 8G(z,y) = — f 6G(=,8) aG;f Y (&) ds,, 2 variable, o fixe,
7 ¢ .

o1 ov(§) désigne la variation dans la direction de v, dont la démonstration,
moins simple que celle de (3), sera également indiquée au n° 2. Outre
0G[ov2 0, qui résulte de ii) = iv’) et iv’) = v’) pour 2,<Q qu'on va
démontrer ci-dessous, on utilise aussi G//é5 = 0, qui résulte par le méme
raisonnement (voir aussi la remarque & la fin de ce n° pour une méthode
directe plus simple).

iv) <> iv’) et v) <> v'). Ceci est une conséquence banale de la repré-
sentation suivante de la. solution de (1)-(2):

wte) = [ G 1 + [ 2000t s,
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iv’) = v'). On a,  étant fixe, G(z,y) 2 0 dans 2, mais G(z,y) =0 sur I.
Dono
oG(z,y)

og,

=0

pour tout champ de vecteurs e=¢, dirigé & I'intérieur de 2. En parti-

culier on peut donc prendre ¢ =# (ainsi que e=v; voir iii) = iv’), ci-dessus).

v) = i). On peut prendre pour v n’importe quelle fonction v avec

Lv=0dans 2, v>0sur I. Vu 9G/95,20 on a v=0 dans 2. Or on ne

peut pas avoir v=0 dans 2. En effet, si on avait v(z) =0 pour x € 2, on
aurait

oG (z,y)

o7

=0 pourtoutyel.

D’ott u(x)=0 pour toute u solution de Lu=0, ce que n’est pas possible
(voir [7]).

ReEMARQUE. Dans une forme un peu affaiblie on peut démontrer le
théoréme 1 aussi directment sans utiliser la technique infinitésimale
fondée sur les formules variationnelles (3) et (4). Par exemple on peut
montrer iii) = v) comme suit. Soit Lu=0 dans 2, >0 sur I'. Soit Z
le sous-ensemble de Q2 ol u=0, et supposons que Z+@. On sait (voir
[71, [2], [10]) que Z sépare 2. Donc il existe £2, =2 telle que «+0 dans
2, et u=0 sur I';. C’est une contradiction avec iii). Done Z=0 et u>0
dans . Un passage & la limite montre ensuite =0 sur I' entraine
%= 0 dans 2. De méme nous pouvons démontrer ii) et iii) = iv) comme
suit. Soit

Ly = f dans Q, =0 surl’,

L, =f dans 2, u;=0 surl,

a %; 20. Donc il suffit de démontrer que % =u,. Sinon il existe un do-

maine 2, <2 telle que »; 2w dans Q, u;=u sur I',. Avec u,=u,—u
il vient alors

ou Ly=L+¢;, ¢, 2max(c,0), et f=0. Parce que en particulier ¢, =0 on

Louy +0,u;—cu = 0  dans 2,
ou encore
Lyuy +cyu, = 0 dans 2, ,
ou I'on a posé
C % —Cy
* = T
Uy —U

De plus %, =0 sur I',. On montre que ¢, ¢ dans 2,. Donc on est dans
une situation ot on a l'unicité. Donc %, =0 dans 2, et »2u, dans Q.
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2. Démonstration des deux formules variationneles.

a. La démonstration de (3) ne cause aucune difficulté. En prenant
formellement la variation (différentielle) dans (1)-(2) on obtient

Ly(6u)+céu = —(dc)u dans Q2.
ou =10 sur I'.
D’our:
du(z) = — f (@, &) w(E) Se(£) dé .
En prenant ¢
f@) =d@x-y), uk) =Gy,

(3) en résulte aussitot.
b. Pour démontrer (4) écrivons L dans la forme

0
L=- 1,() e;(%) =— + c(x)
;;zila T 4 1§1 o,
avec
da(%)
o) = ba) + 3, )
Jj=1 oz, T
ou dans une forme abrégée:
L = —divagrad + egrad + c.

L’adjoint M de L est alors donné par
= — diva grad — dive + ¢

Vue la formule de Green on peut mettre le probléme (1)-(2) dans la
forme fonctionelle (equivalente) suivante (« probléme aux limites au sens
de Visik—Soboleff »; voir Lions [9, pp. 32-36]):

g
fuM¢dx—ff<pdx+ fgé;ds+ f}upds,
o 2 r Ir
avec ou
h= ==+ (@),

ou encore

!uMcpdx:aff(pdx+Jgg?ds mod M ,

ou M désigne 1’espace vectoriel des fonctionnelles linéaires de la forme

¢p-—>ifh<pds.
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Soit maintenant g=0 et f & support contenu dans 2. Tl vient
juqudx = fﬁpdx + th)ds = fﬁpdx mod 77 .
Q2 Q r 2

Evidemment on a
(5) 6]uM<pdx=f6uMcpd:c,
[}

Q

parce que w=0 sur I', et
(6) 6Jf¢ dx =0
2

par la méme raison. Reste & évaluer
8 j he ds.
r

Considérons le domaine 2, qui s’obtient de 2 en faisant le deplacement
o dans la direction », ¢ étant une fonction donnée (cf. la figure).

2
0 -/

Il suffit alors de calculer la derivée variationnelle « directionnelle » cor-
respondante:

%Jhws =lims=061 (ihaqus—rth)ds).

Pour cela écrivons

Ih,q) ds — Jh(p ds = fw(—a gradu, +eu,) v, ds— f(p(—a gradu + ew)v ds
Ty r ry r
= J(p(—a, grad (u, —u) —e(u,—u)) v,ds+f<p(—agradu+eu) v, ds —
Iy Iy
- fcp(—-agradu+eu)vds.
r

Il est évident que le premier terme divisé par e tend vers une fonction-
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nelle linéaire appartenant & 72. Reste le second terme. Mais d’aprés la
formule de Gauss, celui s’exprimé comme

1
- f div(—ga gradu+eu) dz .
29
Donec en divisant par ¢ et en faisant ensuite ¢ tendre vers 0 on obtient
fdiv( —ga gradu + peu) o ds
Or on a r

div(—¢a gradw+ geu) = p{—div(a gradu)+e gradu} —

—a grad ¢ gradu + div (pe) u

= ¢(f—cu)—a gradp gradu + div (pe) u

=-—agradg gradu

_ Opou

== 5—’,: a—';.
D’olt enfin

- [

fh¢ds Ifavaygds mod
ou encore
) dfh ds_—f M svds modm .
Compte tenu de (5), (6), (7) on a donc
op
féuMepdx = — j ? uévds mod .

D’otu
L(du) = 0 dansQ,
Ou = dufovdv sur I'.
D’oli encore la formule

oG 0
a()——f .8 28 pogey e

En prenant f(x)=6(xz—y), u(z) =G(z,y), la formule (4) en résulte tout de
suite.

3'"Quelques applications du théoréme 1.

Commencons par la va.nante smvante du théoreme 1, tres ut1le pour
les applications: '
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TrEOREME 1V18, Supposons qu'on a Uunicité du probléme (1)-(2) pour
Vopérateur L et le domaine Q, et de plus que

1v18) Il existe une fonction v telle que L(v) = 0 dans 2, v>0 dans L.

Alors les conditions iv), iv’), v), v') du théoréme 1 ont encore lieu.

" DfimonsTRATION. Il résulte du théoréme 1 que par exemple G,(x,y)= 0
pour tout 2, tel que de plus 2,<Q. Vue les propriétés de continuité
de la fonction de Green ceci entraine G(z,y) = 0.

Passons ensuite & quelques unes de ces applications.

THEOREME 2. Soit L autoadjoint. On a G(z,y)20 st c(z)= —2, o 4,
désigne la plus petite valeur propre de Uopérateur L.

Ce résultat est dii 4 Bellman [4] (voir aussi Beckenbach-Bellman [3,
Pp- 148-149] et Tetereff [12]).

DEMONSTRATION. 1¥® METHODE. On applique le théoréme 1% avec
v=v,, ol v; désigne une fonction propre de L, correspondante & 2,.
En effet on sait que v, ne peut pas s’annuler dans £2; donc on peut
supposer v; >0 dans L.

2¢ METHODE. Nous disons qu’on a I'unicité pour Ly=Ly+c¢,, quelle que
soit ¢;=¢. En effet, si on a

“{L1u=0 dans 2,

=0 surl,
avec 4+ 0, on trouve

» ou ou » ou ou
0 = f('z ﬁaxi—a—-; + cluz) dx > J‘('z a,;,-a—;a—j - Zluz) dr 2

=1 jm1

ce qui est une contradiction. Il résulte maintenant du théoréme 1 qu’on
a G4(x,y) = 0 quel que soit 2, <R avec de plus £,<Q2. Dolr G(z,%)20
comme dans la démonstration du théoréme 1v18, A P’aide de cette der-
niére méthode on peut généraliser le théoréme 2 un peu. (Cette exten-
sion on peut faire, aussi, avec la méthode de Bellman.)

THEOREME 3. Soit encore L autoadjoint. On a G(z,y)Z 0 pourvw qu'on
sait que la forme quadratique

f ( > a,;,(a:)——-——— + ¢(x) uz) dz,

g \hi=1

o u parcourt I'ensemble o u=0 sur P, est définie positive.
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Nous donnons maintenant quelques résultats qui valent encore dans
le cas non-autoadjoint. Commengons par le cas particulier suivant assez
simple.

TaEOREME 4. Supposons que 2 soit contenu dans le demi-espace x, 20
et considérons Uopérateur particulier L= — A +¢(z). On a G(z,y) = 0 pourvu
que c(x) = — 1/(4x?).

Ceci généralise un résultat de Kneser (voir [8]) pour l'opérateur
~u" +c(x)u (n=1).

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 1bis avec v(z)=uz,t.
Ce résultat simple peut se généraliser comme suit.

TrEOREME 5. Soit L quelconque. Désignons par d(x) la distance de x & I'.
On a G(z,y) =0 pourvu que
K

(@) 2 ~ @@

ou K est une constante positive, qui ne dépend que de L et de Q.

D#MONSTRATION. On prend pour v la solution du probléme aux limites
suivantes:
Lyw = (d(x))-% dans Q,
v=20 sur I'.
On a évidemment v(z) >0 dans 2. De plus, comme on va voir plus bas,

on a aussi
(7) v(x) £ Ky (d@),

avec K; convenable. En admettant (7) pour le moment, nous allons
terminer la preuve. En effet, il résulte

Lv = Lp+cew 2 (d(z))"% — max(0, —c(z)) K,(d(z))
= (d(z))} K, (Kl—l(d(ar:))—2 — max(0, —c(x))) z0
si
max (0, —¢(x)) = K, (d(z))"?
ou
o) 2 — K(d@)~

avec K=K -1. Donc on peut alors appliquer le théoréme 1bis,
Reste la preuve de (7). En introduisant localement de nouveaux

coordonnées (curvilignes) de sorte que d(z) =z, on se raméne de démon-
trer que si
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Ly = z,-1 pour z,>0,
v=20 pour z,=0,

alors, de moins localement, on a

(8) v(@) = O(z,}) .
Or on peut écrive

et la fonction x* appartient & la classe Lip;. Donc il résulte des inégali-
tés connues de type Schauder (voir Agmon-Douglis-Nirenberg [1, pp.
657-669]) que v appartient & Lip;. D’ou (8) parce que v=0 pour z,=0.
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