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SUR LE THEOREME DE BEURLING-POLLARD

JEAN-PIERRE KAHANE

Introduction.
On note 4 ou F+£! 'algébre des fonctions

o]

f@) = z ,},ﬂeint
-0
sommes de séries de Fourier absolument convergentes. C’est une algébre
de Banach, avec la norme

Il = 3 lyal -

On note PM ou F4£™ I’espace des pseudomesures, c’est & dire des distri-
butions

(o]
T ~ E cneint
—00

3 coefficients de Fourier bornés; c’est 'espace de Banach dual de 4,
avec la norme

ITlpar = suple,| ,

la dualité étant définie par
T, f) = zcn'y—n

(ainsi, si 7' est une mesure, (T, f) est I'intégrale de f par rapport & T').

Le probléme de la synthése spectrale, résolu négativement par Mal-
liavin en 1959, est le suivant: étant donné un compact E sur le cercle,
une fonction f e 4 s’annulant sur £, une pseudomesure 7' portée par E,
a-t-on nécessairement (T, f)=0? On dit qu’un ensemble E, ou une fonc-
tion f, ou une pseudomesure 7', satisfait la synthése spectrale si, une fois
cet, élément donné, le probléme ci-dessus admet une réponse positive.

En 1953, Pollard, exploitant une-idée de Beurling, avait montré que
toute fonction fe A lipschitzienne d’ordre } satisfait la synthése spec-
trale [1]. Plus généralement, si fe A est telle que
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(1) If@)] < K(d(t, Fy)t,

K ne dépendant pas de ¢, E, étant 'ensemble des zéros de f, et d(t, ;) la
distance de ¢ & E,, alors f satisfait la synthése spectrale. D’autres énoncés,
obtenus par la méthode de Beurling et Pollard, se trouvent en [2] et
[3, chap. 9]; nous aurons I'occasion d’y revenir & la fin de cet article.
Depuis longtemps, on soupgonne que ’exposant 4 dans (1) ne peut
étre remplacé par aucun nombre plus petit. Nous allons montrer qu’il
en est bien ainsi. La méthode est un raffinement de celle de [2], qui nous
avait permis seulement jusqu’ici de montrer que ’exposant } ne peut
étre remplacé par aucun nombre plus petit que % ([2], théoréme 6).

Le théoréme principal.
On considére la fonction aléatoire

Ft) =3 a,(X, cosdt+ Y, sindt),
1

ol les a,, sont des nombres réels positifs, les 1, des entiers positifs (il sera
commode de ne pas supposer la suite 1, croissante), et les X, et Y,
des variables aléatoires gaussiennes normales, mutuellement indépen-
dantes. Rappelons que A, désigne ’ensemble des fonctions f lipschitzien-
nes d’ordre y, y >0, c’est & dire telles que

f@)—=f@) = o(j¢'—t") ¢—t—~0.
TuaEoREME 1. Pour chaque entier p=1 et chaque y < }(p+1)~1 on peut

choisir les a,, et les A, de sorte que presque sirement F e AnA, et quwavec
une probabilité positive FP ne satisfasse pas la synthése spectrale.

La démonstration s’appuie sur les faits suivants, déja utilisés en [2]:
1) Pour avoir F € AnA, p.s., la condition suivante est suffisante:

(2) {A,} est une réunion finie de progressions géométriques et
a, = 0(1“—7'), y'>y, n — oo,

2) Pour que F? ne satisfasse pas la synthése spectrale, il suffit que

=]
® [ w2 16 leng du < o,
0

(4) f fei"ﬂ') didu % 0
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(lemme fondamental de Malliavin).

Posons

o0
e‘qu ) — 2 pn(u) einl .

Pour avoir (3), il suffit que, pour un e>0et unr>1,

uen dy

f uP+l+te (_go Ipn(u)lm') v < oo
1

et a fortiori que

f ure+140 3" | g (u)|2r du < o
1 —00

ul +e

Pour avoir (3) presque stirement, il suffit donc que, pour un entier r>1
convenable et un ¢>r(p+1) on ait

(%) [w (Sipawir) du < o,
H —00
ol & désigne l'espérance mathématique. On vérifie alors que
& f ewF® didy = 27 exp ( —jury anz)
1

donc (4) a lieu avec une probabilité positive.
La démonstration du théoréme 1 consistera & montrer que I'on peut
choisir les a,, et les 4,, de fagon que l'on ait simultanément (2) et (5).

Démonstration du théoréme 1.
Calculons le premier membre de (5). On a
é’(lpn(u)lzr) - (2n)_21f . féa(equ(al)+...+F(a,)—F(t1)-...—F(tf)).

-~ —7

MLt As D ds L ds dty ... dE,,

é’(ei“F(sl)+' .. +F(e)-F@ED—.. .—F(tr)) = exp ( - %uz § anz ?7( }‘nsl’ ce e }'ntr)> s
1

kY

olt
P850« osty) = |€¥14 .. F Tl —e|?,
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Pour une identité approximative

A@) = Y 4,em, 4,20,
on a par linéarité

& (3 Aulpatu®)

= (2m)-2r f cee f exp (— Y a,?p(l.8,. ... ,lnt,.)) .
1

Aty + .o =8y — ... —8,)dsy ... ds, dt; ... dt,

et, en faisant tendre 2w A(t)dt vers la mesure de Dirac, on a
& (S ipawir)

k9

= (2m)-2r+l f cee f exp ( —3u2 > 0,2 @(Ap8y,. - s Agte gy A (8 + . ..
1
o —t— ... ——t,._l))) ds,...ds,db,...d, .

Quitte & soustraire s, & toutes les autres variables d’intégration et &
intégrer d’abord par rapport & s,, on obtient

& ( g Ipn(u)lz') — (2m)-2r+2 f f exp (- ju2 ? a,? w(lns,lnt)) ds dt

ol 'on a posé s=(8y,...8,_1), t=(ty,...0,_y), dsdt=ds,...dt,_;, et

y)(s,t) = |ei81+ . +eia,-_.1+ 1 __eitl_ . _eitr_l_ei(81+...+8r_1—t]-...—t,_1)|2 .

En multipliant par %?¢-! et en intégrant, on a finalement

fuﬁq‘lé" (_2 Ip,,(u)}”) du = (2n)-2"+2I'(q) ff (02:: a,? w(lns,lnt))-q dsdt .

0

La derniére intégrale est prise sur le tore 7'2~2 (ici T' est I’ensemble des
réels définis modulo 27). Nous nous proposons de construire les a, de
fagon qu’elle soit finie. Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

LeMME. L'ensemble des zéros communs & tous les y(ls,lt), 1=1,2,...,
est la partie de T?"-2 formée par les r! variétés linéaires de dimension r—1
qui se déduisent de la variété
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(6) tl = 81, tz = 82, “s ey tf‘l = 8,._1 >
8+ ... +8 _1—t...—t_; =0 (mod2n)

en permutant les seconds membres de toutes les maniéres possibles.

PrEUVE DU LEMME. Sur chacune des variétés definies, on a bien
y(ls,lt)=0 pour tout I. Inversement, si y(ls,l{)=0 pour [=1,2,...,
on a aussi y(ls,t)=0 pour [=0,—1,—2,..., donc

g(s)+ ... +9(s,—1) +9(0) -
—gl)—...—g() —g(81+ ... +84—t...—t, 1) =0
pour toute fonction g € A. Posons
s, =0, t,=8+...4+8_3—t—...—t._; (mod2n).

Pour chaque x € T, soit o(x) et 7(x) respectivement le nombre des s; et
des t; égaux & x, j=1,2,...r. On a

o(z) = Lim(g(sy)+ ... +g(s,),
7(x) = Hm(g(t)+ . .. +9(t,))

lorsque g tend ponctuellement vers la fonction, égale & 1 en z et O par-
tout ailleurs. Donec z(x)=o0(z). Il s’ensuit que s,,...8s,,%,...,t, pren-
nent les mémes valeurs avec le méme ordre de multiplicité, c’est & dire
qu'on a (6) ou l'une des relations obtenues en permutant les seconds
membres.

A chaque entier K = 2 on associe les K272 » K-cubes « de T'?"-2 obtenus
en faisant varier s,...,8,_4, %;,...%,_; sur des intervalles de la forme
[27k|K, 2n(k+1)/K], k=0,1,...,K—1. On appelle cubes blancs ceux
dont P’adhérence contient un zéro commun & tous les y(ls,lf), et cubes
noirs les autres. La réunion des cubes blancs constitue un ensemble B
dont la mesure, en vertu du lemme, est O(K-"+') quand K - . On
désigne par IV I’ensemble complémentaire (ensemble noir). Il existe une
combinaison linéaire & coefficients positifs des y(s, It), soit

L
o(s,t) = 3 b2 y(ls 1),
leal

telle que p(s,)>1 sur N.
Soit « un nombre positif, qu’on définira plus loin. Définissons les 4,
comme les éléments de la suite

L2,...,L,
K,2K,...,LK,
K*2K?,...,LK?,

................
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et les a, correspondants comme les coefficients

by, by . uby
aby,0bg,. . ., by,
by, a2by,. . ., 0%y ,

................

Pour avoir (2), il suffit que xK” <1. Pour avoir (5), il suffit que la fonc-
tion

Jond) = (?anz ,p(lns,int))—q - (g w2 Q(Kfs,Kft)>_q

soit sommable sur 7'%7-2; il est maintenant facile de donner une condi-
tion sur « pour qu’il en soit ainsi.

En effet, désignons par p*(s,¢) la fonction caractéristique de N (ainsi
o(8,t) Z 0*(s,t)), et désignons par Ny, N,,N,,... les ensembles

-No: Q*(S,t) = 1 ’
Ny: o*(s,t) = 0, o*(Ks,Kt) =1,
N,: o*(s,t) = o*(Ks,Kt) = 0, o*(K%,K%) =1,

.......

Géométriquement, on obtient ces ensembles de la maniére suivante:
Ny=N est la réunion des K-cubes noirs, et By=B la réunion des K-cubes
blancs; sur chacun des K-cubes blancs on reproduit, par homothétie
de rapport 1/K & partir de 7'*7-2, la construction de ’ensemble noir;
on obtient un nouvel ensemble N,, réunion de K2-cubes noirs, contenu
dans B,; I’ensemble qui reste blanc, soit B,, est une réunion de K%-cubes
blancs, sur lesquels on reproduit la construction de I’ensemble noir pour
obtenir N,, et ainsi de suite. En normalisant le mesure de Lebesgue sur
T?r-2, et en notant |F| la mesure d’un ensemble £ (ainsi |7?"-2|=1), on a

|No| = 1—1B], |Bol = 1B],
[Nyl = |B|(1-|Bl), |Bif = |BJ
INo| = |BI*(1—1|B|), |B,| = |BJ, ete.
D’autre part, x(s,t) S«~%2 sur N;. Il s’ensuit que x(s,t) est sommable
sur 7?72 dés que «~%¢|B|< 1.
Le choix de « pour avoir (2) et (5) est donc possible dés que
|B| < K-%12,

Or nous avons observé que |B| est O(K-+) quand K — oo. L’inégalité
a donc lieu, pour K assez grand, lorsque 2yg<r—1. Etant donné
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y < }(p+ 1)1, on peut bien choisir  entier assez grand, puis g, de fagon &
avoir simultanément

g >r(ip+l), 2y <r-1.

Cela étant fait, on choisit K assez grand, puis « entre |B|-3 et K7, et
alors on a (2) et (5). Cela achéve la démonstration du théoréme 1.

Commentaires et compléments.
P.s. la fonction FP définie au théoréme 1 satisfait

\Fo(e)| < K(dtEn) .

Comme yp est arbitrairement voisin de }, on a le résultat annoncé, &
savoir que 'exposant } dans (1) ne peut étre remplacé par aucun nom-
bre plus petit.

Une généralisation trés facile du théoréme 1, dont nous laissons la
vérification au lecteur, est la suivante.

THEOREME 2. Pour chaque entier p=1 et chaque y < }(p+1)~! on peut
choisir les a,, et les A, de sorte que presque siirement F € AnA, et que, pour
chaque fonction réelle g € A, il y ait une probabilité positive que (F —g)P ne
satisfasse pas la synthése spectrale.

Comme application, soit g, une famille & un paramétre x de fonctions
appartenant & 4. Il y a une probabilité positive que, pour un ensemble
de valeurs de x de mesure positive, (¥ —g,)? ne satisfasse pas la synthése
spectrale.

En particulier, le théoréme 2 fournit, pour chaque y <, des fe An4,
telles que, pour un ensemble de valeurs de x de mesure positive, f—=
ne satisfasse pas la synthése. On peut se demander si une amélioration
de la méthode ne permettrait pas d’obtenir le méme résultat pour chaque
y<4%. Il n’en est rien, & cause du résultat suivant, qui découle simple-
ment de la méthode de Beurling et Pollard.

TakoREME 3. Si f est une fonction réelle, fe And,, e y<1[/(2p+1)
(p entier = 1), (f—x)? satisfait la synthése spectrale pour presque tout x.

Par la méthode probabiliste, le mieux qu’on puisse espérer est donc
de mettre en évidence des fonctions ne satisfaisant pas la synthése dans
chaque classe A4,y <.

La démonstration du théoréme 3 est immédiate & partir des deux lemmes
suivants; le premier, obtenu par la méthode de Beurling et Pollard, se
trouve en [2] et en [3, p. 123]; nous nous contentons de donner la preuve
du second.
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Lemme. Désignons par |E(h)| la mesure de Uensemble des points du
cercle situés & une distance <h d’un ensemble fermé E. Si fe And, et si

Lim (AP |Exh)]) = 0, pentier 21,
h—>0
fP satisfait la synthése spectrale.

LemmE. Si feld, (Cest a dire f(t')—f(t)=o(|t'—t]") quand t'—t — 0),
ona
Lim (b~ |E;_4(h)]) = O
h—+0

pour presque tout x.

PrEUVE. Pour chaque A, soit R(k) la réunion des rectangles I, x f(1,,),
ou I,=[nh,(n+1)k], n=0,1,...[27/h]. Elle recouvre le graphe de f,
et sa surface |R(h)| est o(h”) quand % — 0. Posons

|B(R)| = &*(h) b

et désignons par E(x,h) I'intersection de R(k) avec la droite horizontale
d’ordonnée x. Sur tout intervalle de longueur 1, I'ensemble des x tels
que la mesure linéaire de B(x,k) satisfasse

|B(x, k)| > e(h) W

& une mesure inférieure & &(h). Quitte & choisir une suite %, telle que
31 e(h,) < oo, on a donc

|B(@,h,)| < &(hy) hy”

pour n>n(x) assez grand et presque tout . Or R(z,k) est une réunion
d’intervalles de longueur %, recouvrant E, ,. On a donc |E, . (k)<
3|R(z,k)|, done

|By—o(ba)| = o(hy") p.p. (%)

et le lemme est démontré.

Remarquons que I’énoncé du théoréme 3 peut étre légérement amé-
lioré, en remplagant I’hypothése fe A,, y<1/(2p+1), par 'hypothése
plus faible fe4,, y=1/(2p+1). Remarquons aussi que la preuve du
dernier lemme, adaptée de maniére évidente, montre que, si fe 4,, on a
pour presque tout z

|E,_.(h)|=0(k") pour tout y’<y, b > 0;

il en résulte que, pour presque tout x, la dimension de Hausdorif de E,_,
ne dépasse pas 1—y.
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