MATH. SCAND. 17 (1965), 17—40

ALGORITHMEN
FUR EINFACHE KURVEN AUF FLACHEN

HEINER ZIESCHANG

1. Einleitung.

Es soll ein Algorithmus entwickelt werden, der die Entscheidung ge-
stattet, ob eine Homotopieklasse auf einer Fliche eine einfache Kurve
enthilt oder nicht. Ferner geben wir ein Kriterium dafiir an, daf3 ein
System von Elementen der Fundamentalgruppe einer Fliche von einer
kanonischen Zerschneidung induziert wird oder — was dasselbe ist — ob
sich die Abbildung der kanonischen Erzeugenden auf die gegebenen Ele-
mente zu einem Automorphismus der Fundamentalgruppe erweitern laBt.
Fir beide Fragen hat B. L. Reinhardt [11] schon Algorithmen beschrieben,
die aber — auch in der Durchfiihrung — auf nicht-euklidische Geometrie
zuriickgreifen, wihrend unsere nicht den Rahmen der Gruppentheorie
verlassen. Insbesondere fiir die zweite Frage erweist sich unser Verfahren
als einfacher und auferdem mit geringem Aufwand durchfiihrbar.

Der Gedanke besteht darin, dafl wir die betrachtete Homotopieklasse
durch ein spezielles Element (Wort) der freien Gruppe in den kanonischen
Erzeugenden darstellen, und zeigen, dafl die Homotopieklasse genau dann
eine einfache nicht-zerlegende Kurve enthilt, wenn sich dieses Wort
durch einen Automorphismus der freten Gruppe in eine der kanonischen
Erzeugenden iiberfiilhren 146t. Ein solcher Automorphismus mufl dabei
die »kanonische Relation« invariant lassen. Damit haben wir die Aufgabe
auf ein von J. H.C. Whitehead [13] und E. S. Rapaport [9] gelostes
Problem iiber die Auffindung solcher Automorphismen zuriickgefiihrt.

Auf diesem Wege miissen wir zunichst Betrachtungen zu Dehn’s
Losung des Wortproblemes fiir ebene diskontinuierliche Gruppen an-
stellen und jedes Element eindeutig als Wort in den kanonischen Erzeu-
genden schreiben. AnschlieBend bringen wir einfache Kurven auf Nor-
malform beziiglich einer kanonischen Zerschneidung und wenden das
schlieflich auf die algorithmischen Fragen an. Vorweg haben wir die
Bezeichnungen zusammengestellt. Alle topologischen Betrachtungen seien
als semilineare zu verstehen. — Die Hauptresultate dieser Arbeit sind
ohne Beweise schon in [14] angegeben worden.

Eingegangen am 9. Januar 1965.
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2. Bezeichnungen.
Die Gruppe & sei durch

(2.1) Erzeugende 81se v o s38mly, Ugy e v oy by, Uy

g
definierende Relation  s;...s, I [f,u;] = 1
i=1
oder durch

(2.2) Erzeugende S1r v 38y V1se 45V,

definierende Relation  s;...8,7%...92 =1
erklart, wobei m,g=0 sei und fir (2.2) ¢>0. Das Symbol [¢;,u,] be-
zeichne den Kommutator ¢uf,~u,~2. Um eine einheitliche Darstellung
zu erzielen, numerieren wir die Erzeugenden durch und bekommen

(2.3) Erzeugende hyy.. sk, ,
definierende Relation I (k) =1,

wobei n=m+2g bzw.=m+g ist und I, (k) die betreffende Relation
bezeichnet.
Es sei ( die freie Gruppe mit freien Erzeugenden

(2.4) Hy,... ,H,,

und durch H; - h; sei der Standardhomomorphismus @& — & definiert.
Seien ky,. . .,k,, natiirliche Zahlen groBer 1, und § sei der kleinste Nor-
malteiler in §, welcher H. ... H,*mund IT,(H) umfaBt. Hierbei fassen
wir IT, als formales Wort auf, dessen Lettern wir dann durch die Ele-
mente h bzw. H ersetzen. Ferner werde H, =8, mit IT,(H) bezeich-
net. Sei @ =®/§l Der Einfachheit wegen setzen wir k,,. . .,k,, n=7, vor-
aus. Durch verfeinerte Schliisse kann man die Schranke leicht auf 6 und
fiir die Gruppen  sogar auf 5 driicken. Ausgeschlossen bleiben die Fun-
damentalgruppen der héchstens vierfach gelochten Sphire, des Torus,
der hochstens zweifach gelochten projektiven Ebene und der Kleinschen
Flasche. Im folgenden werden wir Kurven auf einer Fliche betrachten,
die & als Fundamentalgruppe besitzt. Die Kurven bezeichnen wir mit
griechischen Buchstaben, ihre Homotopieklassen auf & mit korrespon-
dierenden lateinischen Buchstaben nach folgender Tabelle:

Kurven X %
Elemente aus ¢ & k

c T
s
Elementeaus H K S T

U
U
U

SR

b

wobei korrespondierende Elemente aus §& und @ durch den Standard-
homomorphismus aufeinander bezogen sind. Die Uberginge zwischen
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Elementen aus einer der Gruppen und Kurven bzw. zwischen Elementen

aus § und solchen aus ¢ werden wir im folgenden zwanglos durchfiihren.
In der freien Gruppe @ bedeute die Léinge {(X) die Anzahl, in der die

Erzeugenden H,,...,H, im reduzierten Wort zu X auftreten. Sei

m+4g fiir & zu (2.1)
m+2g fir @ zu (2.2).

Ferner sei A,=l(II;(H))=k; i=1,...,m.

Buchstabliches Ubereinstimmen zweier Worte W(H) und V(H) in den
Symbolen H,,...,H, werde durch W(H)~V(H) bezeichnet. Bis auf
zyklische Vertauschung buchstébliche Identitit driicken wir durch
W(H)V(H) aus.

A* = Z(H*(H)) =

3. Zur Dehnschen Lésung des Wortproblemes.

Es mag auf den ersten Blick scheinen, dafl die in der Literatur gegebe-
nen Losungen fiir das Wortproblem der ebenen diskontinuierlichen Grup-
pen ([2], [3], [7], [10, S. 202ff.]) die folgenden Erérterungen unnétig ma-
chen, und es ist nicht so offensichtlich, an welche Stelle sie gehdren. Deshalb
soll eine allgemeine Betrachtung vorausgeschickt werden, in der auf eine
Liicke in den iiblicherweise gestellten Aufgaben hingewiesen wird.

Es sei eine Gruppe § durch Erzeugende und definierende Relationen
gegeben. Der Zusammenhang zwischen Worten in den Erzeugenden und
den Elementen von §, die sie darstellen, zwingt die folgenden Probleme
auf (vergl. etwa [1]):

IDENTITATS- ODER WORTPROBLEM: Man entscheide, ob ein Wort in den
Erzeugenden das Einselement von § darstellt oder nicht.

Wenn man fiir dieses Problem einen Algorithmus (natiirlich fiir die
gegebenen speziellen Erzeugenden und definierenden Relationen) be-
sitzt, kann man offenbar von je zwei gegebenen Worten entscheiden, ob
sie dasselbe Element von § definieren oder nicht. Damit wird aber nicht
das folgende Problem gelost, welches etwa bei der Untersuchung der
Gruppe der Relationen auftritt:

PROBLEM DER REPRASENTANTEN: Man bestimme mittels einer werniinf-
tigens Vorschrift zu jedem Element von  eindeutig ein Wort, welches das
Element darstelit.

Mit anderen Worten suche man Reprisentanten fiir die Restklassen
in der Gruppe, die von den Erzeugenden von § frei erzeugt wird, nach
dem Normalteiler der Relationen. Eine weitere Aufgabe ist das

TRANSFORMATIONSPROBLEM: Man entscheide, ob zwei Worte zueinander
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konjugierte Elemente von 9 darstellen oder nicht.
Eine Losung aller drei Probleme li8t noch das Folgende offen:

ProBLEM DER REPRASENTANTEN FUR KLASSEN KONJUGIERTER ELE-
MENTE: Fir jedes System konjugierter Elemente bestimme man eindeutig
(etwa bis auf zyklische Permutation der Buchstaben) ein Wort, welches eines
der Elemente dieser Konjugationsklasse darstellt.

In der Einleitung der Arbeit [1] von M. Dehn sind das Wort- und
Transformationsproblem als fundamental neben das Isomorphieproblem
fiir unendliche diskontinuierliche Gruppen gestellt worden. Die beiden
anderen Probleme sind in der Literatur wenig beachtet worden, obgleich
sie doch fiir feinere Untersuchungen bedeutungsvoll sind. Wir wollen
nun die uns interessierenden Gruppen @ unter diesem allgemeinen Kon-
zept behandeln. Das Wortproblem ist von M. Dehn [2] und M. Greend-
linger [3], [4] wie folgt gelost (siehe auch R. C. Lyndon [7]):

Definiert ein Wort W(H) das Einselement von &, so kann man es ent-
weder reduzieren als Element der freien Gruppe ®, oder es enthilt ein Teil-
wort, welches mehr als die Halfte einer der definierten Relationen S,*1,. ..

S,*m, IT,(H) oder deren Inversen ausmacht.

Das Problem der Reprisentanten ist in der Literatur nicht gelost, und
es gibt auch keine einfach zu beschreibende Losung auf Grund dieser
Losung des Wortproblemes. Wir wollen dieses Problem nun behandeln
und anschlieBend auf das Transformationsproblem zu sprechen kommen.
Es sei nur darauf hingewiesen, da man das Reprisentantenproblem
ebenfalls 16sen kann, indem man die betrachteten Gruppen als freie Pro-
dukte mit vereinigten Untergruppen darstellt und die dafiir in [8] be-
schriebene Losung des Wortproblemes ausnutzt.

Die genannte Losung des Wortproblems legt es nahe, unter den Worten
W(H) mit folgenden Eigenschaften nach Repriasentanten zu suchen:

(3.1) W ist ein reduziertes Wort in den Erzeugenden H,,. . .,H, von (.
(3.2) W enthilt kein Teilwort, welches mehr als die Hilfte der Rela-
tionen II,(H),8;™,...,8,,7 oder deren Inversen ausmacht.

Wenn nun W ein Teilwort enthilt, welches genau eine Hélfte einer defi-
nierenden Relation ist, wobei die Nachbarelemente die Relation nicht
fortsetzen, so kénnen wir diese Hélfte durch die andere mit dem Exponen-
ten — 1 versehen ersetzen und (3.1) und (3.2) bleiben erfiillt. Wir brau-
chen daher eine Vorschrift, welche eine Hilfte auszeichnet. Fiir geome-
trische Zwecke erwies sich die folgende als giinstig:
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(3.3") Die Halfte von IT,°(H) enthalt 8,,° (fiir g=0) bzw. U,~* oder V
(bei g>0). Ist k; gerade, so tritt S,¥* nicht auf.

Wenn wir eine Halfte von IT,°(H) durch die andere ersetzen, so gehort
diese 1I,7%(H) an. Deshalb kénnten wir auch die folgende Normierung
nehmen, die fiir algebraische Zwecke schoner ist:

(3.3"") W enthélt kein Teilwort, welches eine Hilfte von I7,-! (H) aus-
macht. Fiir gerades k; tritt S, nicht auf.

Leider sind (3.1), (3.2), (3.3') bzw. (3.3"') noch nicht genug, um Repri-
sentanten zu definieren. Durch (3.3) werde entweder (3.3') oder (3.3"')
bezeichnet, und zwar sei dann in allem, was folgt, immer dieselbe Nor-
mierung darunter verstanden.

Wir wollen ein Wort X als Halbrand einer Kette der Linge k bezeichnen,
wenn es folgende Form hat:

(3.4) X erfiillt (3.1), (3.2) und (3.3)

(3.5) X=Y,'Y,...Y,, wo jedes Y; ein Teilwort von einem IT,;)(H)

J
oder H,(})(H) ist, r(j)=%1,...,m.

(3.6) Durch Zufiigen gewisser HY (j=0,....k;H, =H, =1, H _+1,
1<j<k) erhdlt man das Wort

H7o Y, HY H Y, He .. H% Y, H%

Dabei sei H 87—1 Y HY reduziert und ein Teil einer Relation
I1,)(H) oder H,U)( ) (9=%,1,...,m). Sei Y -1 der andere Teil:
113, (H) OH;‘;{;‘ Yj Hfj]. Y]TI
dann besitzt ; o 3
X~Y,Y,...7,
ebenfalls die Eigenschaften (3.1), (3.2) und (3.3).

Offenbar ist X gleichfalls ein Halbrand einer Kette der Linge k, und
diese Halbrénder definieren dasselbe Element von &. Hier ist die bis-
herige Normierung nicht eindeutig. Ubrigens besagt (3.3) gerade, da8
es keine Halbrinder von Ketten der Liange 1 gibt.

Die geometrische Bezeichnung fiir Halbrinder wird durch die Arbeit
[2] von M. Dehn nahegelegt, und wir wollen kurz seine Deutung geben:
Die Relationen fassen wir als Rinder von Flichenstiicken auf (etwa im
ebenen Gruppenbild). Dann sei eine Kette der Linge k eine Folge von k
Fliachenstiicken, in der benachbarte genau eine Strecke gemeinsam haben.
Indem wir den Rand des ersten und des letzten Fliachenstiickes aufteilen,
bekommen wir zwei Halbrinder. Um (3.4-6) zu erfiillen, miissen die
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Strecken, die benachbarte Flichenstiicke trennen, gewissen Bedingun-
gen geniigen, die sich aus (3.5) und (3.6) unschwer ablesen lassen. Im
folgenden versuchen wir, aus den beiden Halbrindern einer Kette einen
zu bestimmen und geben dadurch Bedingungen fiir die Repréisentanten.

Sei X~Y,Y,... Y, ein Halbrand einer Kette der Linge k>1. Dann
ist der in (3.6) beschnebene Halbrand X~ Y Y Y » eindeutig be-
stimmt; denn wegen A;=7 ist I(Y;) =2, und damlt ist IT73 (H) schon
festgelegt.

(3.7) UY,)UY,) £ 34,4, 1<j<k,
UY)+UY) = A,p-2, 1<j<k,
UY)+UYy) = Ayp—1,
UYR)+UY,) = Ayp—1,

wenn Y; und ¥, Teile der Relation IT ZH(H) sind. Das ist eine direkte
Folge aus der Tatsache daB X und X d1e Elgenschaften (3.1-3) besitzen
und daf3

INj(H) O H i Y, HY, Y‘1

(3.8) Das letzte Zeichen von Y;_; bzw. das erste Zeichen von Y,,,
setzt Y; nicht zu einem Tellwort einer definierenden Relation
fort. Dasselbe gilt fiir die ¥ statt der Y.

Es wird Y; durch H""H zu einem Teilwort der Relation fortgesetzt und
Y;_; durch H‘jg’*l Da Y eine Linge groBer als 1 hat, ist das Zeichen,
welches ¥, zu einem Teﬂwort der Relation fortsetzt, eindeutig bestimmt.
Deshalb muBte Y;_; mit H it enden, wenn Y, fortgesetzt wiirde. Dann
kann aber

Iy H) OHZ2 Y, H Y; 1

o1

nicht gelten, da auf der rechten Seite eine Stelle H_7#* Hii~% vorkommt.

*j-1

(3.9) Das Wort W geniige den Forderungen (3.1-3) und enthalte zwei
Halbrénder X~Y,Y,...Y, und X'~ Y," Y, ... Y, von Ket-

ten als Teilworte. Wenn X und X’ nicht disjunkt sind und mehr

als ein gemeinsames Zeichen besitzen, so ist das kleinste X und

X’ umfassende Teilwort von W ebenfalls Halbrand eine Kette.

Offenbar kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, in dem weder X
das X' noch umgekehrt umfat und in dem X’ im Innern von X beginnt,
X im Innern von X’ endet. Das erste Zeichen von X' liege in ¥,. Dann
haben wir

Y,~¥,2, Y/ ~z¥/ Z)=21.
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Ist {(Z)=1, so wird Y,,, durch Z zu einem Teilwort der Relation fort-
gesetzt, woraus wegen (3.8) ¢=Fk folgt. Dann aber haben X und X' nur
ein Zeichen gemeinsam.

Sei nun (Z)>1 und l(Y ")>0. Dann setzt Y das Y, zu einem Teil-
wort einer Relation fort, da ein aus mehr als einem Zelchen bestehender
Teil einer Relation die Relation und den Durchlaufsinn schon festlegt.
Die Relation sei I7(H). Nach (3.7) ist das nur fiir ¢=% moglich. Dann
mufl }(Y,)=3A4,—1 sein'; denn die nach (3.7) noch mégliche Lénge 34,
scheidet aus, da Y, durch ein Zeichen aus W fortgesetzt wird und W
der Bedingung (3.2) geniigt. Ferner folgt [( 17'1')= 1 und l(ff »=0,1. Es
gelten nun die Gleichungen

(3.10) H 1Y, Yi' = IL)(H), Y/ HL Y7 ~IIYH).

Da Y, und Y, mehr als zwei Zeichen gemeinsam haben, ist d=4'.
Wenn wir nun unter (3.3) die Normierung (3.3") verstehen, so muf
8= —1 sein, weil I(¥,)= 44, ist und Y Y,. . ¥, (3.3") erfiillt, d.h. i’k’l
ist Teilwort von II,71(H). Nun ist ? P/ Y ; ein Teilwort von W und
eines von I7,71(H). Ferner ist

UV ZT)) = WY )+UTPY) 2 (34,-1)+1 = 34,,

was mit (3.3’) nicht vertriglich ist. Indem man analoge Betrachtungen
durchfithrt, wenn ( 7 ;) >0 ist, erhilt man das Resultat: Bedeutet (3.3)
die Normierung (3.3") so folgt aus {(Z)>1, daB Y,=Y,", ¢<k.

Da unter diesen Umsténden X und X’ mehr als ein Zeichen gemein-
sam haben, erhalten wir ein #hnliches Resultat fiir das Ende von X.
Damit haben wir

Y=Y/, Y.,=Y,), ..., Y, =Y/, <k,
und das kleinste X und X' umfassende Teilwort ist buchstéblich gleich
Y. Y Y. . Y, Y. Y = X+,
Wir fiigen nun die H wie folgt ein:
H Y HY. . HFA Y, HYHY .. HZ¥3 Y, HY,

wobei die H, . zu X’ gehorig sind. Dann erfiillt
V..V T, ...

die Forderungen (3.1-3"); dabei ist ¥ durch

1 Wenn in einer Léngengleichung auf einer Seite eine gebrochene Zahl steht (A, un
gerade), so betrachten wir die Aussagen als leer.
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H Y HY, Y7 O I (H)
definiert, was wegen
HY= Y, Y7'OHOENH) uwnd Y HE Y/ QIELH)

moglich ist. ¥-! ist bis auf das erste Zeichen gleich ¥,~1, oder bis auf
das letzte Zeichen gleich ¥,’-1.

Wenn wir die Normierung (3.3') zugrunde legen, miissen wir nach
den Gleichungen (3.10) in anderer Weise weiterschlieBen. Da Y, durch
) ;" zu einem Teilwort einer definierenden Relation fortgesetzt wird, ist
I(Y,)=34,—1. Deswegen enthalt ¥, das fiir die Normierung kritische
Element. Da f'k Z 171' die Linge 34, hat und ein Teilwort der Relation
bildet, ist ¥, das kritische Element. Daraus folgt I(Y,’)=3A4,. Wenn
wir Y, durch ¥,’ verlingern zu Y,’, so bildet Y,... ¥, , ¥,’ ebenfalls
den Halbrand einer Kette und auch ¥,...Y, ;, ¥,'... Y}, wie analog
zu oben gezeigt werden kann. Entsprechend schlieft man bei I( ? 1) > 0.
Damit ist (3.9) bewiesen.

(3.11) W erfiille (3.1-3), und es sei X ein in W enthaltener Halbrand.
Ersetzen wir nun X durch X, so entsteht aus W ein Wort W, und
es gilt: Verstehen wir unter (3.3) die Normierung (3.3"'), so er-
filllt auch W (3.1-3”). Handelt es sich um die Normierung
(8.3'), so erfiillt W entweder (3.1-3') oder X beginnt bzw. endet
(oder beides) mit dem kritischen Zeichen und dieses 1aBt sich
gegen das vorangehende bzw. folgende Zeichen aus W kiirzen.
Nach diesen (maximal 2) Kiirzungen sind (3.1), (3.2) und
(3.3') erfiillt.

Sei
W~ ...2"2ZX... und UZ)=UZ')=1.
Dann ist
Wx~..22%2X...,

wobei wieder
X~Y,Y,..Y, uwd Xz2V7,..7,

ist. Wenn nun ¥, die beiden Zeichen Z’ Z kiirzt, so hitte Z’ Z das
Y, zu einem Teilwort der Relation verlingert, was wegen I(Y,)2=
34,9 — 1 der Eigenschaft (3.2) widerspricht. Also kann ¥, maximal ein
Zeichen Z kiirzen. Dann verlidngert Z das Wort Y, zu einer Hilfte der
Relation IT,,(H). Es ist aber Y, ebenfalls eine Hilfte von IT.5(H).
Unter der Normierung (3.3"”) kann das nicht sein, d.h. W ist reduziert.
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Analog folgt aus der Reduziertheit von W, dafl Z das Wort ¥, nicht zu
einem Teilwort der Relation fortsetzt. Und da alle vorhandenen Halften
(3.3") erfiillen, gelten (3.1-3") fiir .

Mit der Normierung (3.3') ergibt sich, daBl Z-! das kritische Zeichen
von ¥, sein muB, und dann ist eine Kiirzung moglich. Das nichste
Zeichen Z' kann den Rest von ¥, nicht zu einem Teilwort der Relation

fortsetzen, da es dann gleich Z-! sein mufl und W reduziert war.

(3.12) W erfiille (3.1-3). Seien X und X’ zwei Halbrénder von Ketten,
die ein Zeichen gemeinsam haben. FErsetzen wir X' durch X,
so entsteht aus W ein Wort W, welches (3.1-3) geniigt und den
Halbrand X X’ enthilt. Unter der Normierung (3.3’) miissen
wir eventuell am Ende von X’ das kritische Zeichen einmal

wegkiirzen.
Es ist
We . Y, .Y Y Z2Y Y, ... ...
mit
Y,~Y.z, Y'~zY¥' WZ)=1.
Dann ist

We. . . Y,..Y, Y, Y ¥, ... 7, ...
7 . und ¥’ kénnen sich gegenseitig nicht absorbieren. Sonst wire

Y,~...2’2 und Y/ 2z~
sowie
Hevr 2072 Y tOILg(H)  und Z'Z Y HY O I (H) .
Da auf beiden Seiten ein Teilwort der Lé‘mge 2 steht, ist r(k) =+'(1) und
¢=¢', und es wiirde ¥,’ das ¥, zu einem Teilwort von IT;,(H) fortsetzen,
was wegen zu groBler Linge nicht sein kann. Da W reduziert ist, folgt,

daB ¥, und ¥’ sich gegenseitig nicht zu Teilworten von ITZL(H) ver-
langern; der Rest der Behauptung folgt aus (3.11).

Wir nennen den Halbrand einer Kette, welcher Teilwort eines Wortes
W mit den Eigenschaften (3.1-3) ist, maximal, wenn er von keinem Halb-
rand eine Kette in W echt umfafit wird. Die ndchste Bedingung fiir
Reprisentanten ist:

(3.13) Es gibt in W, welches (3.1-3) erfiillt, keine zwei maximalen
Halbriander von Ketten, die genau ein Element gemeinsam ha-
ben.

M.a.W. sind maximale Halbrinder entweder identisch oder disjunkt.
Und schlieBllich fordern wir noch
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(3.14) Der erste Bestandteil eines maximalen Halbrandes ist Teilwort
eines I1,(H) (nicht von II,-1(H)).

Wir bemerken nur noch, daf fiir die Gruppen mit orientierten ebenen
Gruppenbildern, d. h. IT,(H)=28,... S, H[T,,U,], die Forderung (3.13)
aus (3.14) folgt.

Sarz 1. Jedes Element von & (bzw. §) wird eindeutig durch ein Wort
W(H) mit den Eigenschaften (3.1-3.13,14) dargestellt.

Beweis. Durch eine einfache Léingenbetrachtung sieht man, dafl man
ein irgendwie gegebenes Wort dazu bringen kann, (3.1-3) zu erfiillen und
dasselbe Element von & (bzw. &) zu induzieren. Aus (3.12) folgt, daB
auch (3.13) erreicht werden kann und schlieBllich zeigt (3.11), dal man
auch (3.14) erzielen kann. Jedes Element von & (bzw. &) wird also durch
ein Wort mit den Eigenschaften (3.1-3.13,14) dargestellt.

DaB dieses Wort eindeutig bestimmt ist, folgt im Falle einer ebenen
diskontinuierlichen Gruppe & aus [2, Satz 2], [7] oder [10, S. 2011f]), denn
wir haben aus zwei moglichen Halbrindern einer maximalen Kette
durch (3.14) einen ausgezeichnet.

Die Dehnschen Argumente sind auch fir die Fundamentalgruppen
nicht-orientierbarer geschlossener Flichen (mit g > 2) richtig, vergl. [10,
S. 201ff].) Wir haben dariiber hinaus benutzt, da8 sie fiir Gruppen mit
ebenen Gruppenbildern gelten. Es gibt also in einer reduzierten Relation
mindestens drei Teilworte, die bis auf zwei Zeichen eine definierende
Relation ausmachen, oder es ist eine Relation oder der Rand einer Kette
vollstandig darin enthalten. Ein recht einfacher Beweis dafiir findet sich
in [7].

Handelt es sich um die Fundamentalgruppe § einer nichtgeschlossenen
Fldache (m > 0), so fiihren wir unsere Aufgabe auf die Lésung von M. Dehn
wie folgt zuriick: Seien W und W’ zwei Worte, die dasselbe Element
von & darstellen und den Eigenschaften (3.1-3, 13, 14) geniigen. Sei iN
groBer als die Anzahl der in W und W’ zusammengenommen vorkom-
menden Zeichen S, ¢=1,...,m, und grofer als 4711. Wir betrachten
nun die Gruppe & mit Erzeugenden

81 v 3Bl Wy, e o bWy bZW. 8y, .., 85,7000,
und den definierenden Relationen

Diese Gruppe ist homomorphes Bild von & und deshalb stellt W W'-1
eine Relation dar. Ferner besitzt & ein ebenes Gruppenbild zu den gege-
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benen Erzeugenden und definierenden Relationen. Wir kénnen deshalb
die Verallgemeinerung von Dehn’s Losung in [2, Satz 2] benutzen. Nun
kann W W'-1 kein Teilwort einer der Relationen S~ enthalten, welches
N — 2 Zeichen umfaflt. So folgt, daB nur die definierende Relation I7,(H)
zu W W’'-1 beitrigt. Nach freiem Kiirzen kann wegen der Normierung
(3.14) kein Rand einer Kette entstehen und W und W’ sind identisch.

Aus der Arbeit von M. Dehn ergibt sich noch die folgende Aussage
iiber Reprisentanten der Konjugationsklassen:

Satz 2. Set W ein Wort, welches (3.1-3, 13, 14) erfullt, und weder W
noch eine zyklische Permutation von W st Halbrand einer Kette. Alle
durch zyklische Vertauschungen aus W entstehenden Worte mogen (3.1-3,
13, 14) ebenfalls erfullen. Dann geht jedes Wort, welches mit seinen zykli-
schen Permutationen (3.1-3, 14, 15) erfillt und ein Element aus derselben
Klasse konjugierter Elemente von ® (bzw. ) darstellt, durch zyklische Ver-
tauschung der Buchstaben aus W hervor.

Bewzis. Aus [2] folgt, daB man jedes andere Wort, welches in Frage
kommt, durch Transformation einer zyklischen Permutation von W, die
wir als trivial annehmen, mit einer Erzeugenden und anschlieBendes
Reduzieren nach (3.1-3, 13, 14) erhdlt. Damit (3.1-3, 13, 14) fiir das
Wort H:W H-¢ gelten kann, muf3 eine Reduktion méglich sein. Ist es
nur ein freies Kiirzen, so bedeutet es nur zyklische Vertauschung der
Buchstaben von W. Andernfalls wird — etwa am Ende — (3.2) oder (3.3)
verletzt, und es ist H*WH-¢~...N H-*, wobei I(NH)>3}A, oder
=34, ist und dabei (3.3) nicht beachtet. Ist N H— K-1(II,*(H), so
haben wir das neue Wort

H.. . K.

Wenn nun bei H® keine Reduktion méglich ist, mufl das Wort den Be-
dingungen (3.1-3, 13, 14) auch im zyklischen Sinn geniigen. Dann wiren
KH*® und N erlaubt, weil W ja auch (3.1-3, 13, 14) erfiillt, und das kann
wegen N H-¢ K-1(JII,*Y(H) nicht sein. Somit mufl auch bei H eine
Reduktion méglich sein. Dann aber gibt es auf W den Halbrand einer
Kette in der Form
Y,.. Y, Yu... ¥,
mit
WeYy...Y...Y,...Y,,

und es ist H® gerade das Element, welches an der Stelle Y, hinzuzufiigen
ist, umzu ¥,... %, ¥%,,...7 ; liberzugehen. Das neue Wort ist dann

Vi . ¥,...7,... 7,
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Da W nicht Halbrand einer Kette ist, gibt es auch im zyklischen Sinne
erste Bestandteile eines maximalen Halbrandes und wegen (3.14) ist nur
eines von Y,... Y; oder Y,... Y, moglich.

BeMERKUNG 1: Im Falle der Fundamentalgruppe einer orientierbaren
Fliache gehoren mit einem Bestandteil eines Halbrandes auch alle ande-
ren zu den II;(H). In diesem Falle kénnen wir die Voraussetzung in
Satz 2, daB W nicht Halbrand einer Kette ist, fallen lassen.

BEMERKUNG 2: Enthalten alle auftretenden Halbrénder Y, ... Y, und
die zugeordneten Y, ...¥, je einen Bestandteil ¥; bzw. ¥, der Linge
34, bzw. 34, und sind ¥, und Y; disjunkt, so erfiillt nur ein Halb-
rand die Normierungsbedingung (3.3). Dann geniigen schon die Forde-
rungen (3.1-3) in Satz 2.

4. Kanonische Zerschneidungen und Kurvensysteme.

Als Vorbereitung fiir den nichsten Abschnitt wiederholen wir kurz die
Definition von kanonischen Zerschneidungen. Sei F eine kompakte
Fliche vom Geschlecht g mit m >0 Réindern g,,...,0,. Dann gibt es
ein System X von einfachen Kurven oy,...,0,,7,4y,...,7,4, bzw.
O1se v s Opy?y,. - -, mit folgenden Eigenschaften:

(4.1) Die Kurven haben einen gemeinsamen Anfangspunkt p, und
treffen sich nur dort.

(4.2) o, schneidet aus F einen Ring aus, dessen zweiter Rand g, ist.
Die anderen Kurven von X treten in diesen Ring nicht ein.

(4.3) Entfernt man aus F alle diese Ringe, so schneiden die iibrigen
Kurven den Rest in ein Flichenstiick auf, dessen Rand

oy .. copdI[T,pu] (bzw. 0y: ... oy v? L 0,P)
lautet.

Dabei tritt der zuerst genannte Fall ein, wenn F orientierbar ist, der in
Klammern gesetzte gilt fiir nicht-orientierbares F. Das System X heifle
kanonisches Kurvensystem von F. Um nicht dauernd beide Fille geson-
dert aufschreiben zu miissen, bezeichnen wir die Kurven von 2 auch mit
1>+ - - 2n Und den Randweg (4.3) mit I7,(y).

Wir wihlen p, als Basispunkt fiir die Fundamentalgruppe & von F,
und es reprisentieren die Kurven y,,. . .,y, die kanonischen Erzeugenden
hyy. .. b, von . Wir betrachten nun die duale Zerschneidung 2* zu X,
welche aus Kurven oy*,...,0,% vy* u*,...,7,% u,* bzw. a*,...,0,%
»*,...,7,* besteht und folgende Eigenschaften hat:
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(4.4) Die Kurven haben einen gemeinsamen Anfangspunkt 7 und tref-
fen sich nur in diesem Punkte.

(4.5) Die Kurve o;* ist nicht geschlossen und verbindet p mit dem ¢-ten
Lochrand g,.

(4.6) Die Fliche F wird durch 2* in ein Flichenstiick mit dem Rande
(Ho*e*o* 1) [r;* (u*) ] bzw. (I1o;*0;*0* 1) Iy *2 aufgeschnit-
ten.

(4.7) Der Stern um den Punkt p hat die Form o.*,...,0,* 7,* u*,
T ¥ L u ¥, L baw. oy, L0k R R

(4.8) Eine Kurve y;* aus X* trifft das entsprechende y; aus X genau
einmal und keine weitere Kurve aus X,

Die Zerschneidung X* heifle kanonisch. Sie dient uns zur Ablesung der
Homotopieklasse einer Kurve » auf F, wie im folgenden Abschnitt aus-
gefiihrt wird. Wir deuten & als Fundamentalgruppe von F\{p}=F.

5. Normalformen einfacher Kurven auf Flichen.

Zunichst wollen wir erkliaren, was es bedeutet, daB eine Kurve x eine
Kurve y;* € 2* in einem Punkte positiv schneidet. Dazu legen wir um
1:* einen schmalen Streifen und betrachten eine Strecke, die von einem
Rand des Streifens zum anderen fiithrt und dabei y;* einmal schneidet.
Ist der Streifen ein Ring, so kénnen wir sagen, ob dieses Durchsetzen in
derselben Richtung erfolgt, wie y, die Kurve y,* durchsetzt, oder nicht.
Diese Richtung heiit positiv. Ist der Streifen ein Mobiusband, so
schneiden wir es durch einen durch 7 laufenden Bogen, der y; nicht
trifft, zu einem Rechteck auf und konnen nun wieder y; zur Definition
von »positive heranziehen. Einem Schnittpunkt ¢ ordnen wir noch einen
Bogen auf y;* zu, und zwar beginne er in p und fiihre nach ¢ in der
Richtung von y;*, wenn der Schnitt in positiver Richtung erfolgt, und
in Richtung von yx;*-, wenn der Schnitt in negativer Richtung erfolgt.
Diese Bogen seien mit (Pq), oder (pg)_ bezeichnet.

BemerkUNG 3: Ein einfacher Bogen f durchsetze zwei Kurven y,*
und y,;* € Z*yZX*-1 in positiver Richtung in Punkten g, ¢, und es seien
%:** und y;* Nachbarn im positiven Umlauf um den Stern bei $. Dabei
umliuft eine Kurve den Stern bei $ im positiven Sinn, wenn sie nach-
einander Nachbarn im Stern positiv schneidet. Aufler in ¢ und ¢’ schneide
B die Zerschneidung Z* nicht.

Dann berandet (7q), (99')((Pq’),)* auf F ein Dreieck, wobei (g¢’) den
Bogen auf g zwischen ¢ und ¢’ bezeichnet.
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Schneiden wir F namlich durch Z* auf, so sind y;*¢ und y;* im posi-
tiv durchlaufenen Rand von F benachbart, und der Bogen (¢q’) geht von
einem Punkt auf y;*~* zu einem Punkt auf y;*. Die Orientierungsver-
einbarungen sind nun so, dafl das Flachenstiick, in welches F durch X*
aufgeschnitten wird, durch f gerade in das genannte Dreieck und den
Rest zerlegt wird.

ForeeEruNG. Haben wir allgemein einen einfachen Bogen f, welcher
nacheinander x,’:”, . Xe positiv schneidet in Punkten g;,...,q, und

folgen x3®,...,x;+* im positiven Stern aufeinander, so bilden

(P91 (01: 82N (B 22)e)) s+ - > (Br—1)e, (0,1 D)((B)e,)
die Rénder von Dreiecken. Wenn alle y;7 *¢ verschieden sind, d.h. sofern

p den Stern nicht mehrfach umléuft, "bildet (P91),(2:9)((Pg,).,)™* den
Rand eines Flachenstiickes.

Sei nun » eine Kurve auf F, welche beziiglich X* in allgemeiner Lage
ist und insbesondere nicht durch  lauft. Wir folgen nun » und schreiben
bei jedem Schneiden einer Kurve y,* € 2* das H,;*!, wobei der Exponent
positiv ist bei positivem Durchsetzen und negativ bei negativem Schnei-
den. In dieser Weise kénnen wir » ein Wort in den Erzeugenden
H,,...,H, von & zuordnen, welches im allgemeinen nicht reduziert
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sein wird. Dieses Wort A4, (H) heille Ablesung von » beziiglich 2*. Sub-
stituieren wir in 4,(H) fiir die H die Erzeugenden A und betrachten das
Wort A4,(k) als Element von {, so finden wir die Homotopieklasse von
»; hierbei haben wir anzunehmen, dal » in p, beginnt.

Indem wir aus F' den Punkt $ entfernen, erhalten wir eine punktierte
Fliche #. Wir konnen dann @ als Fundamentalgruppe von F deuten,
und A4,(H), betrachtet als Element in @, ist dann die Homotopieklasse
von x» auf P.

Wir méchten nun im folgenden durch einen Algorithmus entscheiden,
ob eine Homotopieklasse w € & eine einfach-geschlossene Kurve enthilt
oder nicht. Wir wollen das tun, indem wir w durch ein geeignetes Element
W e @& induzieren und fiir dieses die Frage behandeln, ob es eine einfach-
geschlossene Kurve auf F enthilt. Da wir w auf viele Weisen durch W’s
darstellen kénnen und es offenbar immer mdoglich ist, solche W zu neh-
men, die keine einfachen Kurven enthalten, miissen wir spezielle W
finden, welche sicherlich einfache Kurven enthalten, wenn es in w solche
gibt. Dem dienen die folgenden Ausfithrungen. Dabei stellt sich nun
heraus, daBl die Beschrinkung der W aufs engste mit der Losung des
Konjugationsproblems fiir die betrachteten Gruppen zusammenhéangt.

Wir wollen sagen, dall ein Wort W in den Erzeugenden H,,...,H, eine
Klasse konjugierter Elemente von § reprdsentiert, wenn es folgende Eigen-
schaften besitzt:

(5.1) W ist zyklisch reduziert.

(5.2) W enthalt kein Teilwort der definierenden Relation I7,°(H),
dessen Linge grofer als die halbe Lange von I1 (H) ist (e= £ 1).
Dabei ist IT,°(H) als zyklisches Wort gesehen; zugelassene Teil-
worte diirfen also auch z. B. die Form ... U,-1S;... haben.

(5.3) Enthilt W ein Teilwort, welches genau eine Hilfte der Relation
IT.5(H) ausmacht, so enthilt diese Halfte S,,° (fiir g=0) oder (bei
g>0) U, bzw. V¢ (vergl. (3.3')).

Die letzte Forderung ist eindeutig, da zwei Zeichen H;! H:? hichstens
in einem von IT,(H) oder II,-(H) nebeneinanderstehen konnen. Ist »
eine Kurve auf ¥, so bestimmt die Homotopieklasse von » eine Klasse
konjugierter Elemente in §. Wenn ein Wort We & diese Klasse re-
prisentiert, so sagen wir auch: W ist reprisentativ fir x.

Hivrssarz 1. Jede einfach-geschlossene Kurve x auf F lift sich durch
evne Isotopie, die im allgemeinen den Basispunkt p, bewegt, in eine Kurve
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wberfihren, deren Ablesung beziglich 2* die Kurve » reprisentiert, d.h. die
Eigenschaften (5.1-3) besitzt.

BeweEls. a) Zunichst bringen wir » in allgemeine Lage beziiglich X*,
Wenn die Ablesung nicht zyklisch reduziert ist, so gibt es auf » einen
Bogen d, der von einer Kurve y* € 2* zu ihr von derselben Seite zuriick-
kehrt und keine andere Kurve aus 2* trifft. Da 2* die Fliche F in ein
Flachenstiick aufschneidet, berandet 6 mit einem Bogen g auf x* ein
Flachenstiick, und wir konnen ¢ iiber dieses Flachenstiick und iiber g
mittels einer Isotopie hinwegdeformieren und so die Anzahl der Schnitt-
punkte um mindestens 2 verringern. Bei Durchfiihrung der Isotopie
sind wir eventuell gezwungen, den Basispunkt p, tiber § zu bewegen,
falls er zu dem Flichenstiick mit Rand $6-! gehért. Durch eine weitere
Isotopie, die 2* festliBt, konnen wir den Basispunkt wieder an seine
alte Stelle bringen.

b) Auf diese Weise kénnen wir » in ein »’ mit zyklisch kurzer Ablesung
isotop deformieren. Nun gebe es in der Ablesung von »’ ein Teilwort X,
welches mehr als die Hilfte der Relation ausmacht. Dann lauft der zu-
gehorige Bogen & auf »' im positiven oder negativen Sinn um den Stern
bei § und wir haben die Situation der Bemerkung 3. Es bestimmt also &
mit zwei Bogen ¢ und {’, die § mit dem Anfangs- bzw. Endpunkt von &
verbinden ein Flichenstiick mit dem Rand (etwa) (£'-1. Wenn die
Kurve %’ noch einmal ¢ oder ¢’ trifft, so nur in Bégen p, die alle von $
ausgehenden Kurven schneidet, die auch & trifft.

Deshalb kénnen wir & mittels einer Isotopie iiber p so hinwegdefor-
mieren, daf die Anzahl der Schnittpunkte abnimmt. Der aus & entste-
hende Bogen £ hat dann die Ablesung X mit XX-1OIT,%(H).
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¢) Durch wechselweises Anwenden der beiden in a) und b) beschrie-
benen Prozesse gelangen wir schlieBlich zu einer Kurve x'’, deren Ab-
lesung (5.1) und (5.2) erfiillt. Dieselben Argumente, die wir in b) benutzt
haben, zeigen, dal wir auch (5.3) erreichen konnen.

HivrssaTtz 2. Das Wort W, welches die Eigenschaften (5.1-3) besitzen
maoge, set die Ablesung einer einfach-geschlossenen Kurve x. Ferner gebe es
n W zwei Tetlworte X und Y, die (als Tetlworte) nicht identisch sind und
je eine Hilfte der Relation IT (H) bzw. II,~(H) darstellen. Dann ist
X=Y+,

Beweis. X und Y werden durch einfache Bégen & und # auf » dar-
gestellt, die je p umlaufen und dabei die Hélfte der von § ausgehenden
Kurven y,**! schneiden. Wenn X 4 Y *#1 jst, so schneiden ¢ und # nicht
nur dieselben Kurven. Es gibt aber jedenfalls eine Kurve, die von beiden
geschnitten wird, denn sonst kénnte (5.3) nicht gelten. Daraus folgt,
daBl entweder 7 in das von & bestimmte Dreieck (£{’-! eintritt oder &
in das von # bestimmte. Da die Ablesung zyklisch kurz ist, folgt im
ersten Fall, dal # alle von & geschnittenen Kurven trifft und mindestens
eine andere, was aber nicht sein kann, da sowohl % wie & die Halfte der in p
zusammenstoBenden Kurven schneidet. Analog ergibt sich der zweite
Fall, womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. Das gleiche Argument zeigt uns

KoroLLAR. Unter den Voraussetzungen des vorigen Hilfssatzes st die
Existenz zweier Teilworte X und Y in W mit folgenden Eigenschaften un-
méglich
(5.4) X und Y° sind beide Teilworte von II,°(H) (e,6= + 1) und haben

als solche ein Zeichen gemeinsam.
(5.5) Das kleinste Teilwort von IT,°(H), welches beide enthdilt, macht mehr
als eine Hdlfte von IT,°(H) aus.

Hivrssatz 3. Sei § die Fundamentalgruppe einer orientierbaren Fliche
mit n=5. W sei die Ablesung einer einfach-geschlossenen Kurve x und
besitze die Eigenschaften (5.1-3). Dann st in W kein Halbrand enthalten.

Bewers. Es gebe in W (oder einer zyklischen Permutation von W)
einen Halbrand Y,Y,.... Dann ist

(Y 2 #My—1,  UT,) 2 34,-2.

Es gibt nun folgende Moglichkeiten fiir das Zusammenstoen von Y,
und Y, (oder analoge wenn Y, und Y, Teilworte von I7,-1(H) sind):
a) Y, ~. ~

b) Yio..T;U; = Y, 2 U; T;7...

Math. Scand. 17 — 3

T, = Y, =2T;y... (j+1modg beim=0)

e I
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c) Y,
d) ¥,

T U T = Y, = T U

o (THU] = Y, = Ujl... (05j,j+1 modg beim=0) .

e mn

In den Fillen b) und c) haben Y, und Y, ein Zeichen gemeinsam. Da
UY)+UY,) 2 4,—3

ist und in den Féllen a) und d) drei Zeichen von II, (H) ausgelassen wer-
den, haben Y, und Y, entweder ein Zeichen (am Ende von Y,) gemein-
sam, oder der Halbrand hat eine Linge grofer 2 und es ist I(Y,)=
34, —2und [(Y,)=34,—1. Dann fingt Y, entweder mit einem Zeichen
an, welches auch Y, enthilt, und lauft iiber zu ¥,, und das kann nicht
sein, oder aber Y, beginnt mit dem vierten Zeichen von Y,, was dann
ebenfalls einen Widerspruch zu dem Korollar ergibt, da dann zwei
Zeichen von Y, iiber Y, hinausragen.

Der Halbrand kann also hochstens aus Y; und Y, bestehen. Wenn
diese beiden nicht das Zeichen am Ende von Y, gemeinsam haben, so
ist wegen I(Y,)=34,—1 diesmal

UY)+UT,) 2 Ay—2,

und es folgt, daB das erste Zeichen von Y, das letzte von Y, ist und
das kann ebenfalls nicht sein.

Hrirrssartz 4. Das Wort W sei die Ablesung einer einfach-geschlossenen
Kurve auf einer orientierbaren oder nmicht-orientierbaren Fliche mit n=5
und habe die Eigenschaften (5.1-3). Stellt W' dieselbe Klasse konjugierter
Elemente von § dar und geniigt (5.1-3), so geht W' durch zyklische Vertau-
schung der Zeichen aus W hervor.

BewErs. Handelt es sich bei § um die Fundamentalgruppe einer
orientierbaren Fliche, so folgt dieser Hilfssatz 4 unmittelbar aus Hilfs-
satz 3 und Satz 2. Fiir nicht-orientierbare Flachen zeigen wir zunichst:
Ist Y, Y,... Y, ein in W (bzw. in einer zyklischen Permutation von W)
enthaltener Halbrand, so gibt es bei k> 2 ein Y, und ein ¥, mit (¥;)=
34, und (Y,)=44,—2. Ist k=2, so gilt entweder [(Y,)=4$A, und
(Y,)=34,—1 oder {(Y,)=3A,—1 und |(Y,)=134,.

Die Teilworte Y, werden durch Bogen y, repréisentiert, die um 7 laufen,
und zwar ist der Umlaufsinn fiir alle y; mit ungeradem Index derselbe,
fiir die mit geradem Index, der entgegengesetzte. Nun ist folgendes
moglich (unter »Punkten« verstehen wir hier nur die Schnittpunkte mit
den von 7 ausgehenden Kurven von X):

(56.6) Der erste Punkt von y, liegt auf demselben von 7 ausgehenden
Strahl wie der vorletzte Punkt von y;.
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(5.7) Der zweite Punkt von y, liegt auf demselben von p ausgehenden
Strahl wie der letzte Punkt von y;.

Dann verlduft im Fall (5.6) o, zwischen $ und y,, im Falle (5.7) y, zwischen
pund y;. Aus (5.1) und (3.7) ergeben sich nun folgende Abschétzungen:

(5.6") My 2 UYy) > UY,) 2 $4,-2.
(5.7) My 2 UTY) > (T 2 34,-1.

Im Falle (5.7°) haben wir somit

(6.7") UY,) = 34, und  [(Y,) = 34,-1.

Wenn es sich um eine Kette der Linge 2 handelt, so folgen auch im Falle
(5.6) die Gleichungen (Y ,) =44, und I(Y,)=34,—1. Da der Bogen y,,
wenn die Lange der Kette > 2 ist, nicht an demselben Strahl beginnen
kann auf dem y, endet, ergibt sich im Falle (5.7), daB zwischen y, und
P die Bégen y, und y, verlaufen; also ist (Y ;)= 34, —2. Wenn sich im
Falle (5.6) die Lingen von Y; und Y, nur um 1 unterscheiden, so mufl
y3 entweder beide Bégen y, und y, von $ trennen, oder aber wird durch
beide von $ getrennt. Im ersten Fall ist I(Y;)>(Y,)>(Y,), im zweiten
Y >UY,)>1(Y,) und daraus folgt

l(Ya) = %A*, l(Yz) = 1}./1*—'2
bzw.

l(Yl) = %A*: l(Ya) = %A*—2.

Hieraus folgt nun, daB sowohl Y, Y,...Y, wie auch ¥, ¥,... ¥,
einen Bestandteil ¥, bzw. ¥ ; der Lange 1}A haben. Ferner sind belde
disjunkt; denn die bei Y; zuzufiigenden Erzeugenden, um zu e ; liber-
zugehen, sind gerade diejenigen dufBeren Zeichen von Y, die Y; nicht
enthilt, und sie fallen bei der Bildung von Yj wieder heraus. Von
Y,Y,...Y,und ¥, ¥,... ¥, erfiillt also nur einer die Normierungs-
bedingung (56.3). Aus Satz 2 insbesondere Bemerkung 2 ergibt sich, da8

W’ durch zyklische Permutation aus W hervorgeht.

6. Algorithmen.
Wir untersuchen nun die beiden folgenden Probleme:

A. Man entscheide, ob ein System zy,...,x, € F von einem kanonischen
Kurvensystem von F induziert wird.

B. Man entscheide, ob eine Homotopieklasse w € § eine einfach-geschlossene
Kurve enthdlt.

Beide Entscheidungsprobleme hat B. L. Reinhardt [11] geldst. Un-
befriedigend an seinem Algorithmus ist, wie er selbst schreibt, da8 auf
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Realisierungen der Gruppe  als nicht-euklidische Bewegungsgruppe
zuriickgegriffen werden muf}, und zwar nicht nur bei der Herleitung des
Algorithmus, sondern auch — und das ist das Unbefriedigende — bei
der Durchfithrung. Wir geben hier rein algebraische Entscheidungs-
verfahren. Dabei ergibt sich fiir A eine einfache und auch praktisch gut
durchfiihrbare Losung. Problem B fiihren wir auf eine Entscheidungs-
frage fiir Elemente einer freien Gruppe zuriick, welche durch J. H. C.
Whitehead [13] (siehe auch [9]) gelost worden ist. In Praxis wird jedoch
dessen Verfahren nur unter grofem Aufwand durchfiihrbar sein, es sei
denn, das Geschlecht der Flichen ist klein. Ob in diesem Falle der Algo-
rithmus von B. L. Reinhardt giinstiger ist, vermag ich nicht zu iiber-
sehen. Ein Vorteil des hier gegebenen Algorithmus ist, daf3 er sich ohne
neue Komplikationen auf Systeme iibertragen laBt.

Sei nun wieder 7 ein von p, verschiedener Punkt des Inneren von F,
F=F\{p} und @ die Fundamentalgruppe von 7.

Satz 3. Dafir, daf ein System z,,...,x, € & von einem kanonischen
Kurvensystem von F induziert wird, sind die drei folgenden Bedingungen
notwendig und hinreichend :

(6.1) x,t = l’isf‘::li—l’ i=1,...,m, 1§Ti§m, £i=i1,
(6.2) () =1.
(6.3) Induziert man wx,,...,x, durch irgendwelche Elemente X,,...,

X, €@ mit X,=L; 8% L;7, so ist 91T (X)= + 1. Dabei ist ¢ der
durch L IT1,°D L1 1 definierte Homomorphismus des Kernes
von & - § auf die unendlich zyklische Gruppe Z (siche [15, § 2]);
w(L)= +1 gibt an, ob die Kurven aus L zwei — oder einseitig sind.

Bewzis. Die Notwendigkeit von (6.1) und (6.2) ist offensichtlich.
(6.3) folgt daraus, daBl 9I7,(X) nicht von der Wahl der X, sondern nur
von den z abhingt ([15, Satz 2]). — Wenn nun das binire Produkt
{X1,...,X,; IT,} nicht zerfillbar ist, so gibt es ein homotopes einfaches
bindres Produkt {X,’,...,X,’;II,}. Aus (6.2) folgt nun, daBl I7,(X’)
genau ein elementares Flichenstiick umlduft (hierzu vergl. Beweis von
[15, Satz 3]), und deshalb gilt I7,(X')=L II,°(H) L-'. Hieraus ergibt sich
die Existenz eines Homdomorphismus von F auf sich, der p fest 1aBt
und in @ den Endomorphismus H; > X, induziert. In & induziert
dieser Homdomorphismus den Endomorphismus k; - z;, der in Wahrheit
ein Automorphismus ist, und es werden somit z,,...,z, von einem
kanonischen Kurvensystem auf F induziert. Dieser Beweis folgt dem
Schema der Beweise des Satzes von J. Nielsen und seiner Verallgemeine-
rungen in [15].
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Es bleibt nur noch zu zeigen, daf {X,,...,X,; IT,} iiber dem Kern
von & — & nicht zerfillbar ist. Andernfalls gibt es ein bindres Produkt
{Y,,...,Y,; II;} mit folgenden Eigenschaften:

(64) Iy =Y,...Y,[¥Y, 0 ¥,0].. . [Yyr ¥,]
bzw.
IIy =Y,...Y, Y%, ... Y2 liegt im Kern.

(6.5) ¥Ily(Y) ist ungerade
(6.6) g<m, r<m, 0<r=gq.

Indem wir (3 kommutativ machen und mod2 rechnen, sehen wir, da3
r=m sein mufl. Kiirzen wir nun den von §,...,S,, erzeugten Normaltei-
ler heraus, so bleibt ein bindres Produkt {Y;H,. .Y,/ Iy} iibrig,
und es ist I1,'(Y’) ein Produkt in Transformierten von IIT[T;,U;] bzw.
V2...V,2 und deren inversen. Dabei ist die Summe der Exponenten,
die mit + 1 je nach dem Orientierungsverhalten der transformierenden
Faktoren multipliziert werden, ungerade. Nach [5, Satz I], gibt es nun
eine stetige Abbildung einer geschlossenen Fliche F; vom Geschlecht
3(q—m) bzw. ¢—m in die Fliche vom Geschlecht ¢, so daB3 die Homoto-
pieklasse der Bilder einer kanonischen Zerschneidung von F, gleich
Yt - - .,Y, sind. Aus der Kneserschen Formel [6], [12] folgt wegen
g=%n—m) bzw. =n—m
qg—m 2 n—m,

und dem widerspricht n>g. Dabei haben wir benutzt, daB der Ab-
bildungsgrad nicht 0 ist. Das aber folgt daraus, daBl obige Exponenten-
summe zum mindesten mod 2 mit dem »Abbildungsgrad« iibereinstimmt.
Auf die Beziehung zwischen beiden Zahlen soll spéter in einem allge-
meineren Zusammenhang eingegangen werden.

AxmeERrkUNG. Mit Hilfe der Methoden von H. Kneser [6] oder H. Seifert
[12] kann man ein dhnliches Kriterium wie in Satz 3 herleiten, indem
man nach H. Hopf [5, Satz III], mit homologischen Mitteln den Ab-
bildungsgrad berechnet und in Satz 3 statt (6.3) verlangt, daB der Ab-
bildungsgrad gleich +1 ist. Hierbei beschrinke man sich auf geschlos-
sene Flichen.

Nun wenden wir uns Problem B zu. Wir induzieren w durch ein Wort
Woe®. Indem wir dann W, zyklisch reduzieren, lange Teile der Rela-
tion durch die kiirzeren ersetzen und schlieBlich die richtigen Hilften
auswihlen, gelangen wir zu einem Wort W, welches die Eigenschaften
(6.1-3) besitzt. W induziert in { ein zu w konjugiertes Element. Die
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Frage, ob w eine einfach-geschlossene Kurve enthilt, wird durch den
folgenden Satz beantwortet:

Satz 4. Ist n=5, und enthdlt die Homotopieklasse w € ¢ eine einfach-
geschlossene Kurve, welche

(6.7) die Fliche nicht zerlegt oder
(6.8) die Fliche zerlegt,

und reprasentiert man die Klasse zu w konjugierter Elemente durch ein
Wort W mit den Eigenschaften (5.1-3), so gibt es einen Automorphismus &
von & mat

& I (H) = L IT,*(H)L~
und
(6.7") aW =T, oder = V,
bzw.

k
6.8)  &GW =8,...8,T[[T:Us] oder = 8;...8, V2... V.2,
=1

0sg=m,0sk=<g.

Wie wir oben gesehen haben, kann man zu w ein W mit den Eigen-
schaften (5.1-3) in endlichen vielen Schritten gewinnen. Ob nun ein
solcher Automorphismus & existiert, 148t sich mit der Whiteheadschen
Methode [13] (vergl. [9]) finit entscheiden. Findet man einen Automor-
phismus &, so folgt aus dem Nielsenschen Satz ([15, Satz 7]), daB ein zu
w konjugiertes Element eine einfach-geschlossenene Kurve enthilt. Da
alle inneren Automorphismen von Homéomorphismen induziert werden,
enthilt auch w eine einfach-geschlossene Kurve. Findet man mit dem
Whiteheadschen Verfahren keinen Automorphismus &, so kann es in w
wegen der Hilfssitze 1 und 4 keine einfache Kurve geben. Bei der
praktischen Anwendung des Whiteheadschen Verfahrens wird man am
besten zunichst mit homologischen Mitteln entscheiden, ob w zerle-
gende oder nicht-zerlegende Kurven enthilt. SchlieBlich beachte man,
daB {T',,11,} bzw. {V,,I1,} ein System minimaler (zyklischer) Linge ist.
Ferner kann man in (6.8) ¢ und s so wihlen, daB

2(q+48) < m+4s  bzw. 2(q+28) £ m+2g

ist, und dann ist

k
{81 8 TITWULIL)  bzw.  {8,...8, V... VA IT,)

=1
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ebenfalls ein System minimaler Lénge in den gewéhlten Erzeugenden
von .

BewEis voN Satz 4. Nach Hilfssatz 1 gibt es ein W, welches ein zu w
konjugiertes Element induziert und die Eigenschaften (5.1-3) besitzt und
welches, als Homotopieklasse von F betrachtet, eine einfach-geschlossene
Kurve enthilt. Nach Hilfssatz 4 sind aber alle anderen W, die (5.1-3)
erfilllen und w bis auf Konjugation induzieren, nur zyklische Vertau-
schungen von W. Deshalb gibt es, zu welchem W wir auch immer ge-
langen, einen Automorphismus von @, der W in eines der Standardworte

k
L, Ty, Vi 8. S IIIT0UL 8.8, V... V2
1=1

tiberfithrt. Dieser Automorphismus 148t sich durch einen Homdéomor-
phismus hervorrufen, der die einfach-geschlossene Kurve aus W in eine
spezielle Lage iiberfiihrt, die von ihrem Zerlegungsverhalten abhéngt.

In Satz 4 ist wesentlich, da & nicht nur das gegebene Wort W in T,
sondern auch I7, in ein Konjugiertes von I, oder IT,-! iiberfiihrt.
Nicht alle primitiven Elemente von @& enthalten einfache Kurven auf F.
Als Beispiel mége das von M. Dehn [2, S. 420] betrachtete dienen: Sei
m=0, g=2 und F orientierbar. Die Worte ¢ u,¢,2u,",=w und
by~ 1ty "1t 1uyty=w’ sind ineinander transformierbar: w,~lwu,=w’.
Ersetzt man die kleinen Buchstaben durch die zugehérigen grofBien, so
erfiilllen die entstehenden Worte W und W’ (5.1-3). Beide Worte sind
primitive Elemente von (§ (d.h. gehoren einem freien Erzeugenden-
system von @ an), da in W die Erzeugende 7', und in W’ die Erzeugende
T, genau einmal vorkommt. Da aber 7,U,T,'!T,-'U,'T, und
7,U,\T,~1 T,-1U, T, Halbrinder von Ketten der Linge 2 sind, kann
w nach Hilfssatz 3 keine einfach-geschlossene Kurve enthalten.
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