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GRUPPEN OHNE
ENDLICH-DIMENSIONALE DARSTELLUNGEN

W. FLUCH

Eine Gruppe G'#1, deren simtliche endlich-dimensionalen Darstel-
lungen (iiber dem Ko6rper C' der komplexen Zahlen) trivial sind, wollen
wir nichtlinear nennen. In [2] wurde die Existenz endlich-erzeugbarer,
nichtlinearer Gruppen nachgewiesen und in [3] konnte dies verschirft
werden zu: es gibt sogar nichtlineare Gruppen mit endlich vielen Er-
zeugenden und Relationen. In dieser Arbeit werden nun sidmtliche
endlich-erzeugbaren, nichtlinearen Gruppen charakterisiert durch den

Satz 1. Eine endlich-erzeugbare Gruppe G ist genaw dann nichilinear,
Jalls thre simtlichen Faktorgruppen F =1 unendlich sind.

Uberabzahlbar viele Beispiele dazu sind die endlich erzeugten, unend-
lichen, einfachen Gruppen von R. Camm (siehe [1]).

Falls @ eine endliche Faktorgruppe F =1 hat, so liefert ja die regulire
Darstellung von F eine nichttriviale Darstellung von @. Im anderen
Fall aber folgt die Behauptung aus dem unten bewiesenen Lemma 2.
Es ist bemerkenswert, dafl der Satz 1 und Lemma 2 fiir Gruppen mit
unendlich vielen Erzeugenden in dieser Allgemeinheit nicht gelten
(siehe jedoch Lemma 3); als Gegenbeispiel wihle man etwa die spezielle
lineare Gruppe SL(2,R) iiber dem Korper R der rationalen Zahlen,
welche eine einfache Gruppe ist. (Ein Beispiel einer Gruppe mit iiber-
abzihlbar vielen Erzeugenden ist etwa die Drehgruppe O,*.) Offenbar
ist jede ihrer Faktorgruppen F =1 unendlich, aber die Gruppe besitzt
eine treue Darstellung durch 2 x 2-Matrizen. Eine (gruppentheoretische)
Charakterisierung aller nichtlinearen Gruppen scheint schwierig. Fol-
gendes Lemma ist ziemlich naheliegend.

Lemma 1. Die Gruppe G sei Produkt von Untergruppen G,. Sind alle
G, nichtlinear, so ist auch G nichtlinear.

Bewzis. Jede endlich-dimensionale Darstellung D von @ liefert eine
endlich-dimensionale Darstellung ihrer Untergruppen G, und nach Vor-
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aussetzung ist D(G,)=1 fiir jedes «. Insbesondere gilt daher fiir die
Erzeugenden a, e G: D(a,)=1 und somit ist D(G)=1.

KoroLLAR 1. Das direkte und das freie Produkt nichtlinearer Gruppen
ist wieder eine michtlineare Gruppe.

Die Nichtlinearitit der Gruppe G={a,b,c,d}, mit den Relationen
b-lab = a?, c~lbe = b2, d-led = c2, a-lda = d?,

wurde in [3] auf direktem Wege nachgewiesen. Dasselbe Resultat 148t
sich aber auch aus Satz 1 ableiten, da in [4] bewiesen wurde, da8 jede
Faktorgruppe #1 dieser Gruppe unendlich ist. Um den Satz 1 zu be-
weisen, zeigen wir nun

LemMma 2. Jede endlich-erzeugbare Gruppe G, welche eine nichttriviale
endlich-dimensionale Darstellung D besitzt, hat einen Normalteiler N mit
endlicher Faktorgruppe F=G|N + 1.

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Lemmas ist das

KoroLLAR 2. Eine endlich-erzeugbare, einfache Matrizengruppe ist end-
lich.

Beweis voNn LEMmA 2. Sei a,,...,a, ein Erzeugendensystem von @
und die gegebene, nichttriviale Darstellung D etwa k-dimensional.
Nach Voraussetzung ist G = D(G) + 1. Die Bilder der Erzeugenden von G,
welche ja ein Erzeugendensystem von G bilden, mogen

a, = D(a,), ..., a, = D(a,)

heiBen. Die Menge der Elemente @ € G mit Det(@)=1 ist ein Normal-
teiler N, welcher die Kommutatorgruppe enthilt und daher abelsche
Faktorgruppe 4 =G/N besitzt. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

1) A + 1. Dann besitzt aber 4, das wie G endlich erzeugbar ist, sicher-
lich eine endliche Faktorgruppe 4+ 1 (die man erhilt, indem man die
Ordnung eines jeden erzeugenden Elementes endlich macht!). Durch
Zusammensetzen erhalten wir die homomorphe Abbildung @ —~ 4 #1,
welche das Lemma im Falle 1 beweist.

2) A=1d.h. G=N oder Det (@)= 1 fiir jedes @ € G. Seien nun z,. . ., %,
die transzendenten, voneinander algebraisch unabhéngigen und weiter
&p,...,0, die algebraischen Zahlen +0, welche als Elemente in den
(erzeugenden) Matrizen a,...,a, auftreten. Es ist m+s=<k* und (el
eine Untegruppe von

SL(k, I'Totg,. - -5 %g &gy o 3 Zp]) -
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Es gibt gewil algebraische Zahlen f,,...,8,, so, da beim Homomor-
phismus

@: SL(k, I'[ocy,. o y602y. .. %,]) = SL(k, Iy . .cc, 8y - - Bml)

mindestens eine Matrix a,+1 auf eine Matrix 3”4: 1 abgebildet wird.
Das Bild von G bei ¢ sei

G < SL(k, I'[&y. . .05, B1- - - Bra)) -

Wirwéhlen nun ein Hauptideala = (p) < I'[«,. . .B,,], peinerationale Prim-
zahl, so daf q teilerfremd zu allen Nennern der algebraischen Zahlen +0,
welche in den Matrizen Eﬂ# 1 auftreten. Da die Menge dieser algebrai-
schen Zahlen endlich ist, ist durch sie auch nur eine endliche Menge P
von Primzahlen p ausgeschlossen. Mittels a bilden wir den Homomor-
phismus

np: SL(k, I'[oy. . .By]) - SL(k,R),

wobei R der endliche Restklassenring I'[«,...S,] mod a ist. Daher ist
SL(k, R) endliche Gruppe, also auch Gp=77p(C_3). Wir behaupten nun den

Hivrssatz 1. Ein erzeugendes Element @ (+ 1) € G kann nicht bei jedem
Homomorphismus n,, p & P, auf 1 abgebildet werden, d.h. G, ist fir min-
destens ein p & P nicht 1.

BewEis. Wenn 7,,(a,) =1 fiir jedes p ¢ P, so heillt dies @,—1 =0 mod a
fir alle p ¢ P und daraus folgt @,—1=0, weil es unendlich viele p ¢ P
gibt, eine ganzalgebraische Zahl aber nur durch endlich viele verschiedene
Ideale a teilbar sein kann. Wir wissen bereits, dal es mindestens ein
a,+1 gibt, also gibt es auch ein p mit G, +1.

Insgesamt erhalten wir wieder eine homomorphe Abbildung
npeD: GG, 1

mit der gewiinschten Faktorgruppe. Damit ist das Lemma vollsténdig
bewiesen.

Wir kénnen den Beweis von Lemma 2 auch im Falle unendlich erzeugter
Gruppen durchfiihren, sofern iiber die Darstellung D einige zusatzliche
Voraussetzungen bekannt sind. Das Lemma lautet dann folgendermafen

Lemma 3. Eine Gruppe @ besitze eine nichitriviale, endlich-dimensionale
Darstellung derart, daf die Matrizen D(a,) der erzeugenden Elemente a, € G
die Eigenschaften haben, daf

a) nur endlich viele transzendente Zahlen als Elemente vorkommen;

b) die algebraischen Zahlen, welche als Elemente auftreten, aus ein und
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demselben Zahlkorper K endlichen Grades sind, und daf die Nenner dieser
algebraischen Elemente simitliche teilerfremd zu einem Primideal p < K
sind.

Dann hat G etnen Normalteiler N mit endlicher Faktorgruppe F =G[N =+ 1.

BewEis. Man substituiere fiir die transzendenten Zahlen ganzalge-
braische Zahlen 8 so, daB die entstehende Faktorgruppe G wieder =1
wird. (Nun kann man sich wieder auf den Fall Det(a)=1, a e G, be-
schrinken, wie man mit Hilfe des durch die Normfunktion gegebenen
Homomorphismus einsieht!) Mittels p, das nach Voraussetzung exi-
stiert, bilde man weiter die Homomorphismen

tn: SL(k, I'[...]) > SL(k,R)

wobei R=1IT...] mod p ist (endlicher Restklassenring). Diese liefern also
fiir @ lauter endliche Faktorgruppen. Es gilt dabei der entsprechende
Hilfssatz

HiLFssaTz 2. Falls a,+1 erzeugendes Element von G, so gibt es ein
geniigend grofies, natirliches n mit 1,(@,)=+ 1.

Waire namlich #,(@,)=1 fiir alle natiirlichen », so hieBe das gerade
@,—1=0mod p* fir alle n und daher @,—1=0. Widerspruch!
Damit ist der Beweis von Lemma 3 vollendet.

Eine Gruppe nennt man darstellbar, falls sie eine nichttriviale Dar-
stellung durch (endlich-dimensionale) Matrizen gestattet. Eine treu
darstellbare Gruppe heift entsprechend Matrizengruppe. Es gilt dann fiir
beliebige Gruppen der Hilfssatz

Hivrssatz 3. Eine Gruppe G mit trew darstellbarem Normalteiler N von
endlichem Index ist selbst Matrizengruppe.

Zusammen mit Lemma 2 hat man daher folgendes

KrIiTERIUM. Etne endlich-erzeugbare Gruppe ist genau dann Matrizen-
gruppe, wenn sie einen treu darstellbaren Normalteiler mit endlichem Index
besitzt.

Beweis pEs HiLrssatzes. Sei D:n - D(n) die gegebene treue Dar-
stellung von N. Wir definieren

D,n) = D(a;"'na;), 1=1,2,...,r,

wobei a,,a,,...,a, ein Reprisentantensystem von G/N ist. Mit g be-
zeichnen wir die Restklasse von g € G; eine Permutationsdarstellung
von F={a,...,a,} ist gegeben durch die Permutationen
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a,... a, 1...r
Pg - (—_1 ga ) - (' ) ),
ga, ...ga, Ty .. 2,
wofiir wir kurz P, (k)=1,, k=1,2,...,r, schreiben. Nun gilt wegen

ga; = nDap ) it nDe N,

und daher kénnen wir die Darstellung 7 von G durch

T, = @ D, y(i)(ng(i))

fiir alle g € G definieren. Da P treu auf ¥ und D treu auf N, so folgt
offenbar, dass 7' treu auf @ ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiele zu Hilfssatz 3 sind die freien Produkte von endlich vielen
Gruppen endlicher Ordnung.
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