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MAXIMAL-FASTPERIODIZITAT VON GRUPPEN II

W. FLUCH
Einleitung.

Im ersten Teil der Arbeit [3] war u.a. gezeigt worden, dafl die spezielle
lineare Gruppe iiber dem Polynomring I',[z,,. . .,%,] max.-f.p. ist. Dies
soll nun verschirft werden zu dem Satz, daBl sie sogar iiber dem Ring
r,®z,,...,xz,] max.-f.p. ist (Definition von I',® in § 1).

Weiter wurde in Teil I eine endlich-erzeugte Gruppe (mit endlich vielen
Relationen) angegeben, welche min.-f.p. ist. Wir beweisen als Haupt-
ergebnis den Satz, daB jede endlich-erzeugbare Matrizengruppe max.-f.p.
ist. Als Korollar folgert man den fiir die Theorie der fastautomorphen
Funktionen interessanten Satz, dal jede endlich-erzeugbare Funktions-
gruppe max.-f.p. ist.

Offen bleiben die Fragen, ob die spezielle lineare Gruppe iiber dem
Ring aller ganzalgebraischen Zahlen noch max.-f.p. ist bzw. wann die
allgemeine lineare Gruppe max.-f.p. ist.

1. Spezielle lineare Gruppen.

Sei wieder I', der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl-
korpers K,, vom Grade » und p ein Primideal aus I',. Mit I",® bezeichnen
wir den Ring derjenigen Zahlen aus K,,, welche zu p teilerfremde Nenner
besitzen. Mittels der Ideale p* bildet man die Homomorphismen

¢, SL(k,I,®) - SL(k,R,),

wobei mit R, der endliche Restklassen-Ring I',® modyp”, r=1,2,3,...,
bezeichnet sei. Fiir die zugehorigen Normalteiler N, gilt: eine Matrix M
ist dann und nur dann in N,, falls M =E modyp”. Somit ist der Durch-
schnitt N2, N,=1. Wir erhalten den

Satz la. Die Gruppe SL(k,I",®) ist max.-f.p.

BEMERKUNG. Analog wie beim Beweis von Satz 5 in Teil I kann man
einsehen, daB SL(2,K,) min.-f.p. ist. Man darf also im obigen Satz das
Primideal p nicht ohne weiteres weglassen.

Eingegangen am 6. Mérz 1964.
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Sarz 1b. Die Gruppe SL(k,I",®[x]) tst max.-f.p.

Zum Beweis wihle man sich unendlich viele verschiedene Zahlen
a eI, so daB also I,M[x]< I',® fiir jedes « gilt. Die Polynome p(z)=
z —« definieren uns Homomorphismen

SL(k,I',®[x]) — SL(k,I',®[«]) ,

wobei SL(k, I",®[«]) =SL(k, I',™), also fiir jedes « max.-f.p. ist. Dal} der
Durchschnitt der Kern dieser Homomorphismen aber 1 sein muf}, folgt
aus dem ZPE-Satz im Ringe I',®[x].

Sarz 1. Die Gruppe SL(k,I,®[x,,...,2,]) tst max.-f.p.

Den Beweis dieses Satzes filhrt man mittels vollstindiger Induktion
nach m. Dazu wihle man unendlich viele Polynome

p(xl" . '7xm) = Tp— pl(xl" .. ’xm—l)

mit
pl(xl" . ’xm—l) € I'n(p)[xl’ . ’xm—l] .
Der Ring
r,®ax,...,z,] mod p,...,2,)
ist dann isomorph einem Teilring von I',®[z,,...,z,,_,] und

SL(k, ', ®[xy,. . ., %p_1])

nach Induktionsvoraussetzung max.-f.p. Dafl der Durchschnitt der zu
den Homomorphismus gehérenden Normalteiler 1 ist, folgt wie oben.

KoROLLAR. Jede Funkiionsgruppe mit endlich vielen Erzeugenden st
max.-f.p.

Der Begriff der Funktionsgruppe ist in [2] erldutert. Nach Definition
ist eine solche Gruppe F Untergruppe von SL(2,(). Wegen Satz 1 geniigt
es zu zeigen, dal F' bereits Untergruppe einer geeigneten

SL(k,I,®[z, . .. ,,])

ist. Seien a,,...,a, die erzeugenden Matrizen von F, welche m transzen-
dente Zahlen x,,...,z,, und s algebraische Zahlen oy,...,x,%0 als Ele-
mente enthalten mogen (m +s=<4y). Dann ist also

F < SL(2, Moty .. 6gsZyye - -5 %]) -

Da nur endlich viele algebraische Zahlen «,,...,x, in den a, vorhanden
sind, so gibt es einen algebraischen Zahlkorper K, mit geniigend hohem
Grad n, so daB alle in diesem einen Korper liegen. Weiter gibt es in dem
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zu K, gehorenden Ring I, sicherlich ein Primideal p, das teilerfremd zu
den Nennern der «; ist, da durch die Nenner insgesamt nur eine endliche
Menge von Primidealen ausgeschlossen ist, das heilt

INoy ...z ...2,] < I'®[x,,...,2,].

Damit ist das Korollar bereits bewiesen.

2. Endlich-erzeugbare Matrizengruppen.

Satz 7 in Teil I besagt, dal es endlich-erzeugbare Gruppen (sogar mit
endlich vielen Relationen) gibt, welche min-f.p. sind. Im Gegensatz dazu
soll nun als Hauptergebnis der Arbeit der Satz bewiesen werden, dafl
jede endlich-erzeugbare Matrizengruppe max.-f.p. ist (Matrizengruppe
heifit jede endl.-dim. treu darstellbare Gruppe). Dieser Satz ist deshalb
von selbstindigem Interesse, weil er die Untersuchung einer endlich-
erzeugbaren Gruppe nach Max.-f.p. zuriickfiihrt auf die Frage nach einer
treuen (endl.-dim.) Darstellung dieser Gruppe. Letzteres 148t sich in
einigen Féllen entscheiden. Wir bringen dazu Beispiele im néichsten
Paragraphen.

Satz 2. Jede endlich-erzeugbare Matrizengruppe ist max.-f.p.

Bewzrs. Sei k der Grad der Darstellung und ay,. . .,a, die erzeugenden
Matrizen von G mit Det(a;)=d;#+0. In den a; mogen m transzendente
Zahlen z,,...,x, und s algebraische Zahlen «,,...,x,+0 als Elemente

auftreten. Dann gilt m +s<k?n. Die Zahlen d,=d,(x,z) sind Polynome
aus I'[o,x] mit

06 = (0qye - 0r0g) und z = (2;,...,%,).

Man wihle sich nun unendlich viele verschiedene m-tupeln f=(p;...,8,)
von algebraischen Zahlen g;, so dal d,(«,f)=+0 wird. Jede Substitution
x — f liefert einen Homomorphismus

n: GG wmit @< GLEIxfl) .
Hivrssatz. Fir jede Wahl der p; mit di(x,B)=+0 ist G max.-f.p.

Die alg. Zahlen «;, f;, d;(«,f) liegen nun in einem Zahlkorper geniigend
hohen Grades n, den wir mit K, bezeichnen. Die Zihler und Nenner der
eben genannten alg. Zahlen bilden eine endliche Menge A von Zahlen
aus I',. Es gibt daher unendlich viele Primideale p = I',, welche zu allen
Zahlen aus A teilerfremd sind. Bezeichnen wir I'[«, ] modp mit B fiir
ein solches p. R ist ein endlicher Restklassenring und p induziert den
Homomorphismus
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¢: GL(k,I'(x,f]) > GL(K,R) ,

bei welchem G auf eine endliche Gruppe abgebildet wird. Der Durch-
schnitt der Kerne der Homomorphismus ¢ bzw. 7 ist aber 1, da stets
unendlich viele solche Homomorphismen (¢ bzw. 5) zur Verfiigung stehen
und in den entsprechenden Ringen der ZPI- bzw. ZPE-Satz gilt. Damit
ist Satz 2 bewiesen.

3. Beispiele.

Wir wollen als erste Anwendung zeigen, dal die Fundamentalgruppe
einer geschlossenen orientierbaren bzw. nichtorientierbaren Fliche vom
Geschlecht p max.-f.p. ist. Dieser Satz wurde fiir die orientierbaren Fli-
chen zuerst von K. Fung bewiesen (siehe [5]).

Nun kann man zeigen (siehe [1]), daBl diese Fundamentalgruppen
Untergruppen der Spiegelungsgruppe 8= {R,, R,, R;} mit den Relationen

B2 = By? = Ry = (B Ry))™ = (ByRy) = (B3R, = E

sind fiir geeignete m und n. Damit hat man aber eine treue Darstellung
durch 4 x 4-Matrizen, also wegen Satz 2 den

SaTz 3. Die Fundamentalgruppe einer geschlossenen orientierbaren bzw.
nicht-orientierbaren Fliche vom Geschlecht p ist max.-f.p. Sie besitzt eine
treue Darstellung durch 4x4-Matrizen.

Eine treue Darstellung durch 3 x 3-Matrizen wurde von J. Mennicke
[6] angegeben.

Um eine weitere Anwendung geben zu kénnen, brauchen wir den Hilfs-
satz, dafl eine Gruppe G mit treu darstellbarem Normalteiler von end-
lichem Index selbst treu darstellbar ist, welcher in meiner Arbeit [4]
bewiesen wurde. Als Resultat erhdlt man den

Sa1z 4. Jede endlich-erzeugbare Gruppe G mit treu darstellbarem Normal-
teiler von endlichem Index ist max.-f.p.

Weitere, jedoch speziellere Beispiele lassen sich leicht finden.
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