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MAXIMAL-FASTPERIODIZITAT VON GRUPPEN I

W. FLUCH
Einleitung.

Will man die Theorie der fastautomorphe Funktionen auf héhere
Modulgruppen iibertragen, so ist es interessant zu wissen, ob es iiber-
haupt fastperiodische Funktionen auf diesen Gruppen gibt. Fiir die ge-
wohnliche (= elliptische) Modulgruppe ist diese Frage erledigt durch die
Existenz von treuen unitéiren 2-dim. Darstellungen, das heit sie ist
maximal-fastperiodisch (max.-f.p.) (daher auch ihre Untergruppen I'(n);
speziell also alle freien Gruppen F,). Die Maximal-fastperiodizitit
(Max.-f.p.) der Hilbert’schen und der Siegel’schen Modulgruppe ergibt
sich im Folgenden in Satz 1.

Sei nédmlich I', der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl-
korpers K, so wird bewiesen, dal die Gruppe M, (I,,), der k x k-Matrizen
mit Determinante 1 und Koeffizienten aus I',, max.-f.p. ist. Dabei ist
es moglich, ein System von Normalteilern G, mit endlichem Index und
Durchschnitt NG, =1 zu finden. Dann wird die Max.-f.p. einiger Grup-
pen aufgezeigt, fiir welche ein Normalteilersystem mit den eben angege-
benen Eigenschaften nicht unmittelbar ersichtlich ist. In einigen Fillen
konnen wir auf Grund von Satz 1 auf die Max.-f.p. der Faktorgruppen
bei Kongruenzmoduln schlieBen, und damit auf die der Gruppe selbst.
In der Arbeit werden Beispiele von max.-f.p. Gruppen mit unendlich
vielen Erzeugenden und Relationen und sogar solche Gruppen mit end-
lich vielen Erzeugenden und unendlich vielen Relationen gegeben. Samt-
liche bisher bekannten minimal-f.p. Gruppen sind einfache Gruppen.
Wir zeigen jedoch, dafl die Gruppe M,(E[z]), welche unendlich viele
Normalteiler besitzt, min.-f.p. ist. Weiter geben wir ein Beispiel einer
diskreten max.-f.p. Gruppe, welche keine treue endliche unitire Dar-
stellung besitzt. Lemma 3 und 4 haben als Aussagen iiber endliche unitire
Matrizen selbstéindiges Interesse. Besondere Beachtung verdient Satz 7.

1. Unimodulare Gruppen.

Wir wiederholen kurz die Definition von Max.-f.p. Sei @, der Normal-
teiler der Gruppe @, bestehend aus allen Elementen a € @ mit D(a)=1
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fiir jede endliche unitire Darstellung D von G. Dann heiit G max.f.p.,
falls Gy=1.

Satz 1. Die Gruppe Wy (I,.), der kxk-Matrizen mit Elementen aus dem
Ring I, und der Determinante 1, ist max.-f.p.

BemErRkUNG. Da jede Untergruppe einer max.-f.p. Gruppe wieder
max.-f.p. ist, so ist die in der Arbeit gegebene Formulierung (der Sitze
1, 2, 3, 4, 9, 10) als Kurzform der folgenden aufzufassen:

»Jede Matrizen-Gruppe, bestehend aus Matrizen mit Determinante 1
und Koeffizienten aus dem Ring ..., ist max.-f.p.«

Ist @, der Durchschnitt aller Normalteiler N von G mit endlichem
Index, so gilt folgendes Lemma (vgl. Neumann-Wigner [4]):

LemMa 0. Es gilt stets Gy G,.

Beweis pEs Sa1zes 1. Es sei p € K, ein beliebiges Primideal. Wir
bilden die Modulgruppe G, von W, (I",) =G4 (modyp). Da G, eine (end-
liche) Gruppe ist, bilden die Matrizen M e I, (I",) mit M =F (modp),
wobei E die Einheitsmatrix, einen Normalteiler ¢, von endlichem Index
A mit IW,(1,)/G, =G 4. Dabeiist 4= (Np)e*-1, (1=N_,2)...(1=N_%).
(Der genaue Wert ist natiirlich hier unwesentlich.) Wir wéhlen eine
beliebige Matrix M € ;. Fiir diese mufl dann gelten:

M = E (modyp)

fiir jedes Primideal aus K,,. Nach dem Fundamentalsatz der Idealtheorie
folgt aber M-E

Damit ist G, =1, also erst recht Gy=1.

Spezialfalle: (1) K, =R, Korper der rationalen Zahlen. I, (I') ist die
unimodulare Gruppe mit ganz rat. Koeffizienten; sie enthalt fiir k=2m
als Untergruppe die Siegel’sche Modulgruppe.

(2) K, =total reeller algebraischer Zahlkorper, und k=2. Die Gruppe
Mo(I,) ist isomorph zur Hilbert’schen Modulgruppe.

Aus einem Satz von Balcerzyk-Mycielski [1] folgt die Maximalfast-

periodizitit des freien Produktes
G =T1[*6
teT

einer beliebigen Menge T (mit Michtigkeit <2%°) von Gruppen G, der
Gestalt:

Zyklische Gruppen Z,, Diedergruppen D,,, Tetraedergruppe A4,,
Oktaedergruppe S,, Ikosaedergruppe 4;.
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Dabei darf n=oc sein und jede dieser Gruppen mehrmals als Faktor
auftreten.

Im Spezialfall @=Z,%Z; bzw. F,=Z_x...*Z, erhalten wir die in
der Einleitung zitierten Gruppen aufs Neue.

Wir beweisen folgendes Lemma, auf welches sich die folgenden Beweise
stiitzen werden.

LemMA 1. Ist N ein Normalteiler von G mit max.-f.p. Faktorgruppe,
dann ist Gy= N. Weiter ist G, selbst der Durchschnitt iber alle solche Nor-
malteiler.

Bewzrs. Da G/N max.f.p. ist, so gibt es zu je zwei Elementen a,, a,
aus zwei verschiedenen Restklassen von @= U, Na, eine endliche unitire
Darstellung D, so daB sie getrennt werden, das heillt D(a;)+ D(a,;). Alle
von 1 nicht trennbaren Elemente liegen daher in einer Restklasse, somit
in N, also Gy N. Nach Definition von G, ist G/G, max.-f.p. Faktor-
gruppe, und G, ist daher selbst ein Normalteiler N;,. Somit NN < G,;
wegen G, < N folgt dann aber NN =G,

BeMERKUNG. Zur Untersuchung einer Gruppe G auf Max.-f.p. stehen
uns also jedenfalls Normalteilersysteme a) mit endlichen, b) mit treu
unitér darstellbaren, ¢) mit max.-f.p. Faktorgruppen zur Verfiigung.

Sei I'" der Ring der ganz rationalen Zahlen und I'[z] der Polynomring
iiber I Dann gilt folgender Satz:

Satz 2. Die Gruppe W, (I'[x]), der kxk-Matrizen mit Determinante 1
und Koeffizienten aus I'[z], 18t max.-f.p.

Wir geben fiir diesen Satz zwei Beweise.

ErsTErR BEWEIS. Wir bilden mittels p(x) € I'[x], welches irreduzibel
sei und ersten Koeffizienten a,=1 habe, die Modulgruppe M, ,:

W (Ix]) = My mod p(x) .
Fiir diese (unendliche) Gruppe gilt nun folgendes Lemma:

Lemma 2. Die Gruppe My, ist isomorph einer Uniergruppe von
M (1), wobes K, der durch p(x)=0 definierte algebraische Zahlkorper ist.

Bewzis pDES LEMMAS. Sei « definiert durch p(«x)=0, so ist « nach den
Voraussetzungen iiber p(x) eine ganz algebraische Zahl. Jedes Element
m(z) von M(x) e M, (I"[x]) ist aber ein ganz rationales Polynom in z,
das heiBt aus I'[x], somit jedes Element # von # € I, ganz rationales
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Polynom in «. Daher ist /% ganz algebraisch € B(x)=K, und da-M,y
eine Gruppe, ist M,y isomorph einer Untergruppe von M, (I",).

Um den Beweis von Satz 2 zu beenden, wihlen wir jetzt irgendwelche
unendlich viele p(z) mit oben angegebenen Eigenschaften. Zu jedem
p(x) gehort dann ein Normalteiler G, so dal

(‘)Dtk(r [x])/ Gp(:c) = S)Rp(z)

wird. Aus Lemma 2 und dem Satz 1 folgt, dal M) max.-f.p. ist. Wir
wollen jetzt noch zeigen, daB stets NG, =1 fir unendlich viele p(z).
Sei M(z) € NG, das heiBt M(x) =F mod p(x) fiir unendlich viele p(x).
Jedes Element a(x) der Matrix M(z)—E hat aber eine eindeutige Zerle-
gung in Primpolynome, insbesondere jedes a(x)=+0 nur endlich viele
Primpolynome als Teiler (endlicher Grad), so dal aus a(x) =0 mod p(x)
fiir unendliche viele p(x) notwendig folgt

a(x) = 0, also M@)—E =0.

Nach Lemma 1 ist aber Gy< Gy,), also erst recht Gy=1.
Man konnte sich bei diesem Beweis auf die Polynome p(x)=z-—«,
« € I', beschrianken.

Zweiter BeEwEeis. Wir bilden zu jeder Primzahl p € I' die Modular-
gruppe () M(Ix]) = M,(x) modp.
I, (x) ist wieder eine unendliche Gruppe; wir behaupten jedoch
LemmA 2a. Die Modulargruppe M, (x) ist max.-f.p.

Bewers pEs Lemmas. Sei n(z) € I'[x] modp irreduzibel iiber GF[p]
und vom Grade n. Wir bilden I,(x) =M, (x) modn(x). Jede Matrix
M e M,(x), wo 7(x) =0, besteht aus Elementen

m = my+mu+...+m, jo"?

mit m; € GF [p], das heit m € GF[p"]. Somit ist M, («) endliche Gruppe.
Den zu n(x) gehérenden Normalteiler bezeichnen wir mit G,y und
withlen M(z) € NG,,), das heiBt M(x) =E modn(x). Wie beim ersten
Beweis folgt M(x)=E, also M,,(x) max.-f.p.

Nun kénnen wir den zweiten Beweis leicht zu Ende fithren. Ist nim-
lich @, der Normalteiler zur Primzahl p, so daB

M (I'2])[ G, = My()

wird und M(x) € NG, so folgt aus M(x) =E modp, daB M(z)=E das
heit G,=1. Wegen der Max.-f.p. der Gruppen I, (x) folgt daraus die
Behauptung des Satzes.
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BeMERKUNG. Fiir jedes k> 2 hat IR, (I'[x]) unendlich viele Erzeugende
und Relationen. IM,(I'[x]) enthélt die sogenannten Hecke-gruppen

v ={(6 1) (2 o)}

Eine leichte Verallgemeinerung von Satz 2 gibt uns der Satz 3, bei
dessen Beweis wir uns nun kiirzer fassen konnen.

als Untergruppen.

Sa1z 3. Die Gruppe Wy, [x]), der kxk-Matrizen mit Determinante 1
und Koeffizienten aus I',[x], ist max.-f.p.

BewEis (analog wie bei Satz 2). Man wihle unendlich viele irreduzible
p(x) € I',[x] mit ay=1. Dann ist «, mit p(x)=0, ganz algebraische Zahl
und daher die Modulargruppe ,,, welche durch

S)ﬁk(117:,|:x]) = mp(x) mod p(x)

definiert ist, isomorph einer Untergruppe von Qﬁk(f); dabei ist I' der
Ring der ganzen Zahlen des Korpers K =K, («). Speziell wird fiir die
Polynome p(x)=x—«, « € I, die Modulargruppe M, isomorph einer
Untergruppe von M,(I",). Daim Polynomring I, [x] eindeutige Zerlegung
in Primpolynome herrscht, 1a8t sich der Beweis leicht beenden.

Wir beniitzen nun Satz 3, um mittels Induktion dieselbe Aussage fiir
die Gruppe WM (L [z, . . . 2,,]) zu beweisen.

Satz 4. Die Gruppe W, ([,[x,...zx,)), der kxk-Matrizen mit Deter-
minante 1 und Koeffizienten aus dem Polynomring I',[x,...xz,] ist
max.-f.p.

Bewrrs. Mittels vollsténdiger Induktion nach m. Fiir m=1 ist Satz 4
mit Satz 3 identisch, also bewiesen. Nun sei er bereits fiir 7 — 1 richtig!
Wir wéhlen unendlich viele (irreduzible) Polynome

P(@ys. - 3 T) = Zpy— PyTys- « 3 Tpya)
mit p,(2; ... %) € Iyl2y . . . 2,,_;]. Als Modulargruppe erhalten wir
M(Lnlr - - 2n]) = My 2y mod P2y, .., 2y,)

M pay. . .zmy 18t also wegen unserer Wahl von p(zy,. . .,x,,) isomorph einer
Untergruppe von M, (I',[xy,. . .,%,_,]) das heiBt aber max.-f.p. nach In-
duktionsvoraussetzung. Fiir die zugehérigen Normalteiler G
gilt aber

..... Tm)
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da aus M(z, . ..z,) =E modp(x,,. . .,x,) fir unendlich viele p(z,,. . .,z,,),
folgt

M(zy,...,x,) = E
(ZPE-Satz im Polynomring I, [z, ...z,]). Nach Lemma 1 folgt G,=1.

2. Beispiel einer nichteinfachen minimal-f.p. Gruppe.

Wir wollen selbstredend von den direkten Produkten einfacher Gruppen
absehen und geben ein Beispiel einer min.-f.p. Gruppe mit unendlich
vielen Normalteilern.

R sei der Korper der rationalen Zahlen und R[z] der Polynomring
iiber B. Dann gilt folgender Satz.

Satz 5. Die Gruppe WM,(R[x]), der 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1
und Elementen aus R[z], ist min.-f.p. Die Gruppe hat unendlich viele
Normalteiler.

BewEeis. Die Gruppe wird erzeugt von den Elementen
(0 - 1) (1 b(x)
1 o/)°\0 1 )
wobei die b(x) € R[x] ein Erzeugendensystem der additiven Gruppe der

Polynome aus R[«] bilden sollen. Die Elemente

Vn = (g n(il) ,  m = natiirliche Zahl,

liegen in My(R[x]). Bezeichnen wir mit S, das Element

8, = ((1) b‘;”), sogilt V8V, = 8.

Daraus folgt nun (siche Neumann-Wigner [4, Lemma 1]), daB fiir jede
endliche unitidre Darstellung D(S,)=E, also S, € G,. Mit

1 0 .
T, = (b(x) 1) git VvV, TV, = T,",

und daher D(T,)=E. Insbesondere ist

BNEYE (Y en

Also sind simtliche Erzeugende von IMM,(R[z]) in G,; das bedeutet aber
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gerade Gy =M,(R[x]). Mit den unendliche vielen irreduziblen Polynomen
p(x) € I'[x] kénnen wir unendlich viele (nicht isomorphe) Modulargruppen
bilden:

My(R[x]) = My mod p(x) .

Wir erhalten also unendlich viele verschiedene Normalteiler. Alle Fak-
torgruppen sind natiirlich min.-f.p.
Der Satz 1a3t sich auf Korper erweitern, die den rationalen Zahlkérper
enthalten, und von der Dimension 2 auf beliebige Dimension 72 2.
Um den nichsten Satz beweisen zu kénnen, benstigen wir ein Lemma,
aus welchem sich sofort das oben zitierte Neumann—-Wigner’sche Lemma
ergibt.

LeEMMA 3. Jede endliche unitire Matriz U, welche mit einer Potenz =2
von sich selbst konjugiert ist, hat endliche Ordnung, mit anderen Worten,
gibt es eine invertierbare Matrix V, so dafy VUV-1=U!, mit |t| =2 2, t ganz-
rational, dann folgt Um=1 fir eine natilrliche Zahl m.

BEMERKUNG. Allgemein lautet dieses Lemma offenbar so: Gibt es zu
einer endlichen Matrix U eine invertierbare Matrix V,soda VUV-1="U:¢,
mit |¢| = 2, dann sind die Eigenwerte von U lauter Einheitswurzeln. Be-
weis wie unten.

Beweis voNn Lemma 3. Wir setzen V,=V* k=1,2,3,.... Aus
VUV-1=U! folgt sofort V,UV,'=U" fiir jedes natiirliche k. Die
Dimension der Matrizen sei # und «,...,«, seien die Eigenwerte der
Matrix U. Nun hat V,UV,-! dieselben Eigenwerte wie U, wihrend U*
die Eigenwerte «,”,...,x," hat; diese miissen also eine Permutation
der «; sein. Da wir aber fiir £ unendlich viele Moglichkeiten haben, so
gibt es fiir jedes 4=1,2,...,n zwei verschiedene k mit " =a %", das
heiBt o *"=1, Jedes «, ist also Einheitswurzel, somit Um=1 fiir
geeignetes m.

Der Fall ¢=0 ist trivial. Im Falle |t|=1 ist das Lemma offensichtlich
falsch; fiir =1 wihle man Diagonalmatrizen, fiir = —1

01 A0
V=(01>’ U=(o x—l)

mit A transzendent und [A|=1.

KoroLLAR. Jede Gruppe, welche ein Element von unendlich hoher Ord-
nung hat, das mit einer Potenz =2 von sich in ein und derselben Klasse
konjugierter Elemente liegt, besitzt keine treue endliche unitire Darstellung.



MAXIMAL-FASTPERIODIZITAT VON GRUPPEN 1 155

Das Korollar gilt insbesondere fiir die Gruppen G = {a,b} mit der ein-
zigen Relation bab—'=a", n=2. Also gilt (fiir die letzte Behauptung
siehe Satz 1).

SATz 6. Es gibt Gruppen mit 2wei Erzeugenden und einer einzigen Rela-
tion, welche keine treue endliche unitire Darstellung besitzen. Im Gegen-
satz dazu st die freie Gruppe mit zwet Erzeugenden trew unitdr darstellbar
durch 2 x 2-Matrizen.

LemMma 4. Seien U, U, zwei unitire nxn-Matrizen, welche mit K =
U,U,U,7*U, ™, m 21, vertauschbar sind. Dann hat K endliche Ordnung,
und fir m22 auch U,.

Bewzis. Wir bezeichnen den n-dimensionalen Vektorraum, in dem die
Matrizen wirken, mit 2 ; mit x einen Eigenwert von K und mit %, den
Teilraum von ¥, definiert durch

B, = {r| Ke=ox}.
Wegen KU,=U,K, KU,=U,K gilt
Ul(%a) g %u und U2(%a) g %a .

In B, ist aber K=«-1, das heilt U,U,U, " 1=aU,™.

Zuerst sei m=1. Dann haben U, und «U, als Transformationen von
B, dieselben Eigenwerte: A,a4,4%4,..., A4+0. Wegen dim (,) <n mul
Aok =20*" sein, fiir zwei verschiedene k. Somit a*'—*"=1; jeder Eigen-
wert von K ist Einheitswurzel und K3=1, mit geeignetem s.

Im Falle m =2 folgt, daB U, und «U,™ dieselben Eigenwerte haben.
Somit sind 1, xA™, a2Am* 32m°,. .. A1+ 0, die Eigenwerte von U,. Wir setzen

U, = oW, o¢=almD,

Dann ist W unitér, weil |x|=1, und U,WU,'=W™. Nach Lemma 3
ist jeder Eigenwert von W Einheitswurzel, also A=ou, wobei u eine
Einheitswurzel ist. Wegen dim (%,) <n gibt es zwei ganze Zahlen k, <k,
fiir welche a*12™" = a*22"  Algo ist

AF=mIDIm1) — Cerke) . mkL-mE2

Da

k1 _ k2

—=mhl e pmPr s k -k, 0m
m—1

m

v

2,

ist « Einheitswurzel.
Im Falle m=0 ist das Lemma offenbar falsch (vgl. Lemma 3), und
fir K=1 ist es in Lemma 3 enthalten.
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Mit Lemma 4 ist bewiesen, da die Gruppen G = {a,b} mit den Rela-
tionen
ac = ca, bc = cb, ¢ = aba~1b—"

n 21, nicht treu unitiar darstellbar sind durch endliche Matrizen.
Wir beweisen nun den folgenden, weitergehenden Satz.

SaTz 7. Es gibt Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden und Relationen,
welche min.-f.p. sind, das heif3t deren simtliche beschrinkte, endliche Dar-
stellungen trivial sind.

BewEis. Wir zeigen, dafl die (unendliche) Gruppe G={a,b,c,d} mit
den Relationen

a-ba = b2, b-1cb = c?, cide = d?, d-lad = a?

min.f.p. ist. Nach Lemma 3 hat ndmlich bei jeder endlichen unitiren
Darstellung von G das Element @=.D(a) endliche Ordnung «; analog
haben die Elemente b, ¢, d endliche Ordnungen f, y, . Daraus folgt nun
(siehe [2]), daB o =g =9 =35=1. Damit ist die dargestellte Gruppe stets 1,
also @ min.-f.p.

Es ist interessant zu bemerken, daf die #hnlich definierte (unendliche)
Gruppe G={a,b,c} mit

a~lba = b1, b-lch = ¢, ¢ lac = a?

treu unitar darstellbar ist. (In diesem Falle = —1 ist Lemma 3 ja auch
falsch). Zum Beweis der Behauptung wihle man drei Darstellungen

01 g o
D@ = (3 o) D) = (5 gh) D= E
mit |B|=1 transzendent; analog sind D,, D; mit D,(b)=Ds(a)=FE und
l¢|=|y| =1 ebenfalls transzendent. Die unitére Darstellung

D(x) = Dy(x) @ Dy(x) @ Dy(x)

ist treu, wie man an der Normalform der Elemente x € G sieht.

Eine teilweise Verschiarfung von Satz 7, welche jedoch nicht in den
Rahmen dieser Arbeit gehort, erhalten wir so (weiter-gehende Resul-
tate in meiner Arbeit: »Uber die Nichtlinearitit einer gewissen
Gruppe¢, welche demnéchst erscheint, und [4]):

Satz 8. Es gibt Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden, welche keine
(nichitriviale) endliche Darstellung besitzen.

Beim Beweis stiitzen wir uns auf folgendes
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LemmA 5. Es gibt eine einfache, unendliche, periodische Gruppe F
vom Exponent 73 mit endlich vielen Erzeugenden.

Beweis. Siehe [3, Seite 711f].

Andererseits folgern wir aus den Burnside-Kriterium iiber periodische
Matrizengruppen, dal bei jeder endlichen Darstellung von F die (treu)
dargestellte Gruppe endlich ist. Wegen der Einfachheit von F also stets
gleich 1. Es ist jedoch nicht bekannt, ob die Gruppe F auch endlich
viele Relationen besitzt.

Wir gehen nun iiber zur Untersuchung der Gruppe M,(I",). Mit I'y,

bezeichnen wir den Ring der p-rationalen Zahlen, das heiBlt die Menge
der rationalen Zahlen

a= Yap, O0=Zq=p-1,

y=-—n

wobei p eine Primzahl sein soll. Dann ist I,(I'y,) die Gruppe der 2 x 2-
Matrizen mit Determinante 1 und Elementen aus I'y,.

Satz 9. Die Gruppe My(I'y,)) ist max.-f.p. Die Gruppe besitzt jedoch
keine treue, endliche, unitire Darstellung.

BewEis. Der zweite Teil der Aussage folgt sofort aus dem Korollar.
Die beiden Matrizen

_(p O (11
V"(O p‘1>’ S—(O 1)

liegen némlich in M,(I',), S hat unendliche Ordnung, und es gilt
VSV-1 =87, also t=p®>2.

Wir bilden nun mit den Zahlen N,,=p**—-1, m=1,2,3,. .., die Modular-
uppen

sripp My(,) =G, modN,, .

Diese sind endliche Gruppen, da wegen p-! =p**-1modN,, jede Zahl

a eI, einer ganz rationalen Zahl (modXN,) kongruent ist. Fiir eine

Matrix M aus dem Durchschnitt der zugehérigen Normalteiler aber muf3

M =E modN,,, m=1,2,3,.. ., gelten. Wegen N,, — oo fiir m — oo ist also
M=E.

Zum SchluB deuten wir noch den Beweis eines Satzes an, der eine Art
Verallgemeinerung des vorherigen darstellt.

Sartz 10. Die Gruppe W (L, [z, 27 1]), der kx k-Matrizen mit Determsi-
nante 1 und Elementen aus dem Polynomring I',[x,x~'] ist max.-f.p.
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Bewers. Man wihle unendlich viele verschiedene irreduzible Polynome
p(x) € I'[x], so daB « mit p(«x)=0 eine »Einheit¢ ist, und also « und «-!
ganz-algebraische Zahlen sind. Die mittels p(xz) gewonnene Modular-
gruppe,

g-Rk(-r[x?x_l]) = g'Rp(a:) mod p) ,

ist daher isomorph einer Untergruppe von ‘Jﬁk(f »), Wobei I' der Ring

der ganzen Zahlen des Korpers 12,,=K,,(a) ist. Der Durchschnitt der
zugehorigen Normalteiler ist notwendig 1, da wir unendlich viele ver-
schiedene p(x) zur Verfiigung haben.

FoLeERUNG. Es gibt Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden und
unendlich vielen Relationen, welche max.-f.p. sind.
Zum Beweis dieser Behauptung bemerken wir, daB die Gruppe

v =) (o)

Untergruppe von MMy (I'[x,z~1]) ist. Sie besitzt aber, wie in [5] bewiesen,
unendlich viele definierende Relationen.
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