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EINE FUR BELIEBIGE
CALL-PROZESSE GELTENDE VERALLGEMEINERUNG
DER PALMSCHEN FORMELN

WERNER FIEGER

Ist z(t) ein stationérer, ordindrer Call-ProzeB mit endlichem Parameter
A, so gelten die Palmschen Formeln

b-a
p((b) —2(@)=0) = 1 — A f oo(7) d
b—a 0 b—a
p(x(b) —2(a)=k) = A f Pra(7) dv — lf«pk(r) drv, k=12,...,
0 0

fiir 0<a<b< + o0, wobei
@i(t) := lim p(z(t+ 7) —2(r) =1 | 2(r) —2(0) 2 1)
™N 0

fir =0,1,2,... ist; einen Beweis fiir diese Formeln findet man in
[7, Kap. 3]. Mit Methoden, die einfache Verallgemeinerungen der von
Khintchine in [7] angewandten Hilfsmittel sind, ist in [2] eine Verall-
gemeinerung dieser Formeln fiir stationire, nicht-ordinire Call-Prozesse
hergeleitet. In [2] ist auBerdem der nicht-stationire, ordinire Fall
mittels eines einfachen integrationstheoretischen Satzes (Hilfssatz 3), der
ein Spezialfall einer tiefergehenden Aussage iiber Burkill-Integrale ist,
behandelt.

In § 3 der vorliegenden Arbeit werden die Palmschen Formeln mit
Hilfe von Sétzen aus der Theorie der Burkill-Integrale fiir beliebige Call-
Prozesse, die nur einer einfachen Endlichkeitsbedingung geniigen miissen,
verallgemeinert.

Als Anwendung dieser verallgemeinerten Palmschen Formeln erhalten
wir eine Charakterisierung der Call-Prozesse ohne Nachwirkungen und
der Poisson-Prozesse mit nicht-stationdrer Parameterfunktion (§ 4).
Ferner zeigen wir, dal ein Satz von Korolyuk auch fiir nicht-stationéire
Call-Prozesse gilt (§ 5). In § 1 und § 2 sind die integrationstheoretischen
Sitze zusammengestellt, die in den Beweisen benotigt werden.

Eingegangen am 4. Oktober 1963.
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1. Das Burkill-Unterteilungsintegral {iber einer beliebigen Grundmenge.

In § 1 und § 2 werden nur die Sétze iiber das Burkill-Unterteilungs-
integral angegeben, die wir spiter benétigen. Auf Zusammenhinge mit
anderen Sitzen iiber das Burkill-Unterteilungsintegral und mit ent-
sprechenden Sétzen iiber das Burkill-Normintegral gehen wir nicht ein.
Man vergleiche hierzu [6, Abschnitt X] und die dort angegebene Litera-
tur.

Die folgenden Begriffe sind teilweise aus [6] iibernommen ; auf wesent-
liche Abweichungen ist im Text hingewiesen.

Es sei 2 eine beliebig vorgegebene Grundmenge. Ein System £ von
Teilmengen der Menge £2 heilt Intervallsystem, falls gilt:

a) es gibt Mengen I,,...,I,€ & mit I,nI,=0 fiir v+u und mit

Q=Iu...ul,;
b)aus I, I' e &, InI'+0 folgt Inl' € &;
c) L.

Ein endliches Teilsystem Z(J)={I,,...,I,} von paarweise disjunkten
Mengen aus & mit J=1I,U...Ul, nennen wir eine Intervallunterteilung
von J. Eine Intervallunterteilung Z'(J)={I,’,...,I,'} heillt feiner als
Z(J)={I,...1,} (Bezeichnung: Z'(J)>Z(J)), wenn es zu jedem I, €
Z'(J) ein I, € Z(J) mit I, <1, gibt.

Es bezeichne ¥ den kleinsten Mengenkérper, der & umfafit, £ den
kleinsten o-Korper, der & enthilt.

Uber Q sei die reelle Funktion F(I) gegeben. Zur Abkiirzung fithren
wir die Bezeichnung

F(Z(J)):= le(I o)
o=
ein.
DzriniTioN. Die »Intervallfunktion« F heiBt {-Burkill-unterteilungs-
integrabel (kurz: {-Burkill-integrabel, oder: B-integrabel) iiber J € ¥Q

mit dem Integralwert [, F(I), wenn es zu jedem &> 0 eine Intervallunter-
teilung Zy(J) mit

< ¢ firalle Z(J)>= Zy(J)

F(Z(J)) - f ()
J

gibt.

Der Integralwert einer iiber J B-integrablen Funktion F ist eindeutig
bestimmt. Ist F iiber J B-integrabel, so auch iiber jedem J' € KQ mit
J’'<J. Ist F B-integrabel iiber 2, so ist f(J) := [, F(J) iiber ¥ additiv.
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Wir betrachten nun iiber Q einen o-Kérper 8 und ein endliches Maf
m|{B. Ein System & von Teilmengen von £ nennen wir ein starkes
Vitalisches System, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) <B;

b) 83 9;

¢) zu jedem S<Q und zu jedem &> 0 gibt es endlich oder abzihlbar
unendlich viele, paarweise disjunkte Mengen N; K,,K,,... € § mit

S< UK uN und m(UK,—S) <e,

r=1 v=1

wobei m(N)=0 ist.

Mit m(R), m(R) bezeichnen wir das innere resp. duflere m-Mafl von R.
In Abweichung von der Definition in [6] ist hier die Forderung »m(K)> 0
fiir alle K € R« durch »J ¢ K« ersetzt.

Entsprechend iibernehmen wir aus [6] die Definition der Ableitungs-
basis A (Forderung m(V)> 0 ersetzt durch 7 ¢ g € @), die Definition der
starken Vitalischen Ableitungsbasis und die dazu gehérenden Begriffe
(vgl. hierzu [6, S. 210-214]).

Wir sagen, dafl die Ableitungsbasis U die Eigenschaft 7** hat, wenn
es zu jedem K € U g eine m-Nullmenge N gibt derart, daB zu jedem
we K—N und zu jeder dem Punkt o zugehérigen Ableitungsfamilie
g € A ein Ende g, von g mit K’ < K fiir jedes K' € g, gibt.

Es sei nun F erklirt iiber U, og. Als obere %-Ableitung von F beziig-
lich m im Punkt o definiert man

- — F(K

DF(w) := sup {lim —~(——) g zu o gehorige Ableitungsfamilie; ,
Keg m(K)

wobei

F(K) {+oo fir F(K)z 0, mK)=0

77(1?) —oo fir F(K) <0, mK)=0

gesetzt ist, und wobei lim,, als oberer Limes beziiglich der gerichteten
Familie g zu nehmen ist. Ebenso erklirt man die untere Ableitung

DF(w): = inf {hm -——; g zu w gehorige Ableltungsfamlhe}
Keg

Falls DF(w)=DF(w) ist, heiBt F in o beziiglich m differenzierbar mit

der Ableitung DF(w): =DF(w).

Ist 2=, und gibt es zu jedem &> 0 ein §>0, so daB es zu beliebigem
J=I,u...ul, mit I,,...,I, € & und mit m(J)<4 stets ein Zy(J) mit
|F(Z(J))| <e fiir alle Z(J) > Z(J) gibt ,s0 heiit F totalstetig beziiglich m.



124 WERNER FIEGER

Wir nehmen nun an, da8 9B ein ¢-Korper iiber 2 ist, m |98 ein endliches
MaB und U eine starke Vitalische Ableitungsbasis mit der Eigenschaft
T**; & := U, og sei ein Intervallsystem. Unter diesen Voraussetzungen
gilt:

SaTz 1. Ist die m-totalstetige Intervallfunktion F, {-Burkill-integrabel
iber Q, so existiert DF(w) m-fast uberall. Ist F, ebenfalls m-totalstetig
und Q-Burkill-integrabel iber Q, und gilt

j FyI) = f Fyl) faralle JeXg,
J J

80 18t
DF (w) = DFy(w)
m-fast iberall.

BeMeErRkKUNG. Man vergleiche die letzte Anmerkung in [10]. Dort ist
jedoch die — fiir Teile der Theorie wesentliche — Voraussetzung ge-
macht, daB es beliebig maBfeine Unterteilungen gibt. — Den Beweis fiir
Satz 1 kann man auch dhnlich wie in [11] fiihren, wenn man die dort
auftretende Forderung B* durch unsere Eigenschaft 7** ersetzt.

Beweis vox Sarz 1. 1) Es seien F,, F, m-totalstetig und L-Burkill-
integrabel iiber 2 mit f(J) := ;{F,(I). Es geniigt zu zeigen, dal aus
der Gleichheit

filJ) = fo(J) furalle JeXEQ
die Relation
m({w: DFy(w)>DFy(w)}) = 0

oder, was damit gleichwertig ist,
m({w: DFy(0)>a>p>DFy(w)}) = 0

fiir alle reellen «, 8 mit « > g folgt.
2) Es seien «, f reell vorgegeben mit « > 8. Wir setzen

= {w: DF,(0)>a>p>DF,(w)}
und nehmen an, daf m(R)> 0 gilt. Zu

e1= min{l, g 4>}“”

wahlen wir 6 > 0 so, daB fiir beliebige paarweise fremde K,,...,K, € &
aus m(K,u...UK,)<d immer

|F(Z(Kyu...UK,))| <& fir »=1,2
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folgt, sofern nur Z(K,u...UK,) geniigend fein ist. Dazu gibt es ab-
zéhlbar viele, paarweise fremde K,’,K,’,... € & und eine m-Nullmenge
N mit

e=1

R< UK/ uN, Zn_(U KQ’—R) < I
e=1

fir n:= min{e, 6}, da & ein starkes Vitalisches System ist. Folglich
existiert eine natiirliche Zahl n so, da8 fiir J := Uy_, K’ gilt:
(*y mRB)—3n <mBnJ) £ mJ) < mRBR)+3in < MRBnJ)+7q.

3) Da F,, F, iiber J B-integrabel sind, gibt es eine Intervallunter-
teilung Zy(J)={Iy,...,I,} mit
(**) |F(Z(J))—f(T) <&  fir Z(J) > Zy(J) und v=1,2.

4) Wegen der Eigenschaft 7** gibt es eine feste m-Nullmenge N, und
zu jedem w € RnJ —N,=:R, zwei Ableitungsfamilien g;(w), gy(w) mit
F(K') z om(K'), K'<I, tiir ein g € {1,...,r} fiir alle K’ € g,(w)

und mit
Fi(K") = pm(K"), K" <1, fir ein ¢’ € {1,...,r} fiir alle K"’ € gy(w) .
Da U eine starke Vitalische Ableitungsbasis ist, existieren abz#éhlbar

viele, disjunkte

L' I,),... € U g1(w)

weRy

und abzéhlbar viele, disjunkte

" L",...e U gso)
wERl
mit
RnJ<cUI/uN,<cJ,
o=1

o (m(Ns) = m(N,) = O)
RnJ<IL”uN,<J.
o=1

5) Zu jedem 8~gibt es~paa,rweise disjunkte 1,°,.. .,f;’(s)e € und paar-
weise disjunkte I,%,..., I, € £ mit
I'u...vuIlJulsu...ulf, =J,
I/u...uIlynyfu...uls,) =0,
€, I I8, T} > Zy(J)
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und entsprechend fiir I 2. Dabei gilt weiter

Ndyu...uls)cJ-RnJ
8=]
und ebenso

Ndeu... uj;(,)) cJ-Rnd,

8=1
also wegen (*)

IIA

lim, , m(I*0 ... uI%,) < mJ—RnJ) <$,

lim, ,om(I,*U ... UL%,) < m(J-RnJ) < 5.
Ohne Einschréankung der Allgemeinheit kénnen wir daher annehmen,
daB die I,¢, I,® so gewiihlt sind, daB

l—i?ﬂs—onFl(Ila)'i' e +F1(Ifis))| <e
und 3 )
G, oo [ Fo(ly) + . . .+ Fy(li)] < .
gilt.
6) Aus (**) folgern wir
AW +e > FyI)+ .+ FyL) + Fyy) + ... + Fy(Iy,)
2 am(I)u...uI)+F (1) +...+F(I3,),
foJ)—e < Fo(I,") +. .. +F2(Is”)+1'12(1:18)+ ces +1'12(;:4(s))
S BmIy U .. UL+ P+ ..+ Fy(Ie,)
und damit fiir 8 > oo unter Beachtung von (*)
fil)+e > am(UR 1)) — ¢
am(RnJ) — ¢
> (x—p)m(R)—14n) + pm(J) — |Bln — ¢
2 Ha—p)m(R)— (Il +1)e+pm(U,1,")
> fo() = (1Bl +3) e + ¥ — p)M(R) ,
also wegen f,(J)=f(J)
(1Bl+4)e > }(x—p)m(R),

was ein Widerspruch zur Wahl von ¢ ist.

I\
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2. Das Burkill-Integral iiber endlichen Teilintervallen des R!.
Als Anwendung betrachten wir nun eine iiber einem endlichen Inter-
vall gegebene Intervallfunktion.

Es sei —oo<a<b< +o00. Fir agt<t' <b sei die reelle Funktion
p(t,t") erklirt. Setzen wir

() :=y@t,t') fir I = ('] und Q' := (a,b],

so ist y eine fiir alle links offenen, rechts abgeschlossenen Teilintervalle
I von Q' erklirte Funktion. o ist genau dann iiber ' B-integrabel mit
dem Integralwert [2y(I), wenn es zu jedem & > 0 Zwischenpunkte t,,. . .,f,
(n=n(e)) mit

a=:tg <ty < ...<t,<t,,,:=0b
gibt derart, daB fiir jede Unterteilung

a=:t <t'<...<tp,i=0b
mit
. {ty,. .t} < {8, ot}
die Ungleichung
m+1

b
3 pltit) = [ o)
uw=1 b4

< &

gilt. Wir sprechen im folgenden auch kurz davon, dal y iiber [a,b]
Burkill-unterteilungsintegrabel (oder: B-integrabel) ist.

Die durch die endlich vielen Punkte ¢,,...,t, mit a<t;<...<t,<b
gegebene Intervallunterteilung bezeichnen wir wieder mit Z={t,,. . .,t,},
ferner setzen wir Z,>Z, falls

Zy = {t. . ot} D (. ota}

n+1

w(Z):= glw(t,_nt,) .

und

Es sei s(t) eine iiber [a,b] monoton nicht fallende Funktion; die Punkte
von [a,b] klassifizieren wir nach dem Stetigkeitsverhalten von s(¢):

SL:R ;= {te (a,b): s(t—0)<s(t)<s(t+0)}
SL:= {te (a,b]: s(t—0)<s(t)=s(t+0)},
SE:= {te[a,b): s(t—0)=s(t)<s(t+0)}

mit s(a—0) : = s(a), s(b+0):= s(b) und
T := [a,b] — (S&-Eu STy SE).
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Zur Vereinfachung fiihren wir noch die Mengen

{1} fir teT
{2} fur teSE
{3} fir teSE
{2,8) fir teSLR

Cci):=

fiir ¢ € [a,b] ein. Nun setzen wir
Q:={(tA): ast<b,A1eC(t)},
betrachten das »Intervall«
(,B) := {(t,4): a<t<p, 2eCH)} U {(x4): Ae Clx)n{3}}u
u{(8.0): 1€ CB)N{L,2}},
und setzen
m({x, B)) 1= 8(f) —s(x) ,
Q:= {x,p): asa<pf=sb},
B:= BQ.

Es ist m o-additiv und endlich iiber €; also 148t sich m zu einem ebenfalls
mit m bezeichneten Maf iiber B erweitern.

Durch diese Konstruktion, die nur eine Trennung der beidseitigen
Unstetigkeitspunkte von s(t) bewirkt, haben wir der monoton nicht
fallenden Funktion s(f) ein MaB iiber 2 zugeordnet. Die Intervallfunk-
tion p(t,t') iiberpflanzen wir durch

(e, B)) i = p(x,B) .

Ein durch die Teilmengenrelation gerichtetes System von Intervallen
{x,,8,> (I' beliebige Indexmenge, y € I') nennen wir eine zugelassene
Ableitungsfamilie zu o= ({,A), wenn lim(8,—«,)=0 und wenn fiir 1=1
(d.h. t e T) entweder «,=t fiir alle y € I' oder §,=¢ fiir alle y € I" bzw.
tir A=2, g,=t fiir alle y € I' bzw. fiir 1=3, «, =1 fiir alle y € I' gilt. Die
Gesamtheit Y aller zu irgendeinem Element w € 2 zugelassenen Ablei-
tungsfamilien bildet eine starke Vitalische Ableitungsbasis. (Den Be-
weis fiir diese Aussage fiihrt man etwa mit der in [12] angegebenen Uber-
pflanzung der Menge 2 auf das abgeschlossene Intervall [s(a),s(b)].)
Unmittelbar einzusehen ist, dal die Ableitungsbasis U die Eigenschaft
T** hat.

Mit diesen Begriffen ist der nichste Satz ohne Schwierigkeiten aus
Satz 1 zu folgern.

Sa1z 2. Es sei s(t) eine iber [a,b] monoton nicht fallende Funktion ; o, be-
zeichne das vom Stetigkeitsanteil von s(t) iber dem o-Kérper aller Borel-



... VERALLGEMEINERUNG DER PALMSCHEN FORMELN 129

schen Teilmengen von [a,b] definierte Maf. Die fir a<t<t <b erklirte
reelle Funktion y(t,t') gentige der Ungleichung
lp(t,t')| = s(t')—s(t) .
Ist (t,t') @ber [a,b] B-integrabel, so existieren
p(7,1)
«18(8) —8(7)
far alle t € SLUSL-E ynd fir oy-fast alle t € T und

y(¢,7)

im
ot 8(7) — 8(8)

fir alle t € SEUSL-R yund firr oy-fast alle t € T'; fiir oy-fast alle te T sind
diese beiden Grenzwerte gleich.

Bewers. Die von y(t,t') und s(¢) induzierten Funktionen y|&, m|B
erfiillen beziiglich der starken Vitalischen Ableitungsbasis U die ent-
sprechenden Voraussetzungen von Satz 1. Daher existiert Dy(w) m-fast
iiberall. Wegen der speziellen Form von 9 und wegen

p(@B) _ (o)
m(,f))  8(B)—s(x)
ergibt sich daraus die Behauptung.

Mit B(a,b) bezeichnen wir den o-Korper der Borelschen Teilmengen
von [a,b], mit B(0, + o) den ¢-Korper der Borelschen Teilmengen von
[0, + ). — Aus [1] iibernehmen wir

DeriNiTION. Die Funktion ¢(t) heit iiber [a,b] s(f)-meBbar, wenn g(¢)
iiber [a,b]—SL-E eindeutig und B(a,b)-meBbar ist, und wenn g(¢) fir
jedes 7€ SL-E zwei nicht notwendig verschiedene Funktionswerte
gZ(t), g®(z) besitzt. Weiter heilit g(¢) s(f)-integrabel, wenn die iiber £
definierte Funktion

gt) fir w=(,A4) mit ¢e[a,b]-8SL-E
g(w) := {gk(t) fir w=(@,4) mit e SHE =2
gB(@¢) fir w=(t4) mit t e SH-E, 1=3

m-integrabel ist; der Wert des s(f)-Integrals ist

b
f g(t) s(dt) : = f g(w) m(dw) .
a 2

Math. Scand. 16 — 9
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Einige Eigenschaften des s(t)-Integrals, die in folgendem teilweise
benutzt werden, sind in [1, § 4] zusammengestellt.

g(t) ist genau dann s(¢)-meBbar, wenn g(w) B-meBbar ist. Erfiillen
s(t), w(t,t') die Voraussetzungen von Satz 2, so gibt es eine s(t)-integrable
Funktion ¢(¢) mit

fw(l ) = f p(7) s(d7);

@(t) ist bis auf eine ¢,-Nullmenge von Stetigkeitspunkten von s(¢) gleich
den in Satz 2 auftretenden Limites, genauer:

o(t) = lim y(7,t) — lim (¢, 7)
S8 —8(7) o 8(7)—s()

fir o,-fast alle t € 7',
et) | _ .. p(ni) !fﬁr te SL

o)) T wst)—s() lfir teSLE
und |

o) | _ o ) {f\‘ir teSE
oR() |~ s(0)—s) lfir teSLR
(siehe [1, Satz (4.6)]).
Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2 ist

Satz 3. Sind y,(t,t'), v(,t') fir ast<t' <b erklart mit 0=Zy,(t,t') <
y(t,t'), sind beide Intervallfunktionen iber [a,b] B-integrabel, und definieren
wir 8(8) : = [t w(I) und damit o4, ST etc. wie frither, so existieren

lim 1/)l(t! t)
T/t '/’(T,t)
far alle t € SLUSL-E ynd fur oy-fast alle t € T und

t,
lim Y147
™N¢ 1/f(t, T)

fir alle t e SEUSL: B und fir oy-fast alleteT.
Beide Grenzwerte sind fur oy-fast alle t € T gleich.

Satz 4. Sind y(t,t'), yi(t,t'),... dber [a,b] nicht-negativ und B-inte-
grabel, ist

w(t,t') = Sy tt) fir ast<t'<b,
n=1
und gilt
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(o o]

> v(2)

u=mg

<e fur Z=2,
Jiir jedes £>0, so ist

b b

[v =3 [win).

a ”=1a

Weiter erhalten wir mit s(t) := [*w(I)

[oo]

Yu(7:?)
m —_— =
p=1 171 Y(T,1)
Jiir t € SLUSL:E ynd fir oy-fast allet e T, und

1

* t
> limw—“(’—r) =1

n=1 TN\t '/’(t: t)
fir t € SBUSL-R ynd fir oy-fast alleteT.
BewEgrs. Wir setzen
m
(pm(t’t') L= E ‘!/)”(t,t') .
p=1
Zu ¢>0 gibt es ein Z, mit

b

w2~ [v()

a

<e fir Z =12,

und nach Voraussetzung ein m, und ein Z, mit

Y(Z)—e < @, (Z) s p(Z) ftir Z>2,.
Fir m>m, Z=7,, Z>Z, gilt dann

b b
[vD =22 < p(@)=¢ < Pu (D) < (D) S 9(2) < [pl)+5;

wir erhalten daher
b

J"lp(I) = lim

m—>0o

b
f Pmll)

a
was wegen
b

[ou =3 fb wD)

a

die erste Behauptung ergibt. Sind g,(t) die durch
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f g,(x) o(dv) = f vud)

bis auf o,-Nullmengen N,=T eindeutig festgelegten, s(f)-integrablen
Funktionen, so gilt die Gleichung

jl s(dt) = élfgﬂ(t) s(dv) = f ( §:gﬂ(1)) s(d) ,

w=1

wegen 0<3 ,g,(t)<1 und des fiir s(t)-Integrale giiltigen Satzes von
Lebesgue. Daraus folgt, daB bis auf eine o,-Nullmenge von Punkten aus
T stets 3>,9,()=1 gilt. Nach der vor Satz 3 gemachten Bemerkung
erhalten wir schliefllich die zweite Behauptung.

Als letzten Satz dieses Paragraphen formulieren wir folgende einfache
Existenzaussage:

Satz 5. Ist y(t,t') aber [a,b] B-integrabel, und gilt far die Funktion
vy(t,t') die Ungleichung

IA

n n
P1(losln) — 2 ¥, (t,—158,) l Y(tostn) — Z p(t, 1,1,
v=1 v=1

far beliebige ty,ty,. .. t,_4, t, mit asty<t;<...<t,_;<t,<b, so ist y,
iiber [a,b] ebenfalls B-integrabel.

3. Die verallgemeinerten Palmschen Formeln.

Es sei z(f) ein in 0=<t¢< + oo definierter Call-Proze8l, d.h. ein stocha-
stischer Prozefl mit

3 plat) -a(t)=i) = 1

fiir beliebige f,, ¢, mit 0=¢ <ty,< +oo. (2(fy)—(t,) ist mit Wahr-
scheinlichkeit Eins eine nicht negative, endliche, ganze Zahl. Uber
den Wert i=oo ist nicht zu summieren.) Weiter setzen wir fiir diesen
Paragraphen voraus, dafl

n
8(t) :=supy 3 p(x(t,) —2(t,;)21): O=ty<t;<...<t,=t< +oo
y=]

fiir jedes ¢ > 0 ist. (Wegen der Bedeutung dieser Voraussetzung siehe [3]
und [4]. In [7, § 7] ist ein ordindrer, stationdrer Call-Proze8 konstruiert,
der diese Voraussetzung nicht erfiillt.) Fiithren wir die Abkiirzung

Yt b)) = pla@”’)—x(t')23) fir 0=t <t”,



.. VERALLGEMEINERUNG DER PALMSCHEN FORMELN 133

1=1,2,..., ein, so besagt diese letzte Bedingung nur, daB die Intervall-
funktion ¥,(¢,¢') iiber jedem endlichen Intervall [a,b]<[0, + o) B-inte-
grabel ist, da

¥y(,t) = zlwl(tv—litv)

fir t=ty<t; < ... <t,=t' gilt. (¥,(,¢') ist unteradditiv.) Wegen
0 < P,(t',t") < E(x(t")—x(t))

folgt aus E(x(t))< +oo fiir jedes t20 die B-Integrabilitit von ¥,(,¢)
iiber jedem endlichen Teilintervall der positiven Halbachse. Ist z(t) ein
stationérer Call-Prozef3, d.h.

Y, (t,t) = P0,t'—1),
8o liegt B-Integrabilitit von ¥,(¢,¢') genau dann vor, wenn der Para-
meter A: =lim,\ ,%,(0,¢)/t des Call-Prozesses endlich ist; s(t) hat in die-
sem Fall die Form s(f)=A¢, wie sich sofort aus Satz 1 ergibt. Fiir einen

Call-ProzeBl mit B-integrablen ¥,(¢,#’) braucht natiirlich der Erwartungs-
wert E(xz(t)) nicht zu existieren. Wir definieren die Intervallfunktionen

W, (875 0) 1= p(a(t”) —a(t') 24, 2(b) — (") 2 k)

(0=t <t £b); fiir jedes b2t ist ¥, o(t',t""; b)=P(t',t""). Zunichst be-
weisen wir

LemMa. Fir 1=1,2,...;k=0,1,2,...; 0St,<t;<...<t,<b gilt

gji, k(tO’tn; b) z Y’i k v—l’ v’ z Wl( r-—l’ r l(tO’tn) .

=]

Bewzis. a) Es sei n=2. Mit den Abkiirzungen
. z:= x(b)—x(ty), 2 := x(t)—x(y), zg:= (ty) —x(ty)
gilt
Vi(testy) + Wit te) = p(2,21) +p(2p2 1)
= p(z;2 1,2,=0) + p(2,21,2,21) + p(2,21)
= p(1+2,21) + p(z,21,2,21)
Yiltoste) + p(z121,221) .

Weiter ist

¥ ilfosty; b) = P(2+29214,22K)

S P(2,24,2=0,22 k) +p(2,=0,2, 24,22 k)
+p(z121,2,2 1,2, +2,240,22k)
'Pi Kb, t13 0) + ¥y k(tntz, b)+p(z21,2,21)

= 2 wi,k(tv—btv; b) + Z Wl(tr—l’tv) - yyl(tO’t2)

und =1 r=1

IA
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2
z Td,k(t —11 v > )

p==]
= P(z12%,2+22k) + plzp24,22k)
= P(2,20,2,=0,22k) + p(2,21,2,2 1,2, +22 k) + P2 21,22 k)
S Pz +229, 2>k) + p(z21,2,21)

= ¥, x(to,t2; b) + ZIY’I(t.-pt.) - ¥ilte,ts) -

Fiir n=2 ist also die Aussage des Lemmas bewiesen.
b) Wenden wir nun vollstindige Induktion an, so erhalten wir wegen

Poaltotni ) = 3 ol M

S |y, iltostas 0) — Wy lbo,ts; D) — Wy w1ty )] +

!pi k(tl’ n)b)_ zgj -1’ nb)'

S Wite:ty) + Pilty,ta) — Pille,t,) + Z2T1(t.—1’5v) - Yi(tsstn)

sofort die Behauptung.
Aus diesem Lemma und aus Satz 5 folgt, dafl die Intervallfunktionen
¥, «(8,'; b), Wi(t,t") und damit auch

v, k('8 0) 1= p(a(t”) —x(t')=1,2(b) —x(t'") = k)
= Wt 0) =Wy a8 0) = Wiiq k(8585 0) + Py (.85 B)
und
Pi(t',7) i = p(a(t”) —2(t')=1) = Pi(t',t")— Pya(t',t")

iiber jedem endlichen Teilintervall von [0,b] bzw. von [0, + o) B-inte-
grabel sind.

Bezeichnen wir mit ¢; das MaB} iiber B(0, + ), das vom Stetigkeits-
anteil von

t
8i(t):=f%(1), i=1,2,...,
0

definiert wird und mit g, das vom Stetigkeitsanteil von s(t) definierte
MaB, so existieren wegen

0 = i i(¥',87;0) 2 yt',27) < Wy(t',2") = Py(',8")

und wegen
0 S W, ("5 8) S Wyt
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nach Satz 3

]tigltp(x(t)—x(t)=i | 2(t)—=(r) 2 1) = {i}'ﬁ Z?"ff;,%

limp(e(b) —x(t) =k | #(t)—x(7) 2 1) = lim FLimt; ) = P en(nt B)
T/t T/t 'Ill(rft)

fir g,-fast alle £ € T und alle ¢ € SL U SE-E und analog

lim p(z(7) — x(t) =1 | (7) —x(t) 2 1)
™\t

und

und
lim p(z(b) — (1) =k | z(7) —x(t) 2 1)
™\ ¢

fiir oy-fast alle t € T und alle t € SE y SL-E. Auf 7T sind die Grenzwerte
7,/'t o,-fast iiberall gleich den Grenzwerten bei v\(¢. Ebenso existieren
die Grenzwerte von

. , ;b
P(a(b) —(t) =k | 2(t)—a(r)=4) = % b)

fir 7 7t fir o;-fast alle ¢t und fiir alle ¢ mit s,(t — 0) <s,(f) und die ent-
sprechenden Grenzwerte fiir v\¢ bis auf ebensolche Ausnahmemengen.

Eine Funktion ¢(t;b), die s(t)-integrabel in ¢ (bei festem b) in jedem end-
lichen Teilintervall von [0, + o) bzw. [0,b] ist, nennen wir kurz s(t)-inte-
grabel. Es gilt

SaTz 5. Es existieren s(t)-integrable Funktionen
P()]0St< 4+ o0,
@ x(t;0) | 0St<b< + o0,
Piit;0) | 0SESb< +oo
mat folgenden Eigenschaften:
a) Es gibt eine o-Nullmenge N <T derart, daf fur i=1,2,... gilt:
pilt) = limp(a(t) ~a(x)=i | a(t)~2(1) 21)
Tt

= limp(x(7)—2(t)=1 | #(r)—2(t) 2 1)
fir alle teT— N, h

pi(t) ) ) fur te St
pE(0) = ltlgtp(x(t)—x(r)=t | #(t)—x(7) 2 1) fur te SER
un
Pi(t) fur te SE

P (t) N 1i\rzp(a:(r)—x(t)=i | #(m)-=(h)21) fur te SL-E,
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b) Zu jedem b mit 0 <b < + oo gibt es eine ay-Nullmenge N(b)<Tn(0,b),
so daf far k=0,1,2,...

. x(t; b) = lim p(x(d) -2(t) =k | 2(t)—2(7) 2 1)
T At

= lim p(z(b) —z(7)=Fk | 2(7) —2(t) = 1)
T\

fur alle te Tn(0,b)—N(b) gilt, und die entsprechenden Gleichungen fir
te SL, t € SE und t € SL-E bestehen, und fir 1=1,2,...; k=0,1,2,... die
Gleichungen

@i,1(t; 0) = li;lzl p(x(0) —2(t) =k | 2(t) — 2(7) =1)

= lim p(x(b) — 2(7) =k | z(v) —x(t) =1)
N

fiir alle t € TN(0,b)— N(b) mit py(t)+0,

®i,x(t; b) = 11/1'1: p(2(d) —2(t) =k | 2(t) - 2(z) =)
fur alle t € SE mit p,(t)+0,

oFu(t; b) = 11;3 p(x(b) — () =k | 2(t) —2(z) =1)
fiir alle t e ST-R mit pE(t)+0,

PEt; b) = H\Tt p(x(b) —2(7) =k | () —x(t)=1)

fir alle t € SE-E mit p,B(t)+0, und die entsprechende Gleichung far alle
t € SE mit py(t)+0 erfullt sind.

Dieser Satz ist wegen s;(t) = [ p;(7) 8(dv) nur eine Zusammenfassung
des Vorhergehenden.

SATz 6. Fiir die in Satz 5 eingefihrten s(t)-integrablen Funktionen gelten
bis auf eine oy-Nullmenge bzw. o;-Nullmenge die folgenden Beziehungen:

a) 0=p(t) =1, .le,-(t)=1;
b) 0=5¢. ,(t; D)1, @ ,t;b)=1,
k=0

0@ (t;0) < 1, kZ%,k(t;b)=l;
=0

o) 3 pul) 9ol D=t B).
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Bewers. Nach dem am Anfang dieses Paragraphen angegebenen
Lemma ist

W, 23 0) S Vo uly; )+ (D) -2y  fir Z>Z,.

Wihlen wir zu vorgegebenem &>0 die Intervallunterteilung Z, von
[0,6] so, daB | (Z)— P1(Z,)| <e¢ fiir alle Z > Z, gilt, und zu Z, die natiir-
liche Zahl m, so, daB

ng,o(zl; b) < Yy ml(Zy1;b) < ¢

ist, so erhalten wir fiir jede Intervallunterteilung Z von [0,b] mit Z > Z,
und fiir m =z m,

| ¥, k(Z; )| < 26 und |, m(Z; b)| < 26,
k=0,1,...;1=1,2,.... Wegen

W,(Et) = 3 p(et) —a(t)=i),

1=m

¥, (15 D) =k§ Pad) —2(t) =k, o(t') —2(t) 2 1),

Wy (b5 D)= iy, mlts 5 D) =k§ p(a(b)—2(t') =k, 2(t') — w(t) =)

und

W, i3 B) = Py a5 0) = 3 p(a(b) —(t)) =, a(t)) — a(t) =)

t=m

ergibt Satz 4 die nichttrivialen Behauptungen von Satz 6. Fir die
Aussage c) ist jedoch eine einfache Modifikation von Satz 4 notwendig.

Im néchsten Satz kénnen wir nun die verallgemeinerten Palmschen
Formeln zusammenstellen.

Satz 7. Far jeden Call-Proze mit B-integrablem W,(',t") gqilt fir
0a<b< +o

b
P(b)~2(@)=0) = 1 — [,o(t; ) a(ds),

k b b
p@®)~a(@)=k) = 3 [ 2i0) pya-it; B) () = [ .3 5) o),
k=1,2,.. i ’

BewEss. p(z(b)—x(t)=1) ist als Funktion von ¢ totalstetig beziiglich
8(t),©=0,1,.... Fir 0st'<t'"<b gilt
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p(x(b) —2(t') =0) = p(x(b) —x(t")=0, z(t"') — x(t') = 0)
= p((b)—=(t"")=0) — p(x(d)—=z(t")=0, 2(t") —=(t') 2 1)
und

k
P(x(d) —x(t')=Fk) = Zop(x(b) —z(t")=k—j, x(t") —z(t') =j)
]ﬂ

k
= zlp(x(b) —z(t")=k—j, 2(t") - =(t')=j) +
J=
+ p(x(d) —2(t")=k) — p(x(d)—z(t"") =k, z(t")—x(t')2 1) .

Gehen wir zur Grundmenge {2 iiber, und bilden wir die -Ableitungen
Dyo, Dy, der Intervallfunktionen

2o(C5870) 1= pot”,0) —wo(t,0),  xalCE,87D) 1= wi(t”,0) —y(t',0)
beziiglich m, so erhalten wir (mit den Bezeichnungen von Seite 129)
Dyo(w) = @. o(w; b),

k
Dy(w) = @, 1(w; b) — lej(w)~¢;,k-j(w; b)
]=

fir m-fast alle w € 2. Wegen der Totalstetigkeit von p(z(b)—x(t)=1)
folgt daraus

pla(b) —2(a) = i) — p(x(b) — (b) =) = — f Dyw) m(dw) ,
2

also nach Ubergang zu den s(f)-Integralen:

b
P(a(b) ~(a)=0) = 1 — [ g.o(t; ) sdt),

k b b
Pe®) ~2(@) =) = 3 [ Pit) 93,-5t: 6) ) = [ g..4(4; ) s(dt)
J= a a

fir k=1,2,..., was zu beweisen war.

4. Zwei Sitze von Khintchine.

In diesem Paragraphen sei z(t) ein Call-Proze ohne Nachwirkungen
(d.h. 2(ty) —=z(t,) und =2(f;)—=x(t;) sind unabhingig fir 05¢, <, =t;<
ty < +00). Zunichst beweisen wir (in [5] ist unter anderen Voraussetzun-
gen eine dhnliche Aussage bewiesen)
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Satz 8. Fir einen Call-Prozef x(t) ohne Nachwirkungen gilt
sup ilp(x(t,)—x(t,_l) 21): a=ty<t;<... <tn=b} < +o0
fir beliebige a, b mit 0<a<b< +oo.
Beweis. Aus der Annahme
sup i p(a(t,) — ()2 1): a=t,<t;<... <tn=bi = 400
v=1

folgt die Existenz von 7;,...,7,,; mit a=:7y<7;<... <7, = b und
mit

v
ot

gp(x(r,) —a(7,,)2 1)

Ferner gibt es ein v, € {1,...,n,} mit

v0

m
sup{ ¥ pla(t,) —x(t, 1) 21): 7, 1=t <t <...<i,=T7, }= +o0.
u=1

Es sei
2 1= (1) —x(a) ,
2y 1= 2(7) —2(74) ,
Zvo—l = m(Tvo——l) —x(tvo—'2) s
Z,o L= x(tvo-i-l)_x(.tvo) ’
Zng-1 1= 2(b) = 2(Tpy) -
Ebenso gibt es wieder 7,y,..., 7y, Mit 7, 1 =714<7;3 < ... <Typ, =71,
und mit
mo
2, px(ry,) (v, 1) 21) 2 2;
p=1

ferner existiert ein u, derart, daBl ¥, iiber [7y,,_;, 7y,,] nicht B-integrabel
ist. Setzen wir nun wieder

zno L= x(Tll) —x( rvo"l)

zno+;to—2 = x(TI[lo—-l) - x(rlﬂo—2)

z‘no-ﬂto—l = x(rl/,qﬁ-l) - x(rlyo)

Zpotme—2 = Z(T,o) - x(rlmo—l)
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und wenden auf das Intervall [7,, _;,7,,,] wieder das gleiche Verfahren
an usw., so erhalten wir eine Folge 2,,2,,... von unabhingigen Zufalls-
variablen mit

3 P2 1) = +oo.

Nach dem Borel-Cantellischen Lemma treten daher mit Wahrscheinlich-
keit Eins unendlich viele der Ereignisse {z,2 1} ein; folglich ist p(x(b) —
x(a)=+o0)=1, was aber ein Widerspruch zur Definition des Call-
Prozesses ist.

Wegen

p(x(d) =)=k | 2(t")—2(t') 2 1) = p(x(b) —=(t") =k | z(t") —x(t') =1)

= p(x(b) —=z(t")=k)
erhalten wir

@ x(t; D) = @ 4(t; b) = p(x(d) —z(t)=k)
fiir ¢ € S£n(0,b] und fiir o, -fast alle ¢ € [0,b] — (SLuSEY SL:E),
P.lt38) = ot D) = limp(e() —a(x) =)
fiir t € SEN[0,b) und
PEalt; B) = plult; b) = p(a(b) —2(t) =F)
fiir t € SL-En(0,b],
Pl b) = gilit; D) = limp(a(b) ~a(7) =F)

fiir t e S&-En(0,b).
Definieren wir fiir |2| <1, 2 reell, die erzeugenden Funktionen

I(z;t,b) := % p(x(b) — z(t) =k) 2*
k=0
und

D(z; £,0) 1= 3 @ 4(t; 0) 2%,
k=0

fiir 0t <b, so ist D(z; t,b) bei festen z und bei festem b iiber jedem:Teil-
intervall von [0,b] s()-integrabel, ferner

D(z;t,b) = II(z; ,b) fir alle ¢t €[0,b]— (SEuSL:R),
D(z;t,b) = II(z;t+0,b) fir te[0,b)nSE,

DL(z;t,b) = II(z;t,b) fir te(0,b]nSLE

DE(z; t,b) = II(z;t+0,b) fir ¢e(0,b)nSLE,
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Aus den verallgemeinerten Palmschen Formeln ergibt sich

b
H@zth) = 1 — J.tp,’o(t;b) s(dz) +

b

00 k b
+3 (.Z PUT) 9., 1-4(T3 B) # 8(d7) — [, (z; b)2* 8(dr))
17

k=1 \i=1 y

und nach Vertauschung der Summationsreihenfolge

b
(*) e 48) = 1 + [ @(; ©,b) P; 7) o(d)
mit - ‘
P(z;7):= 3 pu(r)2k — 1.
k=1
Definieren wir fiir 0 <2<} und fiir 0=<¢{<b die Funktion

O(z;t,b) := Inll(z; t,b),
so gilt wegen

I(z; t,,b) = I(z;t3,t,) II(z; t,,0)  fur 0=t <t,<b
zunichst

@(Z; t2’b)—@(z; tl’b) = —lnH(z, t17t2) .
Weiter ist fiir |z| <} stets
(1 =1I(z; t,,t,)| < p(x(tz) —x(ty) 2 1)k§0‘z|k = 2(8(t2) —s(tl))

und damit fiir ¢,,¢, mit s(¢,) —s(¢,) < } auch

|O(2; t,,0) — O(z; £5,0)| = E(_l)w (1-11G; oty

n=1 n

< 21[2(s(t2)—s(t1))]"
2
S [o(t) —(t)] — = 4latta) —a()];

das bedeutet, daB die Intervallfunktion O(z;t,,b)—6(z;t,,b) beziiglich
8(t,) —s(t,) totalstetig ist. Folglich existiert eine s(t)-integrable Funktion
HNz; t,b) mit

b
@(z;t,b)=fz9(z;t,b)a(dr) fir 0<t<b
[ ]
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(vgl. hierzu die Ausfithrungen vor Satz 3 und [1, § 4]). Aus (*) konnen
wir ¥(z; ¢,b) berechnen.

Ist ¢ € (0,b]NnT, so ist auch I71(z;t—0,b)=1II(z;t,b) und damit bis auf
eine g,-Nullmenge von #-Werten

. @(Z; tab)_@(z; 15b)
—lim

At s(t) —s(7)

Inll(z;t,b)-Inll(z; 7,b) .. II(z;t,b)—II(z; ,b)

—lim lim

T At H(z;t,b)—ﬂ(z; Tyb) T At S(t)—-s(‘()

-1 _mH(z;t,b)—H(z;r,b)
= 1 =

H(Z;t,b) T St S(t)—S(T)

Hz; t,b)

P(z;t),

da der letzte Limes fiir o,-fast alle Stetigkeitspunkte von s(f) gleich
—D(z;1,0)-P(z;t) = —II(z;¢,b) P(z;t)
ist. Ist t e (0,b]n(SLuUSL:E), so folgt aus (*)

II(z; t,b) [1+ P(z; t) (s(t) —s(t—0))], teS*,

II(z;t—-0,b) = (z; t,b) [1+ PE(z; t) (S(t)—s(t—O))], te SL.B

und damit

. 0O(z;t,0)—0O(z; 7,b)
lim
Tt At 8(t)-—8(‘()

. 1 I1(z; t,b)
= lim n
,/tS(t)—S(T) H(Z, Tab)
_ -1 In[1+P(z; t)-(s(t) —s(t—0))], tesS*,
" s(t)—s(t—0) lIn[1+PZ(z; t)-(s(t) —s(t—0))], teSL-E,

also
1
¥z; t,0) = SO0 In[1+P(z; t)-(s(t)—s(t—0))], teSE,
und

#(z;4,0) = P

1
O —st—0) In[1+ PL(z; £)-(s(t) — s(t—0))], te SEF.

Ebenso erhélt man

1
¥z; t,b0) = G050 In[1+P(z; t) (s(t+0)—s(t))], teSE,
und

1
OE(z; ¢,b) = m(—t;-ln[l + PE(z; t) (s(t+0) —s(t))], teS™E.
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Bildet man das s(t)-Integral der Funktion 9(z;,b), so ergibt sich die
Behauptung des nichsten Satzes; die im Beweis notwendige Einschrin-
kung 0<z<} kann man nunmehr wieder durch |z| <1 ersetzen, da die
auftretenden Potenzreihen in diesem Bereich konvergieren.

Satz 9. Fir jeden Call-Prozef3 ohne Nachwirkungen hat die erzeugende
Funktion Il(z; a,b) die Form

II(z; a,b) = exp{ P(z;t) oo(dt)} U,(z;a,b) Uy(z; a,b)

(a,blnT
mit
P(z;t) = 3 py(t) 2 -1,
k=1

Upzsab)i= T (1+P; 1) [s(z)—s(z—0)]) -

ze(a, bjn SL

IT  (1+Pz; ) [s(7) —s(z—0)])

wnd ze(a, bjn 8L,
Uyz;a,0):= TI (1+P(;7)[s(r+0)—s(7)])-

z€la, b)n SE

14+ PE(z; 1) [s(z+0)—s(7)]) .
DI PR ) (e 0)—s(2)

Khintchine hat in [8] diesen Satz unter der zusitzlichen Voraus-
setzung »E(z(t)) < + oo fiir jedes £ 2 O« mit anderen Hilfsmitteln bewiesen.
Die Umkehrung kann man aus [8] iibernehmen. Fiir die in [8] beim
reguliren Fall auftretenden Funktionen y,(8) erhilt man

B B
[pa0 5@ = [y, k21
0

die Darstellung der y,(8) als Burkill-Integrale ist bereits in [14] enthalten.
Als einfachstes Beispiel erhalten wir fir p,(f)=1, p,(t)=0 fir k=2,
8(t)=2t den Poisson-Proze mit der erzeugenden Funktion

II(z; a,b) = eE-Di0-a)

Einfach ist nun der Beweis fiir folgenden Satz, der eine Prizisierung
des Ergebnisses von [9] ist.
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Satz 10. Far einen Call-Prozef x(t) gilt

-y [A0) — A(@)]*

p(x(®)—z(a)=k) = Pl

SJir k=0,1,. .. mit monoton nicht fallendem A(t) genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

a) z(t) ist ohne Nachwirkungen;

b) der Stetigkeitsanteil von A(t) ist bis auf eine additive Konstante gleich
dem Stetigkeitsanteil von s(t); das Stetigkeitsverhalten von A(t) ist in jedem
Punkt gleich dem Stetigkeitsverhalten von s(t);

¢) A(t)— At —0)= —In{1—(s(t)—s(t— 0))} far t € SLUSL-E,
A(t+0) — A(t) = —In {1 —(s(t+ 0) —s(t))} fitr t € SEUSE-E;

d) p()=1, pi(t)=0 fiir k=2 oy-fast wberall auf T';

e) pk(t) - 1 - e—(A(t)~A(t—0)) [A(t) - A(t - 0)]k
p(8))  s(t)—s(t—-0) k!
Jur t € ST resp. t € SL-E;

p k(t) = ___1___._ e~ (AE+0)-A(®) [A(t + 0) - A(t)]k
() s(t+0)—s(f) k!

fir t e SE resp. t € SL-E,

BewEs. 1) p(x(b) —x(a)=k) hat genau dann die angegebene Gestalt,
wenn z(b)—x(a) die erzeugende Funktion I1(z; a,b)=exp {(A(b)—-A(a))
(2—1)} hat.

2) Erfillt der Call-Proze8 x(¢) die Forderungen a)-e), so hat nach
Satz 9 x(b)—x(a) die erzeugende Funktion exp{(A(b)—A(a))(z—1)}.

3) Hat x(t')—x(t) fir O0<t<t'<+o die erzeugende Funktion
exp {(A(t')-/1(t)) (z—1)}, so ist z(t) ohne Nachwirkungen. Die erzeu-
gende Funktion I1(z; a,b) hat daher die in Satz 9 angegebene Gestalt.

Zerlegt man beide Darstellungen der erzeugenden Funktion I1(z; a,b)
in den Anteil von SZn(a,b]:

I(z; t—0,1
teS.ll—n'Ea,b] ) ’

in den entsprechenden Anteil von SZEn[a,b), in den Anteil von
SL:En[a,b]:

HZ;T-—O,T) ( Hz;r,'r+0)
(teSLHl(a, b ( ) -reSL:l;'!l‘[a,b) ( )

und in den Anteil von 7'n[a,b], so erhédlt man durch Vergleichen
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1 + P(z; 7) [s(x) — s(z—0)] = exp{(4(x) - A(x—0))(2— 1)}

fiir v € ST und entsprechend fiir = € S® und 7 € SZ-E und fiir den Anteil
von T'n[a,b] schlieBlich

exp{ f P(z; 1) ao(dr)} = exp{(4y(b) — Ap(@)) (z— 1)} ,
(a,blnT
wobei zur Abkiirzung

Ay(t) := - —A(r—0)) — -
olt) A(t) re%L(t)(ll(‘r) AT 0)) tsg’;m(/l(‘r—i- 0) A(‘r))
mit

SL(¢) := (SLUSL:B)yn (0,¢]] und SE({E):= (SEUSL:E)Nn[0,)

gesetzt ist. Daraus ergeben sich unmittelbar die Behauptungen b)-e).

5. Ein Satz von Korolyuk.

Nach einem Satz von Korolyuk (siehe [7]) gilt fiir einen stationiren,
ordindren Call-Proze8 z(t) stets

E(x(b)—wx(a)) = A(b—a), wobei 2 = lim¥(7)/r
™N O

der Parameter des Call-Prozesses x(f) ist. Mit den hier entwickelten
Methoden kénnen wir allgemein E(m(b)—x(a)) berechnen:

Sarz 11. Ist x(t) ein Call-Prozef3 mit B-integrablem ¥, so existiert der
Erwartungswert von z(b)—xz(a) genau dann, wenn Yo ,kp,(t) dber [a,b]
s(t)-integrabel ist. Wenn E(x(b) —x(a)) existiert, gilt

b
E(w(b) — (@) = J 3 kpult) o(dh)

Beweis. 1) Sind z,, =, zwei Zufallsvariablen, die mit Wahrscheinlich-
keit Eins nicht negative ganze Zahlen annehmen, so ist fir m=1,2,...

m
Dkplay+ay=k) = 3 (i3+15) p(ay=11,2,=1,)
k=1 11,7220
t+Hizsm

m m—iy m m—ig

= 2 % E (T =11, T3 =1,) +‘Zi2 Z (X =11, Ty=1y)

t1=1 <3=0 tg=1 11=0

m m
S 2 0 p@=1) + 3 i,p(@y=1) .

=1 13=1

Math. Scand. 16 — 10
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2) Es existiere E’(x(b)—x(a)). Nach 1) gilt fiir m=1,2,... und fiir
jede Intervallunterteilung Z von [a,b]
5 kp(a(b)—2(0)=F) < 3 ky(2) S B(a(b)-(a)
- =1

also auch
b

b
3 kpab)-aa)=k) s 3 [knd) = [ 3 kpt) st
k=1 k=la o k=1

< E(x(b)—2z(a)) < +o0

und damit fiir m — oo nach dem Satz von Lebesgue

E(2(b) — z(a)) Iélk p(x(b) — z(a) =k)

IIA

b
f kglkpk(t) s(dt) £ E(z(b) —z(a)) .

3) Ist umgekehrt 330 ,kp,(t) s(f)-integrabel iiber [a,b], so gilt fir
m = 1,2,...

b b
oo > J- 2, kpy(t) s(d) 2 f > ki) s(dt) 2 3 kp(x(b) —x(a)=F) .
a k=1 a k=1 k=1

Daraus folgt die Existenz von E(x(b) —x(a)). Beweisteil 2) ergibt dann
wieder die zweite Behauptung des Satzes.

Fiir stationdre Call-Prozesse ohne Nachwirkungen ist dieser Satz in [7]
bewiesen. Eine unmittelbare Folgerung ist

SaTz 12. Fir einen Call-Prozef3 x(t) mit B-integrablem W, gilt
E(2(b) —x(a)) =s(b) —s(a) genau dann, wenn p,(t)=0 fir k=2,... und
p(t)=1 fur alle t € [a,b] mit Ausnahme einer oy-Nullmenge von Stetig-
kestspunkten von s(t) ist.

Nennt man abweichend von der in [2], [9] und [14] gebrauchten Ter-
minologie einen Call-ProzeB z(t) ordindr, wenn p,(t) =0 fiir k=2,... mit
Ausnahme einer o,-Nullmenge von Stetigkeitspunkten von s(t) gilt, so
lautet Satz 12 wie folgt:

Die Ordinaritit von x(t) ist notwendig und hinreichend fir die Qultigkest
der Gleichung E(x(b) —x(a))=8(b) —s(a) (0Sa<b< + o).
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Diese Formulierung enthilt als Spezialfille den Satz von Korolyuk,
die von Khintchine [7] und Zitek [13] bewiesenen Umkehrungen und,
sofern man von der Abweichung in der Definition der Ordinaritit ab-
sieht, auch die von Zitek [14] fiir nicht-stationiire Call-Prozesse ohne
Nachwirkungen angegebene Verallgemeinerung.
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