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UBER DIE «-KAPAZITAT
EINER VERALLGEMEINERTEN CANTORSCHEN
PUNKTMENGE

AGOT E. RIIBER

1

M. Ohtsuka hat in [2] die x-Kapazitat und die logarithmische Kapazi-
tit einer symmetrischen verallgemeinerten Cantorschen Punktmenge F
im Euklidischen »-Raum untersucht. Nachdem ich diese Abhandlung
gelesen hatte, bekam ich den Einfall, die x-Kapazitit der in meiner
Arbeit [3] definierten verallgemeinerten Cantorschen Punktmenge zu
studieren. ([3] behandelt die logarithmische Kapazitit.) Bei vorliegen-
der Untersuchung benutzte ich auch die Abhandlung [1] von G. af Héll-
strom, und ich bin ihm auch sonst fiir wertvolle Hilfe grossen Dank
schuldig.

Die Punktmenge in [3] erhdlt man folgendermassen: Wir gehen von
einer in der z-Ebene liegenden, nicht degenerierten, beschrankten, ab-
geschlossenen, zusammenhingenden Punktmenge M, mit dem Durch-
messer d, aus. In M, wihlen wir k, neue paarweise punktfremde, nicht
degenerierte, abgeschlossene, zusammenhingende Punktmengen 4, ,,
v=1,2,..., k,. Thre Vereinigungsmenge J{, ist demnach eine Untermenge
von M,. Der Prozess wird fortgesetzt, so dass M, aus k.k,. ..k, paar-
weise punktfremden, nicht degenerierten, abgeschlossenen, zusammen-
héingenden Punktmengen A, , besteht. Diese entstehen dadurch, dass
man k, Punktmengen 4, ,, k, =2, in jedes 4,,_, , legt. Wir nennen zwei
A, , zueinander assoziiert, wenn sie zu demselben 4,_,, (4,=M,) ge-
héren, und A, soll die Vereinigungsmenge aller 4,.;,<4,,, sein.
Den Durchmesser von 4, , nennen wir D, ,, und das Maximum d,, der
Grossen D, , soll die Bedingung lim,,_, d,=0 erfiillen. Setzen wir (der
zu (1) entsprechende Zusammenhang in [3] lautet etwas anders)

(1) l/pn = kndn/dn_l, n=12...,
(2) Pn = P1P2- - -Pn
und
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(3) N, = kik,...k,

8o wird

(4) d, = do(P,N,)"!, n=12,....

Unsere verallgemeinerte Cantorsche Punktmenge ist nun M =N, M,.

2.

Zuerst werden wir einen Satz iiber die verschwindende x-Kapazitit
beweisen.

Sarz 1. Falls

< (PP ..p,)"
PP B _ o gca<2,
) 2 Gk i <x<

=1

18t, 8o ist M von der «x-Kapazitit Null.

BewEzis. Das «-Potential und die entsprechende Kapazitit sind Spe-
zialfille der Grossen bei Ugaheri [4], wo -man folgende Definition findet:
Wir haben eine beschrinkte Borelmenge X in einem Euklidischen Raum
R. Sei u(e) eine vollstéindig additive und nicht-negative Funktion der
Borelmengen e auf £; dann nennen wir u(e) eine positive Massenbelegung
auf E mit Totalmasse u(E). Ist »(e) eine Massenbelegung auf einer Borel-
schen Untermenge £’ von E, so setzen wir u(e)=v(E'e) fiir eine Borel-
menge ¢ auf £ und erhalten dann eine positive Massenbelegung auf E.

Nach Ugaheri [4, S. 155, Satz 1] gibt es immer eine positive Massen-
belegung mit positiver Totalmasse auf einer beschrinkten Borelmenge
von positiver Kapazitét, so dass das von dieser Belegung erzeugte Poten-
tial beschrénkt ist. Wir werden zeigen, dass man keine Massenverteilung
auf M mit beschrinktem «-Potential finden kann, wenn (5) gilt.

Zu diesem Zwecke verteilen wir ganz willkiirlich auf M eine positive
Einheitsmasse und studieren das «-Potential g(z) dieser Masse, 0 <« < 2.
In jedem 4, , nehmen wir einen Punkt 2z, , ausserhalb 4, , und suchen
eine untere Schranke des Mittelwertes

> f —xl"‘ x)] .

v=1 .

—“_zg(nvz "[

n y=1 nh—-l

Wir betrachten nun die nicht-negative Masse U n=m(A4y ). Der Abstand
eines jeden A ,-Punktes von z, , ist hochstens gleich d,. Der Abstand
von den anderen k,—1 Punkten z,,, die in demselben 4,_, , wie 4,
liegen, ist hochstens gleich d,_,. Der Abstand von den (k,_,—1)k,

Punkten 2, ,, die in demselben 4, _,, wie A}, liegen, und die noch
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nicht mitgenommen sind, ist hochstens gleich d,,_, u. s. w. Daher ist fiir
n=3

i >__1_1§M h[l+k,,—1 (Icn_l—l)kn_‘_ +(k2-1)lc3...kn]
n N n, .

« 3 3 st o
n h=1 dn dn—l dn——z dl

Wir benutzen hier k,— 1 2 3k, und erhalten mit Hilfe von (2), (3) und (4)

_ Nn 1 2 (ppe...D)*
>Spnl—=m S |
In > 2 [2do 2 ks ) ]

Also wird

G > 1 3 (e -p)*
" Tady L (kiky. . k)

weil
Np
z:u'n,h =1
h=1

ist. Setzen wir nun (5) voraus, so gibt unsere willkiirliche Belegung kein
beschrénktes x-Potential, und die Kapazitéat muss nach Ugaheri Null sein.

3.

Wir wenden Satz 1 auf die Punktmengen F=F, und F=F,xF,
mit F,=F, (siche [2]) an.

Die Punktmenge F, liegt auf der reellen Achse und ist ein Spezialfall
von M. Die Menge 4,,, n=1,2,..., ist dann ein Intervall dieser
Achse, und wir haben D, ,=d,. Die Menge A4, , entsteht aus 4, , da-
durch, dass man %, ., —1 offene Strecken von derselben Linge entfernt.
Wir bezeichnen fiir ', die Grosse k, mit k,” und p, mit p,’. Satz 1 gibt
unmittelbar in dem linearen Fall die hinreichende Bedingung fiir ver-
schwindende x-Kapazitit des Ohtsukaschen Satzes [2, S. 152]. Ohtsuka
hat hier « <1 vorausgesetzt.

Die Punktmenge F, ist in derselben Weise wie F'; konstruiert und liegt
auf der imaginiren Achse. Um Satz 1 auf die Punktmenge F=F, x F,
(mit F,=F,) anwenden zu konnen, setzen wir k,=(k,’)? und p,=
P,'[k,’. Dann erhilt man folgendes: Falls

e o]

z (pll,pl2’- . .Z:v,)“ = oo,
vy (kg K )

0<a<?2,

ist, so tst F=F,x F, (mit F,=F,) von der «-Kapazitit Null.
Dieses Ergebnis ist auch in dem oben erwihnten Satz von Ohtsuka
enthalten.
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4.

Um eine hinreichende Bedingung fiir positive x-Kapazitit zu finden,
betrachten wir den kleinsten Abstand , zwischen zwei assoziierten 4, ,
und setzen r,=4,/d,_;, n=1,2,....

SaTz 2. Falls

(P1p2- - - 2,)*
G S () P

st, so hat M positive x-Kapazitit.

(6)

iMzs

< o0, O<ax<2,

Bewris. Nach Ugaheri [4, S. 162, Satz 3] gibt es immer auf einer
kompakten Punktmenge £ von der Kapazitit Null eine positive Massen-
verteilung mit positiver Totalmasse, welche ein unendliches Potential in
jedem E-Punkt erzeugt. Weiter gilt fiir das Potential u(z) dieser Bele-
gung lim,_,, u(2) = co, wenn 2, ein beliebiger Z-Punkt ist (siehe [4, S. 152,
Korollar]). Wir werden mit Hilfe von (6) zeigen, dass man mit einer
willkiirlichen Einheitsverteilung auf M eine Punktfolge {&,} konstruie-
ren kann, die sich einem M-Punkte nihert, und fiir welche das «-Poten-
tial beschrénkdt ist.

Sei p, ,20 die Masse auf A4, unserer willkiirlichen Einheitsvertei-
lung. Man zeigt leicht, dass es in jedem A4, , einen Punkt z,, gibt,
dessen Abstand von A, , mindestens gleich 8, ,,/3 ist.

Wir suchen zuerst eine obere Schranke des Mittelwertes g, aller
9(2y,,), v=1,2,...,N,, wo g(z) das x-Potential der Verteilung ist.

Auch in diesem Beweise studieren wir zuerst das x-Potential, das in
den verschiedenen Punkten z,, von der Masse u, ; erzeugt wird. Der
Abstand zwischen 4 ; und z, , ist mindestens gleich 6,,,,/3. Die k,—1
Punkte z, , der zu 4, , assoziierten 4,, , haben von 4}, einen Abstand,
der mindestens gleich J,, ist. Die k, genannten 4, , gehéren zu demsel-
ben A4,_,,, welches k, ,—1 assoziierte 4, ;; hat. In diesen Punkt-
mengen liegen (k,,_; — 1)k, Punkte 2z, ,. Der Abstand eines jeden Punktes
von A, ; ist mindestens gleich d,_; u.s. w. Wir erhalten also fiir n 22

| 3* k,—1 (kn =Dk, (ky—Dk,. . .k,
In = 55 [ o + « « +... +—f;_a——~_] *
" nhzl‘un » n+1d Tn dn—- dn—2 rldO

Wegen (2), (3), (4) und der Ungleichung k,— 1 <k, wird

Z""' [(d; ) ("3;)}.:1 r:‘fl:f)':;-. p’c)P]
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Weil auch hier N
z B, n = 1
ist, so wird also h=1
1 3\* .o P
gn < a+ (__) z - (plp2 pv) .
(dory) do/ =1 1ha(kyks. . k)
Falls (6) gilt, haben wir daher §,<C, wo C eine von n unabhingige
Konstante ist. Fiir mindestens einen Punkt z, ,, etwa z,, ist g(z,)<C.
Die Folge {z,} mit beschrinktem «-Potential nihert sich M und muss
auf dieser Menge einen Hiufungspunkt haben. Daher existiert eine

Folge {£,,} mit den frither erwihnten Eigenschaften, und die Kapazitit
muss positiv sein.

5.
Satz 1 und Satz 2 gibt
Satz 3. Falls fir alle v
(7) r,z2r >0

ist, 8o hat M dann und nur dann die x-Kapazitit Null, wenn
(P1Ds- - - D,)*

— = o0

(ko . k) ’ 0 2,
2 (eykey. . K ) <a<

gilt.

6.
Setzen wir fir F=F, und F=F,x F, (mit F;=F,)
(8) k/<k p'zp>1 v=12...,

voraus, 8o gilt (7). Daher sind in diesem Fall die friither erwihnten hin-
reichenden Bedingungen fiir Nullkapazitit auch notwendig. Der Ohtsu-
kasche Satz ist hier schiirfer, denn er braucht nicht (8) anzunehmen.
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