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HOLOMORPHE
UBERLAGERUNGSKORRESPONDENZEN

HANS RISCHEL

0.

In der klassischen Abbildungstheorie im Raum von » komplexen Ver-
dnderlichen (n>1) wurden nur biholomorphe Abbildungen betrachtet.
Es hat sich aber herausgestellt, dass auch das Studium allgemeinerer
holomorpher Abbildungen von Bedeutung ist; u. a. spielen holomorphe
Uberlagerungsabbildungen in manchen neueren Arbeiten eine wichtige
Rolle. Bei der Betrachtung holomorpher Uberlagerungsabbildungen
besteht die Schwierigkeit, dass keine Umkehrabbildung zur Verfiigung
steht. Diese Schwierigkeit verschwindet jedoch, wenn man auch mehr-
deutige Abbildungen in Betracht zieht. In der vorliegenden Arbeit wird
eine gewisse Klasse mehrdeutiger holomorpher Abbildungen (holomorphe
Uberlagerungskorrespondenzen genannt) untersucht. Als Verallgemeine-
rung eines Satzes von Osorio [3, Satz 6] wird bewiesen, dass holomorphe
Uberlagerungskorrespondenzen direkter Produkte von Gebieten mit spe-
ziellen Randeigenschaften in einem gewissen Sinne zerfallen (Satz 1).
Als Anwendung dieses Satzes ergibt sich eine Verallgemeinerung der
Poincaréschen Aussage iiber die Nichtabbildbarkeit des Dizylinders auf
die Hyperkugel des C2. Weiter wird ein Satz von Remmert und Stein
iiber holomorphe Uberlagerungsabbildungen analytischer Polyederge-
biete [5, Satz 14] auf holomorphe Uberlagerungskorrespondenzen aus-
gedehnt (Satz 2). Dieses Ergebnis ermoglicht eine Ubersicht der holo-
morphen Uberlagerungsabbildungen mit einem euklidischen Polyeder-
gebiet geniigend hoher Stufe als Urbild (Satz 4) oder Bild (Satz 5).

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Professor Dr. Karl Stein
fir die Anregung zu der vorliegenden Arbeit zu danken.

Seien X, und X, reduzierte komplexe Riume [2, § 1]. Eine Korre-
spondenz F: X, -, X, heisst eine holomorphe Uberlagerungskorrespon-
denz, wenn F und F-! holomorphe, surjektive, offene und nirgends ent-

Eingegangen am 13. Mérz 1964.

Math. Scand. 15 — 4



50 HANS RISCHEL

artete Korrespondenzen sind. Der Begriff der holomorphen Korrespon-
denz ist in [9, § 3.4] definiert. Eine Korrespondenz F: X, -, X, heisst
surjektiv, wenn jeder Punkt von X, Bildpunkt vermoge F ist, offen, wenn
jede offene Teilmenge von X; vermoge F in eine offene Teilmenge von
X, abgebildet wird, und nirgends entartet, wenn jede Menge der Gestalt
F-1(Punkt) diskret ist.

Sind X, und X, komplexe Réume, so ist offenbar jede eigentliche holo-
morphe Uberlagerungsabbildung f: X, - X, ([8, § 1.1]) eine holomorphe
Uberlagerungskorrespondenz.

ProrosiTioN 1. Es seien X,, X, und X3 komplexe Riume, F,,F,:
X, >, X, und @: X, >, X, holomorphe Uberlagerungskorrespondenzen.
Dann sind F,71: Xy >, X, GoF,: Xy »; Xy und FLUF,: X, —, X, eben-
falls holomorphe Uberlagerungskorrespondenzen.

Die Korrespondenz F,UF, ist durch
G[F1UF,] = 9[F,]U 9[F,]

definiert. (Mit ¢[F] wird der Graph der Korrespondenz F bezeichnet
[9, § 3.1].)

In Proposition 1 ist nur nicht-trivial, dass G'oF, eine holomorphe
Uberlagerungskorrespondenz ist. Nach einem Satz von Stein [9, Propo-
sition 3.4.1] sind GoF,; und (G F,)-1=F,~1oG-! holomorphe Korrespon-
denzen. Es ist klar, dass diese Korrespondenzen offen und surjektiv
sind. Dass sie auch nirgends entartet sind, folgt sofort daraus, dass jede
Menge F'-}(Punkt) sogar endlich ist, wenn F und F-! stetige und nirgends
entartete Korrespondenzen sind.

Eine holomorphe Uberlagerungskorrespondenz F: X; -, X, heisst
trreduzibel, wenn der Graph #[F] eine in X, x X, irreduzible analytische
Menge ist.

ProposITION 2. Es seien X, und X, irreduzible komplexe Riume. Dann
tst jede holomorphe Uberlagerungskorrespondenz F: X, - X, Vereinigung
von endlich vielen irreduziblen holomorphen Uberlagerungskorrespondenzen
F;: X, -, X,

Bewers. Es bezeichnen I1,: 9[F] - X, und II,: ¥[F] - X, die Re-
striktionen der natiirlichen Projektionen X, x X, -~ X; und X; x X, -
X,. Dann sind II; und II, offene Abbildungen. Sind némlich 0,< X,
und O,< X, offene Mengen, so sind

I1((01 % 0y) n 9[F]) = 0, n F-Y(0,)
und
ITy((0; % 05) N 9[F]) = O, 0 F(0,)
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ebenfalls offen. Die Behauptung folgt dann aus der Definition der
Topologie in X; x X,.

Sei M eine irreduzible Komponente des Graphen #[F]. Sie enthilt
dann eine offene Teilmenge von ¥[F']. Da II; eine eigentliche holomorphe
Abbildung ist, ist II,(M) nach dem Remmertschen Abbildungssatz
[4, Satz 23] eine analytische Menge in X,. Da X, irreduzibel ist, und da
IT,(M) einene offenen Teil von X, enthilt, ist IT,(M)=X,. Hieraus ent-
nimmt man, dass I7,: M - X, und IT,: M - X, holomorphe Uberlage-
rungsabbildungen sind, und M ist folglich der Graph der irreduziblen
holomorphen Uberlagerungskorrespondenz

H2°II1_1: Xl >k X2 B
Ist K< X, eine kompakte Menge, so ist auch II,"}(K)< X, x X, kom-
pakt. Nun schneidet aber I7,-!(K) sdamtliche irreduziblen Komponenten
von ¢[F]. Die Anzahl der irreduziblen Komponenten des Graphen ist

also endlich, und jede Komponente ist Graph einer irreduziblen holo-
morphen Uberlagerungskorrespondenz.

Prorosition 3. Es seien X, und X, irreduzible komplexe Riume, X,
normal, und F: X, -, X, eine irreduzible holomorphe Uberlagerungskor-
respondenz. Dann gibt es zu jeder in X, holomorphen Funktion g ein ir-
reduzibles Polynom

n—1

P xy) = (™ + EOC”Ap(xl)
p=

itber dem Ring O(X,) der in X, holomorphen Funktionen derart, dass
P(g(xy); 1) = 0

fur jedes Punktpaar (x,,%,) € X; x Xy mit xy € F(x,). Ist die Funktion g in
X, beschrdankt, so sind die Koeffizientenfunktionen A, in X, beschrinkt.

Bewess. Es ist ITjou: 9[F]* - X, eine holomorphe Uberlagerungs-
abbildung, wenn u: [F1* -~ %[ F] eine Normalisierung des Graphen ¥[F]
bezeichnet. Die Behauptung ergibt sich dann durch Anwendung eines
Satzes der Theorie der analytischen Uberlagerungen [1, § 3, § 11] auf
die in ¢[F]* holomorphe Funktion golIlyou.

Sind X; und X, Gebiete des C», so lisst sich Proposition 3 auf die
komplexen Koordinaten in X, anwenden. Die Korrespondenz wird dann
in einem gewissen Sinne als »algebroide Abbildung« dargestellt.

2.

Fiir die spiteren Uberlegungen brauchen wir folgendes Lemma iiber
Pseudopolynome:
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LeMMA. Es sei A ein Gebiet des C(R), 2=(2y,. . -,2,), und

m—1
P(L;2) = ™+ 3 {"B,(?)
#=0
ein iber dem Ring O(A) der in A holomorphen Funktionen irreducibles
Polynom. Ist die Resultante

0
@ (P 2), o P ®)
%1
tdentisch 0 in A, so sind die Koeffizienten B, simtlich von z; unabhdngig.
(Bei der Resultantenbildung wird 0P/dz, als Polynom m-ten Grades
mit hochstem Koeffizient 0 betrachtet.)

Bewers. Es sei M < A die Nullstellenmenge der Diskriminante von P
und U eine offene einfach zusammenhingende Teilmenge von A\ M.
Dann gibt es m verschiedene in U holomorphe Funktionen {,(2),..
¢n(2) derart, dass

*

P 2) = ﬁl (-2.(2)
in U. Es gilt also ’

7 m(o

2 Pi%) = = 3 [~ 4 TLE-46e)

02, El oz ¢ E( )
in U. Aus der Voraussetzung folgt, dass P und 0P/0dz, eine gemeinsame
Waurzel {,(2) in U haben, und fiir diese gilt offenbar

0 =0
) =

in U. Diese Funktion ldsst sich in AN\ M unbeschrinkt analytisch fort-
setzen, und dadurch, weil P irreduzibel in A4 ist, in jede andere Wurzel
von P iiberfilhren. Bei der Fortsetzung bleibt die partielle Ableitung
nach 2z, identisch 0. Die Wurzeln und damit die Koeffizienten von P
sind also in AN\ M von z, unabhingig, und daraus folgt die Behauptung
des Lemmas.

3.
Es sei AcC™z), 2=(2y,...,%,), €in beschrinktes Gebiet. Wir sagen,
dass A4 einfachen Rand hat, wenn jede holomorphe Abbildung f: B -~ C»
mit f(B)c 04, wo B ein Gebiet der komplexen Ebene ist, konstant ist.
Wir konnen jetzt folgenden Satz beweisen. (Fiir die Definition der
Verwandtschaft im engeren Sinne vgl. [8, S. 298].)
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Satz 1. Es seien

A}' g ij(]z), ’-z = (jzl,. . .,]-zmj), j= 1,. . .,8 )
und

Bk g_ an(kW), kw = (kwl,. . .,kwnk), k——-l,. . .,t y

beschrinkte Gebiete mit einfachen Rindern, N =3m;=3n;, und F: A, B,
wo A=A,%x...xA, und B=B;x ... xB,, eine irreduzible holomorphe
Uberlagerungskorrespondenz. Dann gibt es eine bijektive Abbildung

o: {1,...,8} > {1,...,t}
derart, dass die Abbildungen

piolly: 9[F]1—A; und g,y Il 9[F]—> B,

fur j=1,...,8 tm engeren Sinne verwandt sind. Hierbes sind p;: A — A4,
qr: B — By, die natiirlichen Projektionen und II,: 9[F] —> A, II,: 9[F]
— B die Restriktionen der natiirlichen Projektionen AxB -~ A, A x B -~ B.

Brweis. Fiir s=¢=1 ist nichts zu beweisen. Auf Grund der Symme-
trie zwischen 4 und B in dem Problem kénnen wir dann s=¢ und s=>2
annehmen. Nach Proposition 3 gibt es Polynome P,’, k=1,...,t,
v=1,...,m,, mit in 4 holomorphen und beschrinkten Koeffizienten
derart, dass jedes P,” iiber @(A) irreduzibel ist, und in jedem Punkt
(z,w) mit w e F(z)
gilt, P (Gw,; 2) =0, k=1,...,t, v=1,...,n,

Sei a,,a,,... eine Punktfolge in 4,, die gegen einen Randpunkt von
A, konvergiert. Fiir jedes (k,») bildet jede Koeffizientenfolge in

PrGw,; @y, 907,. . ., &), p=12,...,

nach Montel eine normale Familie in 4,x ... x4,. Es gibt also eine
Teilfolge b,,b,,... der Folge (a,) derart, dass simtliche Koeffizienten-
folgenin 4, x ... x A, kompakt konvergieren. Die Grenzpolynome seien
B aw,; 07, - ., 7).

Es sei (s2,...,,2)€dyx ... x4, beliebig aber fest, und es sei
¢, € F(b,,?,...,:). Da B beschrinkt ist, hat die Folge (c,) mindestens
einen Hiufungspunkt w. Wegen der Eigentlichkeit der Abbildung I7,
liegt w auf dem Rand éB von B. Hieraus folgt, dass es zu jedem Punkt
(525 -,428) €Ay % ... x A, einen Punkt (yw,...,w) auf dem Rand von
B derart gibt, dass

-~

ka(kwv; 22,. . .,82) = 0

fi]r k=l,...,8, 'V=].,. . .,nk.
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Wir kénnen eine offene Teilmenge U< A4, x ... x 4, so wihlen, dass
jedes Polynom P’ in U vollstindig zerfillt:

P Ganys o2, 0 2) = T1 (0, =182 (32, - -5 2))
"

mit in U holomorphen Funktionen ;{,%. Zu jedem Punkt (,2,...,,2)eU
gibt es dann eine Indexkombination (u,,) derart, dass der Punkt
(x8,%(22,. . ., #)) auf dem Rand von B liegt. Hieraus folgt, dass eine
offene Teilmenge V von U, eine Zahl [, 1 <I<¢, und eine Indexkombina-
tion py,. . .,u,, derart existieren, dass fiir alle (32,...,,2) in einer in V

dichten Teilmenge
(5432, - .5 42)) € 8B,

gilt. Da B, einfachen Rand hat, folgt hieraus, dass die Funktionen
L, v=1,...,m, alle konstant sind, also dass jedes der Polynome
Bp,. .., P eine konstante Wurzel besitzt. Es gilt dann fir k=1,...,%,
und jedes (u,7) mit p22, 1<sv<m,, dass

8 P,k)

identisch 0 in 4,x ... x4, ist. Mittels des Weierstrass’schen Satzes
folgt dann, dass

# (P,k,
u?

0
174 (P,’“(,wk; by 0%, 5 7)), Pl(wy; by, 02, . ., sz))

n

fir p > oo in 4yx ... x 4, kompakt gegen 0 konvergiert, k=1,...,n,
u,v beliebig mit u=2 und 1sv=m, Fir jede Indexkombination
(#4%5), J=1,...,t, mit y; =22 und 15y, < m,., und jede Indexkombination
(ky), 1=sk;smy, j=1,...,t, ist

0

t
o) =TI # (Pj"i, P,’ci)
=1 Dui;
eine in 4 holomorphe Funktion. Es ist aber @ identisch 0. Diese Aussage
folgt daraus, dass fiir jede Folge a,,a,,... in 4,, die gegen einen Rand-

punkt von 4, konvergiert, die Folge
D(a,,q2,...,2), p=12,...,

in 4gx ... x A, kompakt gegen 0 konvergiert. Jede Folge (a,) enthilt
niamlich eine Teilfolge (b,), fiir welche dies gilt. (Die Zahl [ ist von der
Folge (b,) abhéingig; bei der Bildung der Funktionen @ haben wir aber
iiber alle I multipliziert.)
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Es gibt dann eine Zahl ¢(1), 1 £ 0(1) <¢, so dass die Resultanten

0
1 (Pf(l)’ 5;;”})?(1))
fir k=1,...,m,y, p22 und 1=»=<m, alle identisch verschwinden. Da
Pff(l), k=1,...,m,,, iiber O(4) irreduzibel ist, folgt dann mit Hilfe des
obigen Lemmas, dass die Koeffizienten der Polynome Pf(l) nur von 2
abhiéingig sind. Die Abbildung g¢,y°Il, ist also von der Abbildung
pyo Il strikt abhingig.

Es sei ay,a,,... eine Punktfolge aus 4,, die gegen einen Randpunkt
von 4, konvergiert. Ist

(12,3%,. . .,®) € Ay xAgx ... x4,

ein fester Punkt und
(w®,. .., w®) € F(;z,a,,32,...,#),

so kann die Folge ,w™®, p=1,2,..., wegen der oben bewiesenen strikten
Abhingigkeit keinen Haufungspunkt auf dem Rand von B, besitzen.
Da I1, eigentlich ist, muss es also noch ein Faktorgebiet in B geben. Wir
konnen jetzt die obigen Schliisse mit Folgen aus 4, durchfiihren. Hierbei
braucht man aber nur die Polynome zu betrachten, die zu Gebieten B,
mit k= o(1) gehoren. Es folgt dann, dass es eine Zahl ¢(2), 1=0(2) =t
o(2) +0(1), derart gibt, dass die Abbildung g,y°II, von der Abbildung
pgoll; strikt abhingig ist.

Diese Betrachtung lasst sich anwenden, bis es keine Gebiete 4; mehr
gibt. Daher gilt s=¢, und es gibt eine bijektive Abbildung

o: {1,...,8} > {1,...,t}
derart, dass fiir j=1,...,s die Abbildung g,;°II, von der Abbildung
p;oll, strikt abhingig ist.
Da s=t, ist die Schlussweise auch auf F-1 anwendbar. Es gibt also
eine bijektive Abbildung
: {1,...,8} > {1,...,8}
derart, dass fiir k=1,...,t die Abbildung p,qy°II; von der Abbildung
qyoll, strikt abhiingig ist. Da die Abbildungen p;olIl; und p;oII, fiir
1 #+j unabhingig sind, folgt dann, dass v= ¢! und damit die Behauptung
des Satzes.
CoRrOLLAR: Es ist m;=mny; fir j=1,...,s.

Dies folgt sofort daraus, dass p;oII; den lokalen Rang m; und g,oI,
den lokalen Rang =, hat.
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Es ist wohlbekannt, dass eine Hyperkugel des C™ fiir jedes n ein Gebiet
mit einfachem Rand ist. Satz 1 ldsst sich also auf direkte Produkte von
Hyperkugeln anwenden. Als Spezialfille erhalten wir fiir C2? die folgen-
den beiden Aussagen, von denen die erste von K. Stein bewiesen
wurde (unveroffentlicht):

Es gibt keinen komplexen Raum, der sich durch holomorphe Uberlage-
rungsabbildungen sowohl auf eine Hyperkugel als auch auf einen Dizylin-
der des C? abbilden lisst.

Es gibt keinen komplexen Rawm, auf welchen sich sowohl eine Hyperkugel
als auch ein Dizylinder des C? durch holomorphe Uberlagerungsabbildungen
abbilden lisst.

4.

Jetzt wollen wir analytische Polyedergebiete des C* betrachten. Fiir
die Definitionen der eingehenden Begriffe wird auf [5] und [6] verwiesen.

SaTz 2. Es seten A, =C™z), z2=(24,...,2,), und A, CYw), w=
(wy,...,w,), analytische Polyedergebiete der Stufe s, bzw. s, und
F: A, >, A, eine irreduzible holomorphe Uberlagerungskorrespondenz.
Dann induziert F eine bijektive Zuordnung zwischen den charakteristischen
Zerlegungen von A, und A, derart, dass die Abbildungen foIl,: 9[F] -~ C
und goll,: 9[F] — C im engeren Sinne verwandt sind, wenn f und g Zer-
legungsfunktionen auf A, bzw. A, fir zugeordnete Zerlegungen sind.

BeweEis: Auf Grund der Symmetrie zwischen 4, und 4, im Problem
konnen wir s, 2 s, annehmen. Es sei (f3,. . ..f,,- - -.f,) ein Minimalsystem
fiir A, derart, dass f;,. . .,f, die charakteristischen Zerlegungen von 4,
erzeugen, und (g;,. . .,J,- - -,¢;) ein entsprechendes System fiir 4,. Wir
wollen dann zeigen, dass es eine injektive (also bijektive) Abbildung

o: {1,...,8}~>{1,...,8}

derart gibt, dass f;oI1; und g, Il, fiir j=1,...,s, im engeren Sinne ver-
wandt sind. Dies wird durch Induktion bewiesen. Wir nehmen also an,
dass o(1),...,0(k—1) schon gefunden sind, so dass die Bedingungen er-
fiillt sind, und wollen ¢(k) finden.

Da (fy,...,f,) ein Minimalsystem von A, ist, gibt es einen Punkt
a € 94,, fiir welchen |f,(a)|=1 und |f,(a)| <1 fir »+k. Da f; nicht kon-
stant ist, kann man ausserdem @ so wihlen, dass eine partielle Ableitung,
zum Beispiel 9f;/0z;, von f, in @ nicht verschwindet. Das Funktionen-
system
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2'1 = fk(zb' . -:zn) ’
2y = 23
%, = 2,

hat dann eine in @ nicht verschwindende Funktionaldeterminante und
definiert also eine biholomorphe Abbildung ¢ einer offenen Umgebung U
von @ auf einen Polyzylinder

D=D,x...xD,
in C*(2). Wihlen wir U so klein, dass |f,| <1 fir v+k in U, so gilt
w(AnU) — Dl = DIIXD",
wo

D/ = Dyn{z |lzal<1}
und

D" = Dyx...xD, € C"Yzs,...,%,).

Nach Proposition 3 gibt es iiber @(4,) irreduzible Polynome P,, A=1,.. ..,
so dass
P/l(gl(w);z) =0 fir i=1,...,¢,

wenn w € F(2). Diese Polynome brauchen nicht {iber dem Ring
0(UnA,) irreduzibel zu sein. Es gibt aber Polynome Q, #ber O(UNA,),

so dass @, A=1,...,8, in UnA, ein irreduzibler Teiler von P, ist, und so
dass jeder Punkt ze UnA, einen Bildpunkt w bet F hat, fiir den
Qi(9:(w); 2)=0 far A=1,...,t. Wir nennen w einen ausgezeichneten

Bildpunkt von 2z beziiglich (@,).
Diese Aussage wird so bewiesen:

Es gibt eine mindestens 1-codimensionale analytische Menge M <4,
derart, dass die Abbildung

II,: 9[FNIL(M) - AN\M

lokaltopologisch ist. (Als M wihlen wir die Vereinigung einer kritischen

Menge der analytischen Uberlagerung IT,ou: 9[F]* -~ A, und des Bildes

der Menge der nicht gewShnlichen Punkte von #[F] bei II,.) Es sei V

eine einfach zusammenhingende offene Teilmenge von (Und4d,)\M.

Es gibt dann eine holomorphe Abbildung y: V — %[F] derart, dass
Hyoy: V->IL7Y(V)>V

die identische Abbildung der Menge V ist. Die in ¥V holomorphe Funktion

Ei(7) = g0 11y 0 y(?)
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ist dann fiir A=1,...,¢t eine Wurzel des Polynoms P,. Jede Funktion ¢,
lasst sich unbeschrénkt in (UnA4,;)\ M analytisch fortsetzen. Man zeigt
dann mit der iiblichen Methode, dass fiir jedes A die Funktion ¢, und
ihre Fortsetzungen genau die Wurzeln eines iiber O(UnA,) irreduziblen
Faktorpolynoms @, des Polynoms P, bilden. Simultane analytische Fort-
setzung sémtlicher Funktionen {; von einem Punkt von V aus ergibt, dass
jeder Punkt der Menge (UnA4;)\M einen beziiglich (Q,) augezeichneten
Bildpunkt besitzt. Ist 2@ e Und,nM, so ist es moglich eine Punktfolge
(2®) der Menge (UNnA4,)\ M derart zu wéhlen, dass 2® fiir p - o gegen
2@ konvergiert. Es sei (w®) eine Folge ausgezeichneter Bildpunkte.
Da II, eigentlich ist, hat die Folge (w®) einen Héufungspunkt w® € 4,,
der offenbar ein beziiglich (Q,) ausgezeichneter Bildpunkt des Punktes
2O igt,

Damit ist die Hilfsaussage bewiesen.

Vermoge der Abbildung ¢—1 werden die Koeffizienten der Polynome
@, Funktionen von Z in D’. Es sei d,,d,,... eine Folge in D,’ mit
|@,] -1 fir p—>oco. Fir jede Koeffizientenfunktion H(Z) eines der
Polynome @, ist die Folge H(a,,,2,,. . .,%,) dann nach Montel eine normale
Familie in D”. Es gibt also eine Teilfolge (§,) der Folge (d,) derart, dass
jeder Koeffizient der Polynome @, fiir diese Folge in D"’ kompakt kon-
vergiert, das heisst es gibt Polynome @, iiber @(D"’), so dass fiir p — oo

QA(CA; Zp! Zgsee s En) - Qa(gi 52,- )

kompakt in D”’. Wir behaupten jetzt, dass es fiir jedes (2,9,...,2,®) e
D" ein A, 1 £A=t, derart gibt, dass das Polynom

Gillss 25 -, 2,)

eine Wurzel £, mit !{,/=1 hat. Sei nidmlich (w®) eine beziiglich (Q;,)
ausgezeichnete Bildpunktfolge der Folge

4D, 2,9,...,2,0), p=12,...,

und w©® ein Haufungspunkt der Folge (w®). Wegen der Eigentlichkeit
der Abbildung /7, liegt w® dann auf dem Rand von 4,; das heisst, es
gibt ein A mit |g,(w®| =1.

Ferner gilt offenbar

Gi(g:,(w®); 3,0,...,%,0) = 0.

Hieraus folgt, dass es ein A, gibt, so dass §, in D" eine konstante Wurzel
besitzt. Es ist also
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2(0ha) -

identisch in D" fir u=2,...,n. Hieraus folgt nach Weierstrass, dass
fiir jedes p=2,...,n die Resultante

N . 0 N -
'% (Qlo (Clo; bp’ 22,. . ':zn)9 a_é—Qlo(Clo; 6p1z27' . '3zn))
Iz

fir p - oo kompakt in D"’ gegen 0 konvergiert. Fiir jede Indexkombina-
tion y,, A=1,...,t, 2= u,<n, ist folglich

H@(QA, : Ql)

=1

eine in D’ holomorphe Funktion, die fiir (zz,. . .,2,) beliebig, aber fest,
in D" in simtlichen Randpunkten des Gebietes D,’ mit |Z,| =1 den Rand-
wert 0 hat. Die Funktionen @ sind also alle identisch 0 in D’. Es gibt
folglich eine Zahl 4, so dass alle Resultanten

(Ql, Q,) u=2,...,n

in D’ identisch verschwinden. Da das Polynom @, iiber O(D') irreduzibel
ist, folgt aus dem Lemma, dass die Koeffizienten von @, nur von %, ab-
hiingen, mit anderen Worten, dass jeder Koeffizient von @, strikt von f
abhingig ist.

Es sei M’'c A, die Nullstellenmenge der Diskriminante des Polynoms
P, und V' eine einfach zusammenhéingende offene Teilmenge der Menge
(Und)\M'. Es gibt also dann in V' eine von f; strikt abhdngige holo-
morphe Funktion {(z), die Wurzel von P, ist. Sie lésst sich in 4,\ M’
beliebig analytisch fortsetzen und bleibt dabei lokal strikt von f;, ab-
héingig. Da ¢ sich wegen der Irreduzibilitit des Polynomes P, iiber
0(4,) durch analytische Fortsetzung in 4,\M' in jede andere Wurzel
von P, iiberfithren lisst, sind alle Wurzeln, und damit die Koeffizienten
von P,, strikt von f, abhingig. Die Abbildung g, I, ist also von der
Abbildung f,oII, strikt abhingig. Da beide Abbildungen iiberall in
%[F] den lokalen Rang 1 haben, sind sie sogar im engeren Sinne verwandt.
Die Funktion g, ist mit einer der Funktionen g,,. . .,g,, im engeren Sinne
verwandt, und es gibt also eine Zahl o(k), 1 < g(k) <s,, so dass die Ab-
bildungen f).oIT; und g 4y°II, im engeren Sinne verwandt sind.

Fiir k=1 haben wir damit den Induktionsanfang bewiesen. Fiir k> 1
haben wir noch zu zeigen, dass o(k)#o(j) fir 1<j<k. Dies folgt aber
sofort daraus, dass die Abbildungen f;oII; und f,oII; unabhingig sind.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Speziell kann F eine holomorphe Uberlagerungsabbildung sein. Aus
Satz 2 erhilt man dann den Remmert-Steinschen Satz [5, Satz 14] fiir
Polyedergebiete beliebiger Dimension mit der vom Verfasser [6] bewie-
senen Verschirfung.

Der Satz ldsst sich zum Beispiel auf euklidische Polyedergebiete
[5, S.186] anwenden. Als Verallgemeinerung des Satzes 16 von [5]
haben wir:

Satz 3. Es seien A, =C™zy,...,2,) und A,=Cwy,...,w,), n22,
euklidische Polyedergebiete mit mindestens n+1 affinen Zerlegungen, von
denen je n unabhingig sind. Dann ist jede irreduzible holomorphe Uber-
lagerungskorrespondenz F: A, -, A, die Restriktion einer affinen Abbil-
dung.

Bewers. Wir diirfen annehmen (eventuell sind lineare Koordinaten-
transformationen auszufiihren), dass die Funktionen z,,...,z, und
2,+ ... +2, Zerlegungsfunktionen des Gebietes 4, sind, dass w,,...,w,
und w, + ... +w, Zerlegungsfunktionen des Gebietes 4, sind, und dass
bei F der Funktion z,, »=1,...,n, die Funktion w, und der Funktion
2+ ... +2, die Funktion w;+ ... +w, zugeordnet wird. Es sei U eine
offene und zusammenhéngende Teilmenge des Graphen %[F'], derart dass
II,: U — II,(U) biholomorph ist. Die Abbildung

II, o II,7': ILWU) - U — 4,
wird dann durch n in I7,(U) holomorphe Funktionen
wv = Cﬂ(zl"")zn)) 'V:l,-..,n,

bestimmt. Nach Satz 2 sind £, und 2, im engeren Sinne verwandt, das

heisst, ¢, ist nur von z, abhingig: ¢,=(,(z,), v=1,...,n. Weiter sind
i+ ... +¢, und 2, + ... +27, im engeren Sinne verwandt, also
& _d,
dzy, = dz,’
Wegen n = 2 folgt hieraus, dass
d¢
L =c, v=1,...,m,
dz,

wo ¢ eine Konstante ist, also
{, =cz,+b,.

Nach Proposition 3 gibt es irreduzible Polynome P, iiber 0(4,), »=
1,...,n, derart dass
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P(w,; 2y,...,2,) = 0 fir »=1,...,n,
wenn (wy,...,w,) € F(z,...,2,). Es ist also
Pcz,+b,;21,...,2,) =0  fur v=1,...,n
in IT,(U) und damit im ganzen Gebiet 4,. Daraus folgt
P, = {,—(c5,+b,)
und F ist also mit der Restriktion der durch

wy = ¢z +by,

w, = cz,+b,
gegebenen affinen Abbildung identisch. Damit ist der Satz bewiesen.

COROLLAR. Jede holomorphe Uberlagerungskorrespondenz F: A, -, A,
ist Vereinigung endlich vieler Restriktionen affiner Abbildungen.

Es seien jetzt 4 <C™ ein euklidisches Polyedergebiet mit mindestens
n+1 affinen Zerlegungen, von denen je » unabhingig sind, und @& die
Gruppe seiner affinen Automorphismen. (& ist offenbar eine endliche
Gruppe.) Es gilt dann

SATZ 4. Es seien X ein komplexer Raum und f: A — X eine holomorphe
Uberlagerungsabbildung. Dann wirkt die Untergruppe

9r={ce@ | feo=/f}
von & auf jeder Faser f~1(Punkt) transitiv und es gilt

grad f = ord 9, .
(Fiir die Definition von gradf vgl. [5, S. 168]).

Jede holomorphe Uberlagerungsabbildung g: A — X st von der Gestalt
g=for mit ve ®, und die Zuordnung for - Qv definiert eine bijektive
Korrespondenz zwischen holomorphen Uberlagerungsabbildungen A — X
und rechiseitigen Nebenklassen der Untergruppe 9y von .

Bewgrs. f-lof: A -, A ist eine holomorphe Uberlagerungskorrespon-
denz des Gebietes A4 in sich. Fiir o0 € @ gilt offenbar

oS flof < foo=f.

Nach dem Corollar des Satzes 3 haben wir daher

frof=Uo,

ey
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woraus folgt, dass §, auf jeder Faser transitiv ist. Ein »allgemeiner«
Punkt von X hat vermdge f offenbar ord§, Urbildpunkte, und es ist
also gradf=ord 9;.

Es sei g: A -~ X eine holomorphe Uberlagerungsabbildung. Dann ist
f1log: A -, A eine holomorphe Uberlagerungskorrespondenz von A.
Es sei 7€ @ mit r<f-1og. Dies bedeutet, dass z(a) fir jeden Punkt
a € A Originalpunkt des Punktes g(a) vermoge f ist, also dass g=fo7.

Endlich haben wir fir 7;,7,€ ®

Jermn=for, < f=formen? < gneornley,
< T,€HM <> 91 = 9575

Damit ist der Satz bewiesen.

Man sieht noch, dass die Decktransformationsgruppe 9., der Abbil-
dung fot gleich 7197 ist. Sie ist also in & zu H, konjugiert.

CoroLLAR: Wenn es holomorphe Uberlagerungsabbildungen A — X
gibt, so haben sie alle denselben Grad, und das Produkt threr Anzahl mit
dem gemeinsamen Grad ist gleich der Anzahl der affinen Automorphismen
von A.

Entsprechend gilt mit denselben Bezeichnungen:

Sarz 5. Es seien Y ein trreducibler komplexer Raum und f: Y — A
eine holomorphe Uberlagerungsabbildung. Dann ist jede holomorphe Uber-
lagerungsabbildung g: Y — A wvon der Gestalt g=oof mit o€ @.

Bewris. Es sei 0 € @ mit ocgof-1. Dann gibt es zu jedem Punkt
a € A in der Menge (oof)~1(a) einen Punkt y, fiir welchen g(y)=a. Wir
wihlen eine offene einfach zusammenhéngende Teilmenge U des Ge-
bietes A derart, dass f:f-(U) - U lokaltopologisch ist. Die Menge
f~Y(U) ist dann die Vereinigung endlich vieler disjunkter offener Teil-
mengen U; des Raumes Y, von denen jede durch f bijektiv auf U ab-
gebildet wird. Es folgt jetzt, dass oof und g in einer Menge M < Y, die
dicht in einem offenen Teil von Y liegt, iibereinstimmen miissen. Also ist
g=o°f.

CoroLLAR. Wenn es holomorphe Uberlagerungsabbildungen Y — A gibt,
haben sie alle denselben Grad, und ihre Anzahl ist gleich die Anzahl der
affinen Automorphismen von A.
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