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WESENTLICHE
SELBSTADJUNGIERTHEIT SINGULARER
ELLIPTISCHER DIFFERENTIALOPERATOREN
ZWEITER ORDNUNG IN (@)

KONRAD JORGENS
Einleitung.

Es sei G eine offene, zusammenhingende Punktmenge des m-dimen-
sionalen Raumes R™. In @ wird ein Differentialausdruck der Form

Tu = 3 (i0;+b;)a;, (10, +by)u + qu
Gob=1

betrachtet, dessen Koeffizienten den folgenden Voraussetzungen genii-
gen:

a; (%), bi(x), g(x) sind reell;
(A) { a;,€ C%G), b€ CHQ), q € Ly 150(H);
die Matrix {a;,(x)} ist positiv definit fiir jedes x€ G .

Unter diesen Voraussetzungen bildet 7' den Raum C3(@) (aller unendlich
oft differenzierbaren Funktionen mit in G kompaktem Triiger) in den
Hilbertraum H = L,(@) ab, sodaB durch Tgu=Tu fir u € D(T,)=Cy(G)
ein linearer Operator 7', im Hilbertraum H erklirt ist. 7', ist offenbar
symmetrisch. Fir die Anwendungen ist es wichtig, zu wissen, unter
welchen Voraussetzungen es genau eine selbstadjungierte Fortsetzung
gibt, d.h. T, wesentlich selbstadjungiert ist.

Hierzu ein Beispiel: Zwei Teilchen mit den Massen u;, u, und den
Koordinaten zyy= {2, %,,%5}, %= {%y, %5 %} wirken aufeinander gemis
dem Potential V(|xq —2g|). Der Schrédingeroperator dieses mechani-
schen Systems hat in geeigneten Einheiten die Form

= —wd—pda+ V(|2gy —2wl) »

Eingegangen am 30. Oktober 1964.
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worin 4, bzw. 4, der Laplace-Operator beziiglich x, bzw. xy ist. Die
reelle Funktion V(r) sei fiir r> 0 stetig mit V(r) - 0 fiir r - oo, jedoch
singuldr im Punkte r=0. Existiert das Integral [} V3(r)r2dr, so geniigt
der Operator T den Voraussetzungen (A) in Bezug auf das Gebiet G = RS,
In diesem Falle ist 7', wesentlich selbstadjungiert nach einem Kriterium
von T. Kato [2]. Existiert das Integral nicht, so geniigt 7' den Voraus-
setzungen (A) in. Bezug auf das Gebiet

G = {z={zp, 20} | € R 2+ 29} .

Die Quantentheorie verlangt, da8 7', wesentlich selbstadjungiert ist;
eine hinreichende Bedingung hierfiir ist also zugleich hinreichend fiir die
quantentheoretische Zulissigkeit des Problems.

In der vorliegenden Arbeit wird eine hinreichende Bedingung fiir die
wesentliche Selbstadjungiertheit von 7', gegeben. Fiir den Fall @=R™
sind entsprechende Bedingungen zuerst von T. Kato [2] gefunden und
spiter von vielen Autoren verbessert worden. Das stirkste Resultat ist
in einer Arbeit von T. Ikebe und T. Kato enthalten ([1]; hier findet man
auch eine Zusammenstellung aller fritheren Arbeiten). Das Kriterium
der vorliegenden Arbeit, spezialisiert auf den Fall G=R™, stellt einen
weiteren Fortschritt in dieser Richtung dar!. Im allgemeinen Fall gab
es bisher keine entsprechenden Ergebnisse. Ein Satz von E. Wienholtz
[5, Satz 4] fiir Ringgebiete r, < || <, beruht auf der Voraussetzung der
Halbbeschrénktheit des Operators 7'y, die im folgenden nicht gemacht
werden soll. Vielmehr liefert die Methode der vorliegenden Arbeit auch
hinreichende Bedingungen fiir die Halbbeschrinktheit von 7', 1.

Einige wesentliche Verbesserungen in dieser Arbeit sind aus Diskus-
sionen mit Ebbe Thue Poulsen entstanden, dem ich dafiir herzlich danken
mochte.

1. Beschreibung des Satzes.

Die Bezeichnungen sind im folgenden — soweit moglich — dieselben
wie in [1]. Insbesondere seien a*(x) und a—(x) der groBte und der kleinste
Eigenwert der positiv definiten Matrix {a,(x)}. In [1] wird a*(r)=
max {a*(x) | |x| £} gesetzt und unter anderem verlangt, da8 das Integral
[ [a*(r)]tdr divergiert. Mit

||
o@) = [ la*n-+ dr
0

sind dann die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

1 Genaue Angaben hieriiber findet man in § 1.
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Es gibt eine in G definierte Funktion o(x) mit den Eigenschaften
(1) e(*)20, o(x) - oo fiir || - oo,

(B) (2) o(x) geniigt einer gleichm#Bigen Lipschitzbedingung in jedem
kompakten Teilgebiet von G,

m
(3) X ay,0,00,0 =1 fiir fast alle z € G.
Jrk=1

(Nach einem Satz von H. Rademacher [3] ist eine Lipschitzstetige Funk-
tion fast iiberall total differenzierbar.)

Im folgenden wird, falls das Gebiet @ unbeschrinkt ist, die Voraus-
setzung (B) iiber das Verhalten der Koeffizienten ay, fiir || — co gemacht.
Es gibt Funktionen ay(x), fiir welche (B) erfiillt ist, das Integral
I [a*(r)]-*dr jedoch konvergiert. Ein Beispiel (fiir m=2) ist

_ 1+l — &y o[ |?
{“jk(x)} = { —zmlz? 1+,
mit a*(r)=1+7* und o(x)=|z|.
Ist das Gebiet G nicht der ganze Raum R™, so kommt eine entspre-
chende Voraussetzung iiber das Verhalten der Funktionen a; in der

Néhe des Randes hinzu:
Es gibt eine in G definierte Funktion o(x) mit den Eigenschaften
(1) o(x) >0, o(z) - 0 fir x -~ I'=Rand(G),

©) (2) o(x) geniigt einer gleichm#Bigen Lipschitzbedingung in jedem
kompakten Teilgebiet von @G,

m
(3) X a;,9,00,0 <1 fiir fast alle xe @ .
G k=1

Ist a;;, =0, 8o hat die Funktion é(z) =inf{|x—y| | y € I'} die Eigenschaft
(C). Es gilt némlich |§(x)—d(y)| < |x—y| und daher |gradd(x)| <1 fir
fast alle z € G. Hat man allgemeiner a+(x) <a(8(x)) fir « € @ mit einer
Funktion a(r) derart, da das Integral [}[a(¢)]-*d¢ endlich ist, so ist mit

&(x)

o(x) = | [a()]*dt
]

die Voraussetzung (C) erfiillt. Dabei ist insbesondere nicht erforderlich,
daB I' eine (m — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Fiir das Beispiel
der Einleitung ist I" dreidimensional, und
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o(x) = (g + pg) 2 — T

ist eine geeignete Funktion.

Es ist sehr interessant, daB Voraussetzungen iiber das Verhalten der
Koeffizienten b; weder fiir groBe Werte von x noch in der Nihe des Ran-
des I erforderlich sind. Dagegen sind weitere Voraussetzungen iiber die
lokalen Eigenschaften und das Wachstum der Funktion ¢ nétig. Die
lokale Bedingung ist die von F. Stummel [4]: Sei @, ;,.(G) die Menge der
Funktionen f(z) mit der Eigenschaft, daBl zu jedem kompakten Teil-
gebiet K von @ eine Zahl Cx (abhingig von K und von f) existiert,

sodal3
If )

|z_ylm—4+tx

dy £ O firalle ze K
Kn{lz—y|<1}

gilt mit einer festen Zahl « € (0,1]. (Fiir m=2 und m =3 ist @, 1,.(&)=
Ly 146(@).) Man definiert

2
My(z) = —-l—‘f(—yn—-—dy firze @,
! [~ y|ms=
an(a—y|s1}

falls dieses Integral existiert. Mit diesen Bezeichnungen kann man nun
die Voraussetzungen iiber ¢ folgendermaflen formulieren:
Es sei g(z)=¢,(2) +¢5(), wo

(1) 41 € Qs 106(F), 02(%) Z g**(0(x)) — q*(0(x))
mit positiven und fiir > 0 stetigen Funktionen g*(t), g**(t),

(2) lim sup (logt—2)-1 [ [g**(s)]t ds > 1,
t—>0+
(3) 22 € Qo 100( ), [My(%)]F Sm*(o(2))
mit einer positiven und fiir >0 stetigen Funktion m*(¢), und
(4) [M,,(x)]t Sca—(x), ¢ eine Konstante,

(8) g*(t)+m*(t) ist monoton nicht abnehmend, und das Integral
[P [q*(t) +m*(t)]-tdt divergiert.

(D) 4

Sarz. Fir die Koeffizienten des Differentialausdrucks T seien die Vor-
aussetzungen (4,B,C,D) erfallt. Dann ist T, wesentlich selbstadjungiert.

Aufgrund des Satzes ist Ty* die eindeutige selbstadjungierte Fort-
setzung von 7',. — Aus dem Beweis des Satzes 148t sich ferner folgendes
Kriterium fiir die Halbbeschrinktheit des adjungierten Operators 7'y*
ablesen:
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Zusatz. Unter den Voraussetzungen des Satzes seien auferdem q* und m*
konstant. Dann ist der Operator Ty* nach unten halbbeschrinkt, und es gilt

(u, To*u) = f { %m lajk[(iaj+bj)u][(i6k+bk)u] + ql|u|?; dx
g =

Sfur jedes Element w € D(T*).

Im Falle G@=R™ ist die Voraussetzung (C) iiberfliissig und in (D) kann
man ¢**=0 setzen und (2) weglassen. (D) ist dann gleichbedeutend
mit den Voraussetzungen von Ikebe und Kato in [1] bis auf die Ande-
ruhgen, die sich aus (B) ergeben; diese haben zur Folge, dal das Krite-
rium (A, B, D) allgemeiner ist als das Resultat von [1]. Ein Beispiel ist
der Operator m

= — 39,679, + q(x)
j=1
mit g € Q, 10(B™) und ¢(x)= —ce?®. Dieser erfiillt nicht die Voraus-
setzungen von [1], wohl aber (A, B, D) mit o(x)=e?, g*(r)=cr® und
q,=0.

Die Zerlegung g =g¢q, +¢, ermoglicht die Zulassung von Funktionen g,
die in beschrinkten Teilgebieten von @ nach unten nicht beschrénkt sind.
Allerdings ist die Voraussetzung (D4) sehr storend, da sie praktisch die
gleichmaBige Elliptizitdt des Differentialausdrucks 7' in beschrinkten
Teilgebieten von @ bedeutet. Ist g,=0, so ist ¢ in jedem beschrénkten
Teilgebiet von @ nach unten beschrinkt; dafiir fallen die Voraussetzun-
gen (D3) und (D4) weg, und es ist zulissig, daB 7' auf dem Rand von G
degeneriert, wenn nur (C) erfiillt ist.

Fiir das Beispiel der Einleitung kann man ¢,=0 wihlen, falls V(r)
nach unten beschrénkt ist. Setzt man dann

g* = max{l,1—inf V(r)},
und verwendet man
o(x) = (1 + po)H|2g — )
so erhilt man
@) = V((u+pm)t) + g*,
und aus (D2) wird

1
lim sup (log 1)~ [ [q*+ V(s)]F ds > (u+pg)t -
t

t—>04

Ist dies erfiillt, so ist nach dem Satz der Operator 7'y des Beispiels wesent-
lich selbstadjungiert.
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Einige weitere Beispiele sollen zeigen, da8 die Bedingung (D2) nicht
wesentlich abgeschwicht werden kann. Betrachtet man etwa den Ope-

rator
T=—A+8|z|"2

in G={x |z € R™,x+0}, so erhilt man mit o(x)=|z| aus (D2) die Be-
dingung f>1. Andererseits kann man durch Separation der Variablen
alle selbstadjungierten Fortsetzungen von 7', explizit berechnen. Es
zeigt sich, da 7y dann und nur dann wesentlich selbstadjungiert ist,
wenn B+ (4m—1)>21 ausfallt. Fiir m=2 ist also §=1 notwendig und
hinreichend, d. h. (D2) ist nahezu bestmdglich. Fiir beliebiges m 2 2 ist
der Operator P

T= -4+

im Gebiet G={x | x € R™,z,%+x,®> 0} ein geeignetes Beispiel; auch hier
verlangt (D2), da8 > 1 sein muB, und §= 1 ist notwendig und hinreich-
end fiir die wesentliche Selbstadjungiertheit von 7',.

2. Der adjungierte Operator Ty *.

Der Operator T, ist symmetrisch ; daher gilt T'g< Tg** < T *. Nach De-
finition ist 7', genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn 7y** selbst-
adjungiert, d. h. wenn 7'** =T * ist. Notwendig und hinreichend hier-
fiir ist also die Beziehung 7 * =T **, d. h. die Symmetrie von 7'y*; dies
ist aber gleichbedeutend damit, daB die quadratische Form (u, 7 *u) fir
jedes u € D(Ty*) reell ist. Hierbei ist zu beachten, daB D(Ty*) dicht in
H, und daB H ein komplexer Hilbertraum ist.

Zum Beweis des Satzes bleibt also zu zeigen: Unter den Voraussetzun-
gen (A, B, C, D) ist die quadratische Form (u,To*u) in D(Ty*) reell.

Zum Beweis braucht man eine genaue Beschreibung des Operators
Ty*. Fiir Funktionen u € L, ,,(G) seien 9;u und 9;0,u die partiellen Ab-
leitungen erster und zweiter Ordnung im Sinne der Distributionstheorie.
Es sei Hy 14, der lineare Raum aller u € Ly 1,,(G) mit d;u € Ly 1,,(G) und
;0,1 € Ly 10o(@) fiir j,k=1,2,...m. Fir ue H, 1, und q € @, 1,.(G) gilt
qu € Ly 1,,(G) nach Lemma 1 in [1]. Interpretiert man also die Ablei-
tungen 9; in 7' im obigen Sinne, so ist unter den Voraussetzungen (A)
und g € @, 10,(G) die Funktion Tu fiir alle u € H, ,,, erklirt und liegt in
Ly 105(@). Die gewiinschte Beschreibung von T * ist in dem folgenden
Satz enthalten (vgl. [1, Lemma 4]): Unter den Voraussetzungen (A) und
q€ Qa, loo(G) 18t
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D(Ty*) = {u| we HNnH, ., Tue H}
und

To*u =Tu  fur weD(Ty*).

Der Beweis kann nach dem Muster der Beweise von Lemma 3 und
Lemma 4 in [1] gefiihrt werden, wenn man beachtet, daf zu jedem
kompakten Teilgebiet K von G eine Fortsetzung der Koeffizienten von
T in K auf den ganzen Raum R™ existiert, die in K mit den gegebenen
Koeffizienten iibereinstimmt und in B™ den Voraussetzungen (A) und
q € @,,10o(B™) geniigt.

3. Beweis des Satzes.
Es ist zu zeigen, daB fiir v € D(T*) die quadratische Form

(u, To*u) = fum dx
@

reell ist. Wire eine partielle Integration moglich, und alle Randglieder
gleich Null, so erhielte man

[ P +qup}da,
worin ¢

s o=
gesetzt ist. Die Idee des folgenden Beweises besteht darin, den Aus-
druck (u, T *u) als Grenzwert von Integralen der Form

[ oa(P) + qlupt) da

darzustellen, worin die Funktionen ¢, reell sind, in G kompakten Triger
haben und fiir n — oo gegen 1 streben. Das Integrationsgebiet @ ist hier
und bei den folgenden Integralen weggelassen.

Es sei ¢(t) eine fiir ¢ 2 0 stetige Funktion, 0= ¢(t) <1, ¢(t)=0 fir t2r
und ¢'(t) stiickweise stetig. Die Funktion f(x)=g(g(x)) hat dann wegen
(B) die folgenden Eigenschaften:

(1) 0Sf(@®) S 1, f(z)=0 fir |s|2 R,
I(2) f(x) geniigt einer gleichméfBigen Lipschitzbedingung in jedem
@ l kompakten Teilgebiet von G,

m
(3) X a;.0;f0.f<[¢'(¢)]* = C, fast iiberall.
j' k"l
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Darin ist R so groBl zu wihlen, daB o(x)=r ist fir (|2 R, und C;=
max[¢'(2)]2. Aus (D2) folgt die Existenz einer Zahl § mit 0 < <1 derart,
daB

t—>0+

1
lim sup (log¢-1)-1 f [Bg**(v)]tdr > 1
t

ist. Zu jeder Zahl s € (0,1) kann man daher eine Zahl ,=1#,(s) < ¢ finden,
mit der

[ a1t dr > logty
o

gilt. Nun definiert man

1 fir tzs,
_ lexp{—ﬁ[ﬂq**(r)]* dr} fir t,<t<s,
0= ['Ps<to>+t—to Hir f—py(to) St <ty
Y fir 05t <ty,—y4(ty) »

wobei wegen der obigen Ungleichung die Zahl ¢,(s) =t,— y,(t,) positiv ist.
p,(t) ist stetig mit stiickweise stetiger Ableitung, und es gilt

s O = Be**(O)ws(®)® + 1.

Setzt man nun g () =yy(o(x)), so hat diese Funktion infolge der Voraus-
setzung (C) die Eigenschaften:

0, falls o(x)=#,(s),

1, falls o(z)=s,

(2) g,4(x) geniigt einer gleichméBigen Lipschitzbedingung in jedem
(I1) kompakten Teilgebiet von G,

(1) 0=g,@) =1, gs<z)={

m
(3)‘ kzlajkajgsakgséﬂq**(a)gsz +1
Js o=

fiir fast alle x € @.

Aus (I) und (IT) liest man ab, daB fiir jedes s < 1 die Funktion f(x)g(x)
einen in Gn{jz| =R} liegenden kompakten Tréger hat, einer gleich-
miBigen Lipschitzbedingung geniigt und fiir s — 0 gegen f(x) strebt.
Durch partielle Integration erhilt man

ff”g,"uﬁdx = ffzgf{P(u)+q|uP}d:c+
(I1I1) m

+2i f fgauj’z

2 a5l f0;9,+950;F (80 + by )u] de .
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Es soll nun zunichst gezeigt werden, dafl man hierin g, durch 1 ersetzen
kann. Dazu braucht man Abschétzungen der Summanden in (IIT). Mit
Hilfe der Ungleichung von Cauchy fiir positiv definite quadratische
Formen erhilt man unter Verwendung von (D1) und (II,3) mit beliebi-
gem &> 0 die Ungleichung

2 ffzgsu . kz lajkajgs[(i8k+ by u] dx
gy b=

IIA

[frarPuyde + o [ 5
[ FateP)+epgr ) de + o [l do

< [FoePw)+e 8@+ qnlult) da + e [ uft da,
und ebenso mit Hilfe von (I,3) und mit beliebigem % >0

2 ffgfu 2 0 f (00 +by)u] dx
j» k=1

;0,9 5019 s dx

IA

<1 [£92Pw) do + 07t [g2ult 3 andyfouf d

m
Jr k=1

< [f29,2P@) ds + 771, [ lul de

Ferner wird eine Ungleichung von Ikebe und Kato benotigt [1, Lemma
2 und der Beweis von Lemma 5]:

[rotiadiue o
< Ot [, {102 3160+ b)ule+ 3 10, fpaPlule +2-2f 0 ol do
J= J=

giiltig fiir jedes 4 € (0,1] mit einer nur von « und m abhingigen Zahl C,.
Mit Hilfe von (D3), (D4), (1,3) und (II,3) erhélt man daraus

[ r2ofiaalup d

< O 0 f F292{cP(w) +A-2m*|uj2} dz +
' m m
() e[l 3 apogtentel 3 anofos|is
) o= I K=

I\

Oyt [ f2g 2P (u) + 2B(a, +*)ul? do-+
+ Oyt f w2 {A-2m*f2 4 20 + 260} da .
Mit Hilfe dieser Abschdtzungen folgt aus (III)
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[29.2P@)+ @+ g9l do

S [ £29.2(ullTul + q¥ul*+ e+ 1+ cCoAPw) +
+(e71B + 2cCoA¥B) (g, + %) |u|?} da +
+ f |2 (e~ + 910, + CyA=(A-2m*f2 + 20 + 2¢Cy)} dav .

Setzt man nun
. i 2/
=Bt g = }1—gt = M
o= n=10-p), d-minf1, (1)),

so wird daraus
[Pra2tPe)+ @+ g} da
S 35 | GITul+ Cur e+ Oyt da 5 g

nach Definition von D(T *) mit einer von s unabhingigen Zahl C,.
Dabei wurde benutzt, daBl die Funktionen m*f2 und g¢*f2 wegen (I,1)
beschrinkt sind. Aus (II,1) folgt nun

[ £Pw+@+eius s o
o(x)=8

und durch Grenziibergang s — 0 schlieSlich
[PPw+ @+ ey ds < 0.
Aus (IV) erhilt man die Existenz des Integrals
[Foigaliu ds

Nun kann man in (III) den Grenziibergang s — 0 durchfithren. Dabei
benutzt man die Abschitzung

f f ag’uj kZ"_'_ . 10495 [0 + by )u] da '2

= {ff’y,lul [P(u)j,g.lajkajgaakgs]*dxr

s ff"g,*P(u)dw f FRlul?(Bg**g 2 +1) d
f1sa@)se

=G f fHul¥gy+g*+1)de > 0 fiir s> 0.
o@)se
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Also geht (III) iber in
. ' m -
V) f FuTude = f FP@)+qlul?} do + 2 f fu S a0, [0+ bp)ulda .
Jrk=1
Hierin wird nun f durch eine Schar f,(x)=7%(¢(x)—r) ersetzt, worin
# € O} —00,00) ist mit 0 <#(¢) <1 und

1 fir ¢
X = ‘0 fiir ¢

Daher hat f, die Eigenschaften

v 1A
e

1 fir g(z)=r,

W 0sf@st L=y g G057

(VI) (2) f, geniigt einer gleichmiBigen Lipschitzbedingung in jedem
kompakten Teilgebiet von G,

(3)j Iéla'ikaifrakfr S[W(e-r2<C,,

worin Cg von r nicht abhingt. Damit folgt aus (V) durch nunmehr
geldufige Abschitzungen

[#2Pwda
< 20100+ 1Tl + (g5l — go)lul?+ P} do + 4C, [ uf* da

Nun benutzt man —g; < ¢*(¢) und die aus (IV) durch den Grenziibergang
s — 0 folgende Ungleichung

(VII)
f £2galluldn < Ot f FH{cP(w) + A-tm*|u?} do + 200,04he/2 J 2 dz .
Setzt man dies ein und wihlt A=min {1, (4cC,)~%>}, so folgt mit (VI,1)

J' Pw)de < f 7,2P(u) dz
ex)=r

A

4 [ £241Tu+ (g%(@) + Cym*@)ul?}dz + C [ Iul? da

S0 [ @@+m*@ulds + Cy,
e@)=r+l

worin Cy und Cj, von r unabhiingig sind. Setzt man p*(¢)=g*(¢) +m™*(?)
und
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Fo)= [ Payds, 60)=0C, [ p@lulds,
ew)=r e@)=r+1
so sind diese Funktionen monoton nicht abnehmend, geniigen der Un-
gleichung F(r) — Q(r) £ Oy fiir r 2 0, und p* ist stetig nach (D1) und (D3),
monoton nicht abnehmend nach (D5), und es ist [3°[p*(t)]-tdt=c0
Dabher gilt

rdF(H)—de(t) P(u)
J P+ ] PO

|u|2dx

0<e@=r I<e(@)sr+l

F(r)-G(r) F(0)—G(0)

=) g f )~

C F(0)-G(0 ¢ 1
10_() ()_ mfd

*a+n

TerrH)  pMY) p(t+1)
—ﬂm+mm_0
1 Y

und folglich ist

P(u)
fp*(e.l_l)dx § Cnflulzdx + 011 = 012 .

Damit gelingt nun in (V) der Grenziibergang f— 1. Man setzt f(x)=
fr*(@) = (e(x)) mit
- {1 fir 0<t<r,
e max{0, 1 - [}[p*(v+1)]-td7} fir t>r.
Dann ist 0=f,*(x)<1, f,*(x)=1 fir go(x)<r und f*(x)=0 fir groBe
Werte von |z|. Ferner geniigt f,* einer gleichméBigen Lipschitzbedingung
in jedem kompakten Teilgebiet von G und der Ungleichung

m 1
a0, ¥ 0 f* < .
B T 2 e
Es folgt
m — 2
| f fr*’“_kzlajkajfr*[(wk‘*'bk)u] dzx
Js k=
P(u) it
< *)2 * 2 * ]
s [Urr i [prer it 3 andsransr de

S Cqp J‘ |luj2dz - 0 fiir r - o0,
e@=r
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und damit aus (V)

(u,Ty*u) = lim f ( f,*)%ﬂ dz
(VIII) e
= Tim [ (%){P(w)+qlul?} do
Also ist (u,Ty*u) reell, und der Satz ist bewiesen.
Unter den Voraussetzungen des Zusatzes existiert das Integral
JP(u)dz, und daher wegen (VII) auch [g,|u|>dz und es gilt

fq2|u12dx > —fP(u) dz — 013J|u|zdx,

Da ¢, = —qg* ist, folgt nun aus (VIII) die Existenz des Integrals [q,|u|2dx
und fiir r - co die Beziehung

W, To*) = [ {P@)+quf}de 2 —(@*+Cu)u,u),

was zu beweisen war.
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