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EIN SATZ
UBER EIGENTLICHE HOLOMORPHE ABBILDUNGEN
VON ANALYTISCHEN POLYEDERGEBIETEN

HANS RISCHEL

R. Remmert und K. Stein [2] haben bewiesen, dass eigentliche holo-
morphe Abbildungen von analytischen Polyedergebieten bemerkens-
werte Eigenschaften besitzen. Die entscheidenden Hilfsmittel dieser
Untersuchung sind der Abbildungssatz von Remmert [1, Satz 23] und
eine Idee, die von Rothstein [3] stammt. (Fiir Anwendungen siehe etwa
[2, Satz 11].) Die vorliegende Arbeit kniipft an diese Untersuchungen
an. Sie enthilt eine Erginzung zu einem Hauptsatz von Remmert und
Stein.

Zuerst seien einige Bezeichnungen eingefiithrt (vgl. hierzu [2, S. 183—
184]).

Unter einem analytischen Polyeder im komplexen Zahlenraum C»
wird eine kompakte Teilmenge P von C™ mit folgender Eigenschaft
verstanden: Es gibt eine offene Umgebung U von P und endlich viele
in U holomorphe Funktionen f,...,f;, so dass ein Punkt 2z € U genau
dann zu P gehort, wenn

i@ =L, ..., fk®) = 1.

Ein analytisches Polyedergebiet A im komplexen Zahlenraum C™ ist
eine zusammenhidngende Komponente des offenen Kernes P eines ana-
lytischen Polyeders P in C™.

Sei 4 ein Polyedergebiet in C*. Ein System g,,...,g; von Funktionen,
die in einer offenen Umgebung von 4 holomorph sind, heisst ein Mini-
malsystem fir A, wenn gilt:

1) Fiir jedes z € 4 ist |g,()|<1,...,|g(?)] <1.

2) Zu jedem z € 94 gibt es ein j, 1<j =<1, so dass |g;(2)|=1.

3) Zu jedem j, 1<j<1, gibt es einen Punkt 2z € 94, so dass [g;(z)|=1,
aber |g,(2)| <1 fir p+j.

Eingegangen am 30. Oktober 1963.



EIN SATZ UBER EIGENTLICHE HOLOMORPHE ABBILDUNGEN ... 221

Man sieht leicht, dass jedes analytische Polyedergebiet ein Minimal-
system besitzt.

Sei 4 ein Polyedergebiet in C*. Eine nicht konstante Funktion g, die
in einer offenen Umgebung von A holomorph ist, heisst eine Zerlegungs-
funktion von A, wenn es eine topologisch 2n — 1-dimensionale Teilmenge
des Randes 04 von 4 gibt, wo |g(z)| konstant ist. Die durch g erzeugte
Zerlegung von A, also die Zerlegung von 4 in die zusammenhingenden
Komponenten der Mengen {#z € 4 | g(z)=Konstante}, heisst dann eine
charakteristische Zerlegung von A. Ist g,,...,g;, irgend ein Minimal-
system fiir 4, so sieht man sofort, dass jede der Funktionen g,,...,q,
eine Zerlegungsfunktion von A ist. Andererseits zeigt man leicht, dass
es zu jeder Zerlegungsfunktion von A4 eine Funktion des Minimalsystems
derart gibt, dass die beiden Funktionen analytisch abhingig sind.
Sadmtliche charakteristischen Zerlegungen von 4 werden also von den
Funktionen eines Minimalsystems erzeugt. Die Anzahl s der charakteri-
stischen Zerlegungen von A heisst die Stufe von A. Insbesondere gilt
sl

Der Satz von Remmert und Stein [2, Satz 14] besagt nun folgendes:

Satz. Im C? seien gegeben ein Polyedergebiet A der Stufe s und ein
Polyedergebiet *A der Stufe *s. Es sei 7: A - *A eine eigentliche holo-
morphe Abbildung. Dann ist jeder charakteristischen Zerlegung Z, von A
in natirlicher Weise eine charakteristische Zerlegung *Z., von *A derart
zugeordnet, dass jedes Element von Z, ber v auf ein Element von *Z,,
abgebildet wird; verschiedenen Z, sind verschiedene *Z., zugeordnet.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der Abbildung 7 ist also,
dass s <*s. Wir wollen jetzt zeigen, dass sogar s=*s gelten muss, also
dass folgendes gilt:

SATz. Es seien A ein Polyedergebiet der Stufe s in C%(z,,2,) und *4 ein
Polyedergebiet der Stufe *s in C*w;,w,). Wenn es eine eigentliche holo-
morphe Abbildung ©: A — *A gibt, so ist s=*s.

BewEis.

1) Sei f;,...,f; ein Minimalsystem fiir 4 und g,,...,g, ein Minimal-
system fiir *4, so dass fy,...,f, bzw. g¢;,...,9., die charakteristischen
Zerlegungen von A bzw. *4 erzeugt. Wir nehmen an, dass die von f;,
Jj=1,...,s, erzeugte Zerlegung vermage 7 in die von g, erzeugte Zerlegung
iibergefiihrt wird. Die Annahme s < *s, aus der wir einen Widerspruch
herleiten wollen, bedeutet dann, dass s<!, und dass die Funktionen
g1 - -»§s4+1 Paarweise analytisch unabhéngig sind.
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Da g,,...,9; ein Minimalsystem von *4 ist, gibt es einen Punkt
w® € 9*4 und eine in C? offene Umgebung U von w®, so dass

(1) [gors@®)] =1, g ) <1 fir j+s+1 und weU.

Da die Funktion g,,; sicher nicht konstant ist, kénnen dg,,,/ow, und
994.1/0w, micht beide identisch verschwinden. Wir nehmen an, dass
09441/0w;, % 0. Die Funktion dg,,,/éw, kann dann auch nicht in der Menge
U n 0*4 identisch verschwinden. Es ist also mdoglich, den Punkt «w® so
zu wihlen, dass ausser (1) noch

(2) 0 41(w0®) 00, + 0
gilt.

2) Wahlen wir die Umgebung U geniigend klein und einfach zusam-
menhingend, so hat g,,,(w) in dieser einen eindeutigen Logaritmus.
Es sei

h(w) = 10g(gs+1(w)[gs1(w?)) mit  Aw®) = 0.
Das Funktionenpaar
(*) By = h(w), Wy = wy—wy®

von in U holomorphen Funktionen hat dann eine in w® nicht verschwin-
dende Funktionaldeterminante. Nach einem bekannten Satz gibt es
dann einen Dizylinder U = U7, x 7, um (0,0) in C2(®,,i,) und eine offene
Umgebung U’'c U von w® in O%w,,w,), derart dass die Gleichungen (*)
eine biholomorphe Abbildung u: U’ — U definieren. Man sieht, dass
u(w®)=(0,0) und

u(*4AnU') = Un{w]|Reiw,<0}.

3) Wir bezeichen die in U definierte und holomorphe Funktion
gjop~! mit §;, j=1,...,1. Die Funktion §,,, ist dann nur von der Ver-
#nderlichen @, abhingig. Da die Funktionen g¢,,...,g,,,; als paarweise
analytisch unabhingig vorausgesetzt sind, gilt dasselbe fiir die Funk-
tionen §,,...,J,1- Wir haben also

oglomy = 0 fiir  j=1,...,s.
Die Funktion . .
~ agl 398
p= 2. .
Wy Oy
ist also nicht identisch 0 in {7. Sie kann daher auch nicht in der Menge
U n {t | Re®w, =0} identisch verschwinden. Es gibt folglich einen Punkt
@=(d,,d,) € U mit Red,; =0, so dass
oj;(a
955 ) +

0 fir j=1,...,8.
iy
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Der Punkt u-Y(@) € U’ liegt auf dem Rande von *4, und wir kénnen
annehmen, dass er mit w©® zusammenfillt, also dass @=(0,0). (Dies
bedeutet nur, dass u durch Parallelverschiebungen in der @;- und @,-
Ebene gedndert wird.)

4) Es sei b;=g,(w®)=4§,(0,0), j=1,...,s. Nach dem Satz iiber im-
plicite Funktionen gibt es dann: eine offene Umgebung U,'c U, des
Punktes 0 in der @,-Ebene, fiir jedes j=1,...,s eine offene Umgebung
V; von b; in der {;-Ebene und eine holomorphe Funktion @;(@,,{;) in
U, x V;, derart dass

(a) U x V) U,
(b) 3;(0,h;)=0. )
(C) gj(ﬁjl’a’j(ibv Cj))=C] filr alle 'II)]_ € UI" C]' € V".

5) Es sei ¢ reell, positiv und so klein, dass das Parallelogramm I" mit
den Ecken 0, —e, —2e+ie, —e+ie ganz in {7, liegt, und so dass
giI,0)c V; fir j=1,...,s. Die Mengen S und X,, j=1,...,s werden
folgendermassen definiert:

S~ = {ﬁ)|1711=——8t, 17)2=0; tG]O,l]},
K{i = {"b |ﬁ2=¢j(wl,gj(_8t’0))’ 17)1= —£(t+1)+i6, te [O, 1]} .

Wegen (a) sind S und alle K; Teilmengen von Un{w | Re®, <0}, und
es gilt:

(i) Sn{w | Rew, =0} + 0.
(i) K, ist kompakt, j=1,...s.
(iii) Zu jedem & € § und fiir jedes j=1,. ..,s gibt es eine stetige Kurve
k; in Un{w | Re® <0}, die § mit einem Punkte von K; verbindet
und lings der die Funktion §; konstant ist.

Die Behauptungen (i) und (ii) sind klar. Essei§ =(—e¢t,0). Wir definieren
die Kurve k; durch die Parameterdarstellung

’U‘J’l = —-8t—-£0+i€9,

Wy = (;91( — et —ef +1¢e0, §;(—et, 0))’ 6 ef0,1]

Es ist klar, dass diese Kurve in Un{w | Re®, <0} liegt, in w® beginnt
und in einem Punkte von K; endet. Nach (c) hat §; den konstanten
Wert §;(—et,0) lings IEj.

6) Es seien S=pu1(S), Kj=,u—1(K,-), j=1,...,8. Dann sind § und
K =U;_,K; Teilmengen von *4 mit den folgenden Eigenschaften:

(I) Sne*d+0.
(IT) K ist kompakt.
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(ITI) Fiir jedes w € S und jedes j=1,...,s hat das w enthaltende Ele-
ment der durch g; erzeugten Zerlegung von *4 Punkte mit K
gemeinsam.

Es ist nun wesentlich, dass 7 (infolge des Remmertschen Abbildungs-
satzes) surjektiv ist. Da 7 eigentlich ist, ist L=7-1(K) eine kompakte
Teilmenge von 4. Die Menge

L' ={zed|f(2)ef,(L); p=1,...,k}

ist dann ebenfalls eine kompakte Teilmenge von A.

Es gilt 771(S)cL’. Sei ndmlich 2@ e 4 mit 7(2®) e S. Da jede der
Funktionen f;,. . ., f; Zerlegungsfunktion von 4 ist, gilt infolge der Vor-
aussetzungen fir jedes p=1,...,k, dass das z© enthaltende Element
der durch f,, erzeugten Zerlegung von A fiir ein gewisses j, 1 <j <s, ver-
moge 7 auf das 7(2®) enthaltende Element der durch g; erzeugten Zer-
legung von *4 abgebildet wird. Jedes solche Element hat aber nach (IIT)
Punkte mit K gemeinsam. Es gibt also fiir jedes p, p=1,...,k, einen
Punkt 2® e L, so dass f,(29)=f,(®). Folglich gilt 2@ e L.

Da t surjektiv ist, gilt Sc(L’). Dies widerspricht aber der Stetig-
keit von 7. Wegen (I) gibt es ndmlich keine kompakte Teilmenge von *4,
die S enthilt.

Damit ist der Satz bewiesen.

Brispier. Es gibt keine eigentliche holomorphe Abbildung eines
Dizylinders auf ein Simplexgebiet im C2.

LITERATUR

1. R. Remmert, Holomorphe und meromorphe Abbildungen komplexer Riume, Math. Ann.
133 (1957), 328-370.

2. R. Remmert und K. Stein, Eigentliche holomorphe Abbildungen, Math. Zeitschr. 73
(1960), 159-189.

3. W. Rothstein, Zur Theorie der analytischen Abbildungen im Raum zweier komplexer
Verdnderlichen, Diss. Univ. Miinster, 1935.

UNIVERSITAT KOPENHAGEN, DANEMARK



