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LORENTZMETRIK IN
DER ALGEBRA DER KOMPLEXEN 4-MATRIZEN

JOSEF WEIER

Sei (yy,...,74) ein Diracquadrupel. Die y, seien also komplexe 4-
Matrizen mit y,y,+v,y,=26,,. Die Matrizen

(™) e YV WY B<Y, WYY, A<p<wy, 1

in dieser Reihenfolge mégen I, I, . . ., I heissen. Dann lidsst sich jede
komplexe 4-Matrix & eindeutig als £=3 &I, mit komplexen Zahlen &
darstellen. Die Zahl

16
gl(f" )?

ist von der besonderen Wahl des Diracquadrupels (y,,. . .,y,) unabhingig.
Die Matrizen y, stehen in folgendem Sinne paarweis aufeinander senk-
recht. Ordnet man je zwei Matrizen «, # aus der Algebra A der kom-
plexen 4-Matrizen als Skalarprodukt die Zahl

1) (&, ) = % spur(xp)

zu, 80 ist (y,,7,)=0 fir p=+».

Das Skalarprodukt (1) induziert in die Algebra A eine Lorentzmetrik:
Sei L der reelle Lorentzraum, M der komplexe Lorentzraum und C(M)
die Cliffordalgebra iiber M. Es sei also M der Vektorraum aller Quad-

rupel x=(zl,...,2%) komplexer Zahlen 2’, gemiss
3

(2 zy =3 Y —aty
v=1

mit einem Skalarprodukt versehen. Mit d;=(d},...,05) und
6,— = d]' fﬁl‘j=1,2,3, 64 = —'id4

ist (ey,...,e,) eine orthonormale Basis von M. Die Algebra C(M), im
besonderen das mit svi bezeichnete Cliffordprodukt von Elementen s, ¢
aus C(M) ist im ersten Abschnitt erklirt.

Eingegangen am 15. Februar 1964.
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Die obige Aussage, das Skalarprodukt {«,f) induziere in 4 eine Lo-
rentzmetrik, ist dann ndherhin so gemeint: Man kann die Algebra C(M)
derart isomorph auf die Algebra A der komplexen 4-Matrizen abbilden, dass
das iber C(M) fortgesetzte Produkt (2) gerade dem Skalarprodukt in A
entspricht.

Im zweiten Abschnitt wird erldutert, in welchem Sinne die Gleichung
(3) svi=8At+s-t

richtig ist, wobei sat wie iiblich das #ussere Produkt und s-¢ das innere
Produkt der, nicht notwendig gleichstufigen, Terme s und ¢ aus C(M)
bedeutet. Es ist dann das Cliffordprodukt svt in einen metrikunabhingigen
Teil, sat, und einen Teil, s-t, in den die Lorentzmetrik eingeht, zerlegt.
Nach (3) ist im besonderen

wobei
didy = dy-dy =dg-dyg = —dy-dy =1

gilt. Dass die »Spurtechnik« in der Theorie der 4-Spinoren mathematisch
nicht geniigend durchgefeilt ist, hat auch E. A. Hylleraas in [2] mit
Recht bemerkt.

1. Cliffordalgebra iiber dem komplexen Lorentzraume.
Die Bedeutung von M, d; und e; sei dieselbe wie oben. Der reelle

Lorentzraum L besteht aus den x=(z1,...,2?%) aus M, fir die alle x reell
sind. Die Tensoren

(**) e, v=1,2,3,4, e AesAezhey, e Ae,, U<V,

1eAe, M, A<u<v,

in dieser Reihenfolge bezeichnen wir auch mit E,, v=1,2,...,16. Im be-
sonderen ist also e ae,negzae,=FH, gesetzt. Jeder inhomogene schief-
symmetrische kontravariante Tensor s iiber M schreibt sich dann ein-
deutig als 6
s =>9E,
v=1

mit komplexen Zahlen s’. Mit t=3¢E, sei s+t=3 (s +¢")E, Der addi-
tive Operator der Cliffordalgebra C(M) iiber M ist damit erklirt.

Zur Definition des Cliffordproduktes sv¢ der Tensoren s und ¢ geniigt
es offenbar, die speziellen Produkte B, vE; «,f=1,2,...,16, zu definie-
ren. Im iibrigen ist der v-Operator linear:
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(1) SV (t+it) =svi,+sviy,
(2) (xs) vt = («f)svit.

Es ist also nicht (xs)vft=of(svt). Das widerspriiche der allgemeinen
Definition einer Algebra.

Zur Erklirung von E,vE, seien 4,,...,A, natiirliche Zahlen zwischen
1 und 4, nicht notwendig paarweis verschieden. Sind die 4; untereinander
gleich, so ist e, v...ve, =1. Sonst ist

(3) ellv...velr=(—-l)’leklA...Aeke.

Dabei bedeutet g die Anzahl der Inversionen in (4,,...,4,), und es sind

by <ky< ... <k,
die paarweis verschiedenen unter den Zahlen 4,,...,4,. Hierauf ist
(4) (e A...Ae ) Ve, A...he,) =€ V...Ve Ve, V...Ve,.

Damit ist K, vE, fir alle «,f erklirt.

Im Unterschied zum »Cliffordprodukt« svti=3, ,s*¢’ E,vE; der Ten-
soren s=38 K, und t=3¢E, wollen wir die, im allgemeinen echt kom-
plexe, Zahl

16
(5) (8,8) = > &t
v=1

als das »Diagonalproduki« von s und t bezeichnen. Sind a, b Vektoren
des reellen Lorentzraumes mit a=Ya’E, und b=3b"E,, so ist

& =b =0 fir »25,
und es gilt
a=de, b=73be,.

Das Skalarprodukt von @ und b beziiglich der Lorentzmetrik ist
4
(6) ab=>Yab.
y=1

Driickt man a und b beziiglich der Basis (d,,...,d,) als a=Ya&'d, und
b=Ypd, aus, so ist

3
(7) ab =3« —ux4pt.
y=1
Schliesslich ist
(8) ab = (a,by.

Es ist also das Diagonalprodukt eine Fortsetzung des von der Metrik des
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komplexen Lorentzraumes M festgelegten Skalarproduktes iiber die
Cliffordalgebra C(M).

Der Satz der Einleitung, dass {«,f)=} spur«f in die Algebra der kom-
plexen 4-Matrizen eine Lorentzmetrik induziert, lisst sich jetzt wie folgt
prizisieren. Bildet man die Cliffordalgebra C(M) iber M vermdge e, — vy,
isomorph auf A ab, so entspricht dem Diagonalprodukt in C(M) gerade
das Skalarprodukt } spur (aff) in A.

Fiir Vektoren a, b des reellen Lorentzraumes gilt ausser (6) bis (8), dass

avb=arb+a-b.
Es ist ndmlich e,ve,=e,ae, +¢,¢,, daher

avb =Y a'be,ve = a'b’(e,ne,+e,e,)

(S ate)A X e, + (2 ate,) X Ve,

=aArb+ab,

Il

wie behauptet.

2. Cliffordprodukt und Skalarprodukt.

Die Bedeutung von L, M und C(M) sei dieselbe wie oben. Wie oben sei
d;=(9},. . .,0;), ferner

e, =d; firj=1,2,3 und e = —id,.

In welcher Weise geht die Lorentzmetrik des Vektorraumes L in das
Cliffordprodukt ein ?

Hierzu bezeichne ¢ ein Element aus C(JM), also einen inhomogenen
schiefsymmetrischen kontravarianten Tensor iiber M. Dann ist

(1) d;vt = d;at+d;-t,
wie wir zeigen wollen.
Zunichst ist jedoch noch das Skalarprodukt d;-¢ zu erkliren. Zur

Definition des Skalarproduktes von Elementen aus L geniigt es, die
Produkte d;-d, zu erkliren und mit a=3a"d,, b=3p"d, wie oben

a-b =3 oifkd;d,

zu setzen. Entsprechend geniigt es zur Definition des Skalarproduktes
8+t der Tensoren s=Ys'E, und t=3¢E,, die Ausdriicke

(@ ®...Qd, ) (ds, ®. .0 dy)

zu definieren. Wir setzen nun
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2) & (@, ®...04d,) = ([d;4d,)d, ®...04d,,

fir r<s allgemein
1
(@,®...0d,) (4, ®...Qdy) = r_! (daydp,) . . (Ao dp)dp  ®...® dy,.

Wegen d;-d;=1, j=1,2,3, und dy-d,= —1 geht in diese Produkte die
Lorentzmetrik ein.

Aus (2) folgt
(3) di(diadj Ao Ad;) = +dj A ... Ad;,
je nachdem j <3 oder j=4 ist.

Beweis von (3). Es ist

dj‘(dedjzA...Adjr) = dj'(aal ’::;:da‘l@”'@ dar)

Jiz-
= &%, (dpd,)d,Q..0d,)
oped,,®...04d, fir j<3,
-8 d,,Q...9d, fiir j=4 .

Wegen
kag...or _ Sx2...0p
6’6}2---];- = 6}2--4’

folgt hieraus bereits die Behauptung.

BewEeis pDER ForMEL (1). Man darf t=d, A...Ad, annehmen. Es
komme erstens j unter den «;, nicht vor. Aus (2) folgt dann leicht, dass
d;t=0. Die verbleibende Gleichung d;vt=d;at ist aber nach der Defi-
nition des v-Produktes richtig. Wenn zweitens j unter den «;, vorkommt,
so ist zundchst d;at=0. Hier besagt also (1), dass

dj vt = d]'t .
Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt leicht aus (3).

Die Beziehung (1) eignet sich auch zur Definition des Cliffordproduktes.
Von (1) ausgehend kann man ndmlich induktiv

(4) (dp Ao oady)viE = (dgA...Ady ) v (d,VvE)

setzen und dann das Cliffordprodukt linear fortsetzen.
Berechnet man nach (1) den Ausdruck e,v(esvt), so ist zundchst
e, V(egvt) =e,v(egat+est)
=e,Aeghtte, (egat)te, A(egt)+e, (esl),
daher
e, vie,vt) =e, (e, At)+e, A(e, t).
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Trivialerweise ist nimlich e _ae A¢ =0, und nach (2) und (3) ist e, - (e, 1) =0.
Andererseits ist e,ve,=1, daher e, v(e,vt)=¢. Somit e (e At)+e (e, t)
=1.

3. Uber die Spur gewisser 4-Matrizen.

Seien wieder y,,. . .,y, Matrizen mit y,y,+7,7,=24,. Wie in der Ein-
leitung seien I}, 1%,..., I die Matrizen

(*) Y YOV W B<Y, Wy, A<p<y, 1.
Dann ist I';2=1 fiir alle j. Weiter ist
(1) spurl; = 0 fir I; + 1.

Bei R. H. Good [1] wird (1) wie folgt bewiesen. Es geniigt zu zeigen,

dass zu jedem I';+ 1 ein I';, mit I', I'; I, = —I'; existiert. Dann ist nim-
fich spur (I I;I,) = spur ([ 1, I) = spurl’; .
Andererseits ist spur(—1I7;)= —spurl};. Ist erstens I';=1y,, so kann man
I'y=vyyaysys setzen. Wenn zweitens I';=1y,y, mit u<», so kann man
I'y=y, setzen. Ist drittens I';=1y,y,y, mit A<u<v, so kann man I, =
Y1V2ysys setzen. Im wvierten Falle, dass I';=ry,ysysy,, liefert I'y=y, die
Relation I, I T, = —1T7.

Die Matrizen I'y,I,. . .,I'j4 sind linear unabhingig.

Zum Beweis dieser Behauptung seien wie bei R. H. Good [1] 2/ kom-
plexe Zahlen mit Y2/I;=0. Zu zeigen, dass 2/=0 fiir alle j. Wegen
=1 ist )
2+ #00, =0.

JET
Wegen spurl =0 fiir I+ 1 geniigt es also zu zeigen, dass sich I';I", fiir
alle j+r als
I, = (I,
mit I',+1 und einer komplexen Zahl { darstellen lasst. Das wiederum
folgt unmittelbar aus der Definition der I, als Produkt von y,.
Aus der linearen Unabhéngigkeit der I'; folgt, dass

(2) Iy+1 fir j<15.
Dabei sind also die von 1 verschiedenen Matrizen (*) mit Iy, 1,..., 15
bezeichnet.

Die Cliffordalgebra iiber dem komplexen Lorentzraume und die Alge-
bra der komplexen 4-Matrizen sind isomorph.

Zur Erklirung eines konkreten Isomorphismus sei wieder L der reelle
Lorentzraum, M der komplexe Lorentzraum, C(M) die Cliffordalgebra
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iber M und d;=(3},...,0}) fiir j=1,2,3,4, ferner ¢;=d; fir j=1,2,3
und te,=d,. Die Tensoren (**) seien in der angegebenen Reihenfolge
mit K, E,,...,E,; bezeichnet. Dann sind die Elemente von C(M) die
Tensoren s=Y¢sH , t=>t'E, usw. mit

svit=YstE,vE,
als Produkt.
Die Matrizen (*) in der angegebenen Reihenfolge sind oben mit
I, T,,. .., I'g bezeichnet. Jede komplexe 4-Matrix ¢ schreibt sich ein-
deutig als 0=30¢"I,, Mit v=3"T, ist

ot =Y o’ I',T,.
Setzt man daher
OE) =T, fir »=1,2,...,16,

so vermittelt @ einen Isomorphismus der Cliffordalgebra iiber M auf die
Algebra der komplexen 4-Matrizen, da die K, und die I', die gleichen
Multiplikationstafeln bestimmen.

4. Die durch die Spur vermittelte Lorentzmetrik in der Algebra der
komplexen 4-Matrizen.

Wie oben sei 4 die Algebra der komplexen 4-Matrizen und (y,,. . .,7,)
ein Diracquadrupel. Die Matrizen (*) seien wieder mit I'y,1%,...,1
bezeichnet. Es ldsst sich dann jede komplexe 4-Matrix « eindeutig als

=>a'l’, darstellen. Wir wollen nun zeigen:

Sind «, f komplexe 4-Matrizen und o”, b’ thre Koordinaten beziiglich der
I, also x=3a' T, und §=3b"T, so ist

16
$spur(af) = > a’b” .
y=1

Insbesondere ist also 3%, ()2 von der besonderen Wahl des Diracquadru-
pels (yq- - .,y4) unabhdngig.

Bewsss. Es ist af =(3a"l)(Z0'T,)=3a"b" I',I',, daher

po v
spur(xf) = > o'’ spur(I',I,) .
Fiir p+v gilt, wie oben gezeigt, I',I',=2I"; mit I';+1 und einer kom-
plexen Zahl z. Wie oben gezeigt, ist ferner
spurl, = 0  fir I,%1.
Dabher ist
spur(«f) = > a’b’ spur(l,)?.
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Andererseits ist (I,)2=1, wie oben gezeigt. Also spur(l)2=4, wie
behauptet.
Statt } spur(xf) wollen wir auch {«,$) schreiben. Dann gilt:
Diagonalprodukt in der Cliffordalgebra C(M) iiber M und Skalarpro-
dukt in der Algebra A der komplexen 4-Matrizen hingen gemiss

<.’L', ?/> = <¢(x)»¢(y)>

miteinander zusammen, wobei @ den oben erklirten Isomorphismus
von C(M) auf A bedeutet.

Genauer gilt: Sei (ey,...,e,) eine orthonormale Basis im komplexen
Lorentzraume M und (y,,. . .,7,) ein Diracquadrupel. Die Tensoren (**)
und die Matrizen (*) seien in den angegebenen Reihenfolgen mit E;
bzw. mit I'; bezeichnet. Sei @ der durch @(E;)=1I]; bestimmte Isomor-
phismus. Sind dann z, y Elemente aus C(M) mit

x=Y2E; und y=3ykE,;,
80 ist

(x,y) = 2 oy = § spur(P(x)P(y)) = (P(x),P(x)),

wie oben behauptet.
Bekanntlich ldsst sich jede komplexe 2-Matrix y=(y;;) eindeutig als

3
y =20, +2E
v=1

darstellen, wo die o, die Paulimatrizen und E die Einheitsmatrix bedeu-
ten. Wenn y hermitisch, sind die 2’ reell. Gemiiss

Il

2t =}y +Ys2) z?

' = Y12+ Ya), 1?

(Y11~ Ya2) »
3(Ya1— Y12)

driicken sich die 2" durch die y;; aus.
Sind die Matrizen y, des Diracquadrupels (y,,...,v,) hermitisch, so
sind auch die I', hermitisch. Die Zahlen z” aus

16
Y =>aT,
y=1
gind simtlich reell, wenn Y eine hermitische Matrix ist.
Dass die I', hermitisch, ergibt sich unmittelbar aus ihrer Definition
als Produkte der y, und aus den Vertauschungsrelationen der y,. Dann ist
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Y=Y =3zI'=3zT,,

also 3 (2"—2")[,=0. Wegen der linearen Unabhingigkeit der I, ist
daher z’=7", wie behauptet.
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