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UBER SCHWACH-KOMPAKTE OPERATOREN
IM BANACHRAUM

CLIFFORD C. BROWN

1. Die Eigenschaft von Dunford und Pettis.

Im Folgenden ist unter der schwachen Topologie eines Banachraumes
B stets die grobste Topologie zu verstehen, beziiglich der simtliche
normstetige Linearformen auf B stetig sind. Entsprechend ist die
Schwachkonvergenz einer Folge {z,,z,,...} von Elementen z; € B und
die Schwachkompaktheit einer Untermenge K < B zu verstehen. Eine
Untermenge F < B wird bedingt schwach-kompakt genannt, wenn ihre
schwach abgeschlossene Hiille schwach-kompakt ist.

Eine normstetige lineare Transformation 7' : B - B’ von B in einem
Banachraum B’ heit stark- bzw. schwach-kompakt, wenn fiir eine be-
liebige normbeschrinkte Menge E < B das Bild 7(E) < B’ von E bedingt
stark- bzw. schwach-kompakt in B’ ist. Untersuchungen von Dunford—
Pettis [3], Grothendieck [5] und Bartle-Dunford-Schwartz [1] iiber die
Theorie von schwach-kompakten Transformationen haben ergeben, dafl
gewisse Banachriume eine besondere Eigenschaft besitzen, die sich mit-
tels schwach-kompakter Transformationen ausdriicken 148t. Diese Eigen-
schaft definieren wir jetzt.

DEerintTION [5]. Sei B ein Banachraum. Man nennt B »D-P-strikt«
(Dunford-Pettis strikt), wenn fiir jeden Banachraum B’, jede schwach-
kompakte lineare Transformation 7 :B - B’ von B in B’ und jede
schwach-konvergente Folge {x;} von Elementen aus B die Folge {T'z;}
von Elementen aus B’ normkonvergent ist.

Eine der leichtesten und fiir die Anwendungen interessantesten Folge-
rungen aus der D-P-Striktheit eines Banachraums B ist, daf} fiir je zwei
schwach-kompakte lineare Transformationen S:B—~ B und 7: B -~ B
von B in sich die Transformation 87" : B — B stark-kompakt ist.

Es gibt zahlreiche Banachriume, die nicht D-P-strikt sind. Z. B. kann
kein unendlich-dimensionaler Hilbertraum D-P-strikt sein. Es ist in der
Tat leicht zu sehen, daB kein unendlich-dimensionaler reflexiver Banach-
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raum D-P-strikt sein kann, denn, ist B reflexiv, so ist die abgeschlossene
Einheitskugel in B schwach-kompakt. Es folgt, daB die Identitéit auf B
eine schwach-kompakte lineare Transformation ist. Ist also B auBlerdem
D-P-strikt, dann muBl die Identitét auch stark-kompakt und folglich
die Einheitskugel normkompakt sein, was damit gleichbedeutend ist,
daB B hochstens endlich-dimensional sein kann. Zu den zahlreichen
Réumen, die D-P-strikt sind, gehdren, wie Grothendieck [5] gezeigt hat,
die folgenden:

1) C(R2), der Banachraum von stetigen Funktionen auf einem kom-
pakten topologischen Raum Q mit der Norm

IFll = sup,enlf(@),  feC(Q).

2) ¢,, der Banachraum von beschrinkten Folgen ¢(-) von komplexen
Zahlen mit lim,c(¢)=0 mit der Norm

lle(- )l = sup;le@)], () €cy.

3) L. der Banachraum von u-integrablen Funktionen iiber einem
MagBraum (2,B,u).

Weitere Beispiele von D-P-strikten Banachréumen sind in [4] ange-
geben.

Mittels zweier Sitze von Kakutani [8] [9], die besagen, dal a) jeder
(L)-Raum (Definition in § 3) mit einem Raum L,! fiir passendes (L2, B, u)
linear und topologisch isomorph ist und da8 b) jeder (M )-Raum (Definition
in § 9) mit Einheitselement mit einem Raum C(L) fiir passendes kom-
paktes £ linear und topologisch isomorph ist, kann man Beispiel 3)
auf beliebige (L)-Réume und Beispiel 1) auf beliebige (M)-Réume mit
Einheitselement ausdehnen. Es gilt sogar:

Satz A. Jeder (L)-Raum und jeder (M)-Raum ist D-P-strikt.

Dieser Satz ist sehr brauchbar. Aus Satz A folgt z. B.: Sei B entweder
ein (L)-Raum oder ein (M)-Raum. Ist 7' : B — B eine schwach-kompakte
lineare Transformation von B in sich, dann ist 7% : B — B normkompakt
(Bartle-Dunford-Schwartz [1]). AuBerdem schlieBt Satz A praktisch
simtliche Rdume ein, von denen allgemein bekannt ist, da sie D-P-
strikt sind.

Alle bisher bekannten Beweise fiir iiber 1), 2), 3) hinausgehende
Spezialfille von Satz A stiitzen sich auf Darstellungssitze wie a) und b)*.

1 Zusatz wahrend der Korrektur: Die unveroffentlicht gebliebene Arbeit [2a] und die
noch unversffentlichte Note [2b] von Brace wurden mir erst jetzt bekannt. In [2b] wird
ebenfalls Satz A bewiesen, jedoch auch unter voller Ausnutzung von [8] [9]. § 2 der
vorliegenden Arbeit léuft mit [2b] weitgehend parallel, doch sind die betr. Beweise
in [2b] anscheinend komplizierter.
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Dies gilt auch fiir die obenstehende Aussage von Bartle, Dunford und
Schwartz. Solch ein Verfahren hat einen kiinstlichen Charakter, der der
Einfachheit der Fragestellung nicht ganz angemessen zu sein scheint,
Im Folgenden werden wir Satz A ohne Darstellungssidtze und nur mit
Hilfe innerer Eigenschaften von (M)- und insbesondere von (L)-Réumen
beweisen, vor denen einige natiirlich auch in [8] [9] eine Rolle spielen. Die
zentrale Rolle spielt dabei ein abstrakter Egoroff-Satz (§ 8).

2. Allgemeine Uberlegungen. Die Eigenschaft G.

Es ist schon in [5] gezeigt worden, daf} fiir Banachrdume die folgende
Eigenschaft zur D-P-Striktheit dquivalent ist.

DerFintTioN. Ein Banachraum hat die Eigenschaft G, wenn fir jede
schwach gegen Null konvergente Folge {z;} aus B und jede schwach
gegen Null konvergente Folge {x;*} aus dem Dualraum B* die Folge
x,*(x;) gegen Null konvergiert.

Um einen bequemen Beweis fiir die Aquivalenz der Eigenschaft G und
der D-P-Striktheit zu erhalten, beweisen wir ein Lemma. Hierzu sind
noch einige Vorbemerkungen erforderlich.

Sei ¢, der Folgenraum im obenstehenden Beispiel 2) in § 1. Wir be-
zeichnen mit ¢;* die i-te Projektion, d. h.

g*le()] = ¢c@), () eco.

Es ist bekannt [10], daB der Dualraum cy* von ¢, der Raum aller Funk-
tionale b[c(-)] ist, die durch Folgen b(-) mit X,;|b(¢)| < co vermoge

ble()] = 3 bli)eti)
gegeben sind. Als Dualraum zu ¢, hat c¢y* die Norm
b = 3B bea.

Es ist klar, daB die ¢;*, 1=1,2,3,..., eine Basis fiir ¢y* bilden.

Mittels der eineindeutigen Abbildung b < b(-) kann man auch den
Bidualraum cy** explizit als die Gesamtheit aller linearen Funktionale
a[b] angeben, die durch Folgen a(-) mit sup;|a(:)| < co vermoge

a[b] = > a(1)b(3), becy*,

=1
gegeben sind. Als Bidualraum-Norm hat man

lall = sup;la@)l, aecy**.
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Hieraus entnimmt man leicht, daBl a[e;*]=a(?) und, da die Abbildung
a < a(-) eineindeutig ist und die ¢*, ¢=1,2,3,..., eine Basis fir ¢,*
bilden, daB allein die &;* die natiirliche Einbettung ¢ : ¢y - ¢o** durch

ple(-))(e*) = &*[e(-)],  e(*)€c,
bestimmen und zwar so, dafl a € c,** genau dann das Bild eines in ¢,
enthaltenen Punktes unter ¢ ist, wenn lim;a[e;*]=0.

Lemwma 1. Sei B ein Banachraum und {x;*} eine schwach gegen Null
konvergente Folge von Elementen aus dem Dualraum B*. Dann ist durch

Tz = (2*(®), 2% (), 23*(2), . . .)
ein schwach-kompakter Linearoperator T : B — ¢, definiert.

BrweEis. a) Es ist klar, daf3 T'(x) definiert und in ¢, ist.
b) Jede schwach-beschrinkte Menge eines Banachraums ist auch
normbeschrinkt. Da {x;*} schwachbeschrinkt ist, hat man also

Tl = sup;|a;*()| = sup;|la;*|| ||| .

T ist also ein beschrinkter Linearoperator.
c) Sei T* bzw. T** erster bzw. zweiter zu 7' adjungierter Operator.
Nach Definition ist

fiir beliebiges x € B, x* € B*, xz** € B** und £* € ¢,*. Nun ist
(T*e,*)(x) = EX(Tx) = x*(x), xeB, ©=123,....
Es folgt T*¢,*=2,*, 1=1,2,3,.... Ferner ist
(Tr*g**)(e,%) = a**(T*e*) = x**(x;*)

fir beliebiges z** € B**. Da z;* schwach gegen Null konvergiert, haben

wIir
lim, (T**a**)(e*) = 0,  a** € B¥*

Es folgt, daB T**x** fiir beliebiges x** € B** im Bild von B in B**
unter der natiirlichen Einbettung ¢ liegt. Dies ist aber gleichbedeutend
damit, dafl 7' ein schwach-kompakter Linearoperator ist ([4, S. 482]).

SaTz (2.1). Ein Banachraum B ist genaw dann D-P-strikt, wenn er die
Eigenschaft G besitzt.

Bewzis. a) Sei B D-P-strikt, {z;}<B, {x;*}<B*, x; > 0 (schwach),
x;* - 0 (schwach). Aus Lemma 1 folgt, dal der durch

Tx = (2,*(x),2,*(x), 25%(),. . .)
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definierte Linearoperator schwach-kompakt ist. Wegen der D-P-Strikt-
heit konvergiert also T'z; in der ¢p~Norm und zwar gegen Null, weil 7'z,
schwach gegen Null konvergiert. Also ist

1T, = sup;le;*(@,)| > 0.
Es folgt
0 = |*(x;)| = sup;le*(x;)| - 0.
b) (Umkehrung: Beweis nach Grothendieck [5]). Besitzt B die Eigen-
schaft G und gibt es eine schwach-konvergente Folge {z;} < B mit z; - «
(schwach), einen Banachraum B’ und einen schwach-kompakten Linear-

operator 7' : B — B’ mit ||Tx;—Tx| 2 ¢ fiir passendes ¢>0, dann gibt es
nach Hahn-Banach eine Folge {£,*}<B'* mit

€1 =1 und |§X(Te)—&X(T2)| 2 3, 1= 1,2.3,....
Man hat

(T*&E) (@~ )| = |E4(T (@~ )|

= |E*(T) - EX(Ta) 2 ke, i =1,23,....

T ist aber schwach-kompakt, also ist auch T* : B'* - B* ([4, S. 485]).
Da ||&*<1,i=1,2,3,..., gibt es eine Teilfolge T*¢;*, j=1,2,3,..., die
schwach gegen ein Element z* € B* konvergiert, das heilt wir kénnen
annehmen, dafl 7*&* schwach gegen z* € B* konvergiert. Da also die

beiden Folgen {z; —«} und {T*&;* — 2*} schwach gegen Null konvergieren,
ergibt die Eigenschaft ¢

(T*E*) (2, — ) —a¥(@;—x) = (T3> —a*)(x;—x) > 0.

Da jedoch |(T*&,*)(x; —x)| = %e und x*(x; —x) - 0, haben wir einen Wider-
spruch. Satz (2.1) ist also vollkommen bewiesen.

Zum SchluB3 dieses Abschnitts beweisen wir noch einen elementaren
Satz.

SaTz (2.2). Sei B ein Banachraum. Besitzt der Dualrauwm B* die Eigen-
schaft G, dann besitzt auch B diese Eigenschaft.

Bewzss. Sei ¢ : B -~ B** die natiirliche Einbettung und {z;*}<B*,
{z:}<=B,
z;* - 0 (schwach), x; - 0 (schwach) .

Sei x*** ¢ B*** Wir definieren
p*(x) = a***p(x), z€B.

@* ist ein Element aus B*. Daher haben wir ¢*(z;) -~ 0. Es folgt, daB
Math, Scand. 14 — 4
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die Folge {p(x;)} = B** schwach gegen Null konvergiert, weil a*** ¢ B***
beliebig gewshlt wurde. Da B* die Eigenschaft G besitzt, hat man also

2*(2g) = glx)[x*] ~ 0.

CoROLLAR. Ist der Dualraum B* D-P-strikt, so ist B selbst D-P-strikt.

3. Eigenschaften der abstrakten (L)-Riume.

Im Folgenden sind diejenigen Eigenschaften der abstrakten (L)-Riume
aufgefiihrt, die wir brauchen, um unser Ziel — Satz A § 1 — zu erreichen.
Die nachstehenden Sitze sind weitgehend triviale Folgerungen aus ana-
logen Sdtzen iiber Vektorverbinde (Birkhoff [2]) und meist bekannten
Sitzen aus der MaB- und Integraltheorie sehr #hnlich. Wir werden daher
hier nur einige von ihnen beweisen.

Ein Vektorverband V ist ein reeller Vektorraum, der gleichzeitig ein
Verband ist und zwar mit den folgenden Verkniipfungen zwischen der
Verbandsstruktur und der linearen Struktur [6]:

a) Aus x <y folgt x+2=5y+2, x,y,2€ V.
b) Aus =<y, 420, 1 skalar, folgt Ax =2y, z,ye V.

Wir bezeichnen mit xay bzw. zvy das Infimum bzw. Supremum je
zweier Elemente # und y. Sei I eine beliebige Indexmenge, {z},; eine
Untermenge von V. Wir schreiben, falls vorhanden,

Sup,e s, = Vteva mftelx: = AlEle .

Der positive Teil xv0 und der negative Teil (—x)v0 von x € V werden
durch xt+ und 2~ bezeichnet. Wir benutzen die {iibliche Schreibweise
|| =24+ 2.

Ein abstrakter (L)-Raum L ist ein Vektorverband, der gleichzeitig
ein Banachraum ist, mit einer Norm ||-|| beziiglich der vy simultan in x
und y normstetig ist und welche die Eigenschaft besitzt: aus x>0, y =0

folgt [z +yll= [/l + [lyll.
Sei £ <L und E, die Menge aller Elemente aus L der Gestalt

V%, I endlich, zeE.

Satz (3.1) (Birkhoff [2], vgl. auch Jacobs [7]). Set E<L und x€ L
mit x Zy fir jedes y € E. Dann existiert xy € L mat
Lo = VyerY

und es gibt etne aufsteigende Folge z; S 2,2, <235 ..., 2, € B, mit z, > 2,
in der Norm.
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Jeder (L)-Raum ist also ein bedingt vollstindiger Vektorverband.

COROLLAR. Sei 2, Sx,S23=... mit v;€ L und z2x, 1=1,2,3,....
Dann ist x; ~ 2o=V,x; in der Norm.

Sei J eine stetige Linearform auf L. Es gibt stets nichtnegative stetige
Linearformen J+ und J+ auf L mit J=J+-J- (Birkhoff [2]). Wir
konnen auf L eine natiirliche Linearform J, durch Jy(x)=|zt||— |z,
x € L, definieren. Es ist klar, dall J, stetig ist. Dal} es linear ist, wird
in Birkhoff [2, S. 256] elementar bewiesen.

Es gibt in L — wie Kakutani [8] zeigt — eine Norm |[z||* =|{jz*|| + |jx |,
die mit der Norm ||-|| dquivalent ist. Sie hat die weitere Eigenschaft,
daB |jx+y||*=]|xz—y|* fir beliebige x,y € L mit xAay=0. Es wird im
Folgenden klar, dafl unsere Ergebnisse hochstens von der normerzeugten
(=starken) Topologie in L abhingen. Wir konnen deshalb annehmen,
dafB die Norm ||-|| schon die Eigenschaften von ||-[|* hat und damit, da
llel| = |lx]|*. Aus |z|=2*+2z~ und z=x+—2~ mit x+az—=0 (cf. [2]) ergibt
sich fir diese Norm ||| =/||z|]].

4. Projektionen im (L)-Raum.
DerinitioN (Kakutani [8]). Seix, ye L, 20, y=20. Wir definieren

P (y) =lim,  nxay (Norm).

Ferner definieren wir fiir beliebiges y € L
Py(y) = Paly*)=Puly™) -
Die »Projektion« P,(y) hat die folgenden Eigenschaften ([8]):

(8) Py(x)==, Py(x)=0;

(b) PwAy(z)zpz(z)APy(z): szv(z)=Pw(z)VPy(z)’ 220;

(c) PwAy(z)=Px(Py(z));

(d) P, (2)=P4z), A>0, skalar;

(e) Px(yvz)=Pm(y)VPz(z)1 Pw(yAz)=Pa:(y)APw(z)y

() Py(ay+Pz)=oPy(y)+PP,(z), x,f skalar;

(g) P,(y) ist in y normstetig;

(b) ist 0=z, Sz, z, >« (Norm), so gilt P, (y) > P,(y) (Norm).

Die Eigenschaften (a) bis (h) sind iibrigens kennzeichnend, das heif3t, hat
eine Abbildung P,’'(y) : L x L - L die Eigenschaften (a) bis (h) fir 20,
dann ist P,'(y)=P,(y) fir x=0. Zwei weitere Eigenschaften sind:

(i) Psz(z)=PPx(y)(z);
(]) P:u.y(z)+szy(z)=P:c(z)+Py(z)'
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5. Elementare Elemente.
DrriniTioN (Kakutani [8]). Sei goe L, go20, go+0. Die Menge
K(g,) von g,-charakteristischen Elementen in L ist die Menge aller e € L
mit ea(g,—e)=0. Sei £ das abgeschlossene Einheitsintervall, B der
Borelsche Korper von Baireschen Mengen und u das Lebesguesche Mag.
Wir betrachten den (L)-Raum L,!. Sei g eine Lebesgue-integrable Funk-
tion, die fastiiberall grofler als Null ist. Wir betrachten g, € L1, die g
enthaltende Aquivalenzklasse aus L. Die g,-charakteristischen Ele-
mente aus L,! sind diejenigen Aquivalenzklassen, welche die Funk-
tionen e(w) der Bauart
g(w) fir we X,

0 firwer, T8

e(w) =

enthalten. Es wird in [8] gezeigt, dall K(g,) eine normabgeschlossene
Boolesche Algebra unter v, A und der Komplementbildung e —~ g,—e ist.
Aus Satz (3.1) sieht man, daBl K(g,) eine vollstindiger Verband ist, das
heiBit, ist K'< K(g,), dann existieren

Ve’c—K’e’ € K(go): Ae’eK’e’, € K(go) .

K(g,) ist also eine Boolesche o-Algebra. Eine Beziehung zwischen der
Komplementbildung und der Differenzbildung in K(g,) ist: Sei e,
e’ € K(g,), ¢ <e. Dann ist

e—e =enr(g,—¢e).
Denn, da (g,—e’) = (go—e), hat man
ev(go—e) =ev(go—e)V(go—e) = (go—€)Vgo=go-
Es folgt
eA(go—e) = et+go—e’ —ev(gy—e)
=e+go—e —g, =e—e .
DEFINITION. Sei e,,e, € K(g,). Wir definieren e, a e, € K(g,) durch
€ 4 € = (91 A (go"ez)) v (32 A (90—61)) .
Aus dieser Definition folgt: e, a e;=e,ve;—e ae,=e; —e,|; denn, da
e,Vey = e Ae,, hat man
eraey = (6 Vey)a ((go“ez) v "'2) A ((go“el) v 91) A ((go—ez) v (90—91))
= (e;Veg) A ((go— €s) vV (go— 91))
= (e1Vey) A (90— (eg A 31))

=€ Ve, —€ Aey.
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Man beweist weiterhin genau wie in der Mengenalgebra, daB (K(g,), ») eine
Abelsche Gruppe mit 0 € K(g,) als Einheit ist.

Mittels K(g,) konnen wir zwei weitere Eigenschaften von Projektionen
(§ 4) ausdriicken:

(k) P.(g0) € K(go);

@ Pel(ez) =P, (e;)=e;Ae,, ey, € K(g,).

Wir definieren jetzt einen Begriff, der ein sehr wichtiges Analogon in
der Integrationstheorie hat.

DEerINITION. ¥ € L ist ein g,-elementares Element, wenn es eine natiir-
liche Zahl n, reelle 4,,4,,...,4, und e,,e,,...,e, aus K(g,) gibt mit

n
y=z).i6i, ekAeJ-=O,k='=j, Viei=g0-
=1
Es gilt stets
y+ = zhgo A"I:ei’ y— = zjigo Aiei
und

Il = 3 Tl

Mittels Satz (3.1) und einiger Eigenschaften von Projektionen, beweist
man leicht den

Sarz (5.1). (Kakutani [8], Nikodym [11]). Die gy-elementaren Elemente
liegen mormdicht im Bildraum von P, () : L — L.

6. o-additive Funktionen.

DeriniTioN. Eine reelle Funktion » auf K(g,) heillt o-additiv, wenn
sie folgende Eigenschaften besitzt:

a) v(e)> —oo, e € K(g,)-

b) »(0)=0.

c) v(eve')=w(e)+v(e’) fiir beliebige e, e’ € K(g,) mit eae’=0.

d) Sei e; € K(g,), t=1,2,3,..., e,re;=0, k+j, und

o0
e=vei.
[1

Dann konvergiert 3;v(e;) absolut (moglicherweise gegen +oc) und

oo

ve) = 3 v(e;) -

i=1
Beispiele von ¢-additiven Funktionen auf K(g,) sind:

1) die (L)-Norm, eine endliche ¢-additive Funktion;
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2) die Einschrinkung J | K(g,) einer nicht-negativen Linearform J
aus dem Dualraum L* von L;

3) die Einschrankung J | K(g,) einer beliebigen Linearform J aus dem
Dualraum L* von L.

3) folgt aus 2) mittels der Zerlegung J =J+—J~ (§ 3). Ein weiteres Bei-
spiel einer g-additiven Funktion auf K(g,) ergibt sich aus der Eigen-
schaft (h) § 4.

Sarz (6.1). Seiy € L, J € L*. Dann ist J(P,y)) eine endliche o-additive
Funktion von e auf K(g,).

BewzErs. Sei zundchst y € L, y 20, und J € L*, J nichtnegativ.

a) J(P(y))> —co.
b) J(Py(y))=J(0)=0.
c) Sei e;ae,=0. Wegen der Eigenschaften (j) und (a) aus § 4 ist
PB]ACg(y) = Pel(y)+Pe2(y) _Pelvcz(y)
= P, (y)+Py,(y) .

J(Pelveg(y)) = J(Pel(y)) +J(Peg(y)) .

d) Sei e, € K(g,), 1=1,2,3,..., und e;ae; =0, j+k, e=V;e;. Wegen
des Corollars zu Satz (3.1) gilt y, - e (Norm), wobei

Also ist

Yn =€ Ve V...VeE,.

Ferner ist 0<y,<e. Aus Eigenschaft (h) (§ 4) folgt P, (y) - P,y)
(Norm). Da P,(y)20, ist J(P,(y))20. Es folgt, daB

J(P vl ) =k§1J(P ey )

absolut gegen J(P,(y)) konvergiert. Mittels der Zerlegungen y=y*—y-
und J =J+—J- folgt der Satz fiir beliebige y € L und J € L*.

DEerFINTTION. Sei v eine ¢-additive Funktion auf K(g,). Ein Element
e, € K(g,) ist positiv oder ein Positivelement bzgl. v, wenn »(e’) 2 0 fiir
jedes ¢’ mit e’ <e,. Entsprechend definiert man Negativelemente e_
bzgl. ».

Aus dieser Definition ist leicht zu ersehen, daB die Positivelemente
bzgl. v einen Unterverband von K(g,) bilden. Entsprechendes gilt auch
fiir Negativelemente.

Sarz (6.2) (Hahnsche Zerlegung). Sei v eine o-additive Funktion auf
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K(g,). Es gibt ein Positivelement e, und ein Negativelement e_ mit e re_=0
und e,ve_=g,.

Wir setzen v*+(e)=v(e, Ae), v=(¢)= —v(e_ae). Die Funktionen »*+ und »~
sind wieder o-additiv mit »(e)=v*(e)—»—(e). Wir setzen auBerdem
[v|(e)=»t(e)+v—(e). Aus |»|(0)=2»(0)=0 folgt — genau wie in der MaB3-
theorie —, daB} |»| und v normstetig (totalstetig) im Nullpunkt sind. Die
Funktion » ist auch gleichméfig stetig in der Norm auf K(g,), denn

’

eae =eve' —ere Zeve,
also ist
Ivi(e s €') < Pri(eve’) = [v|(e)+ [ri(e) .
Hieraus folgt
l(le—e']) = pl(eae) Z |pl(e)—Pl(e)] ,

und die gleichmiBige Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von |»| im Null-
punkt und der Identitdt [le—e'||=||e—e'||l.

K(g,) ist ein vollstindiger metrischer Raum, da er in L abgeschlossen
ist. In K(g,) gilt also das Kategorie-Theorem. Daraus folgt ein Satz,
der in Wirklichkeit nichts anderes ist als der Satz von Vitali-Hahn—Saks
im abstrakten (L)-Raum.

Sarz (6.3). Seien v, ©=1,2,3,..., endliche o-additive Funktionen auf
K(g,) und lim,;v,(e) fiir jedes e € K(g,) vorhanden. Dann sind die v,(e) tm
Nullpunkt gleichmdfig-stetig, das heif3t fir beliebiges ¢ >0 gibt es 6> 0,
so daf} |v;(e)l <e, t=1,2,3,. .., fir jedes e € K(g,) mit |e|| <.

Beweis. Mittels der Stetigkeit von »; und der Eigenschaften von »a«
beweist man Satz (6.3) genau wie im mengenalgebraischen Fall (Dunford-
Schwartz, Satz von Vitali-Hahn-Saks).

Ein Hinweis auf die topologische Deutung dieses im Satz (6.3) er-
scheinenden Begriffes von der gleichméfBigen Stetigkeit wird vielleicht
von Interesse sein, auch wenn wir ihn in den folgenden Abschnitten nicht
brauchen. Die endlichen g-additiven Funktionen auf K(g,) bilden einen
normierten Linearraum mit Norm |jy||=|v|(g,). Es laBt sich beweisen,
daB dieser Raum sogar ein Banachraum ist, den wir mit X' bezeichnen.
Eine beliebige Untermenge £ < X' ist genau dann in X2 bedingt schwach-
kompakt, wenn sie normbeschrinkt und gleichmiBig-stetig im Nullpunkt
ist (Bartle-Dunford—Schwartz [1]).

7. Verallgemeinerte Atome.

DeriNiTION (Wallman [12]). Eine Untermenge A < K(g,) heilt g,-
Atom, wenn folgendes gilt:
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a) Aus e, e, € A folgt e ne, e A.
b) Aus e e U folgt e+0.

DerintTioN. Eine Untermenge 9 < K(g,) heiit g,-Ultraatom, wenn sie
ein g,-Atom ist und keine echte Verfeinerung besitzt, das hei3t, ist 2’
ein g,-Atom mit A’ >, so folgt A’ =3.

Aus dem Zornschen Lemma folgt: Zu jedem g,-Atom 9 gibt es minde-
stens ein % umfassendes g,-Ultraatom. Sei Y ein g,-Ultraatom, e € K(g,).
Ist eae’ +0 fiir jedes e’ € U, so ist e e Y.

Sei A ein g, -Atom, f eine Funktion auf K(g,)—{0}. Da U ein Moore-
Smith-System ist, kann man entsprechend einen Limesbegriff

limee‘)l f(e)

definieren. Wir beweisen jetzt den

Sarz (7.1). Sei L* der Dualraum zu L, J € L* und Y ein g,-Ultraatom.
Dann existiert

'—I—(e—) =: A,
[lell

hmeeﬁ

und U(+) ist eine stetige Linearform auf L*.

Brweis. J | K(g,) ist eine endliche ¢-additive Funktion auf K(g,),
ebenso die Norm |je|l. Seien r, n natiirliche Zahlen. Dann ist auch

vr,m,e) = J(e)—27"r[lJ]l|lel]

endlich und ¢-additiv auf K(g,). Fiir festes (r,n) erhilt man mittels der
Hahnschen Zerlegung e (r,n) € K(g,), e_(r,n) € K(g,) mit

e (r,m)ae_(r,n) =0 und e, (r,n)ve_(r,n) =g,

derart, daB e (r,n) bzw. e_(r,n) positives bzw. negatives Element bzgl.
v(r,m,e) ist. Es ist klar, daBl die e_(r,n) so gewahlt werden konnen, daB

=e (=21 p) S e (—2714+1,n) = ... S e_(2"n) = g,,
und daB e_(2r,n+1)=e_(r,n), das heillt, das System
{e_(r,n+1):|r] £ 272}

ist eine echte Verfeinerung des Systems {e_(r,n) : |r| £ 2"+1}. Wir defi-
nieren
e(r,n) = e_(r+1,n)—e_(r,n), —oMHl<p<Onil ] |
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Da &(r,n) € K(g,) (§ 5) mit é(r,n)<e_(r+1,n), ist e(r,n) ein Negativele-
ment fir »(r+1,n,e). Weiterhin ist &(r,n)ae(r’,n)=0 fir r+7r" und

V é(s,n) = g -
Aus der Konstruktion sieht man, daf fir n>n" entweder e(r,n)<
é(r',n’) oder g(r,n)ae(r’,n’) =0 fir beliebige mogliche r, ' ist. Es folgt,
daB &(r,n) € Y gleichzeitig mit &(r’,n’) € Y nur moglich ist, falls &(r,n) <
e(r',n’).

Wir zeigen nun: Unter den Elementen e(r,n), — 27+l Zr <27+ —1, gibt
es genau eins, das zu [ gehort. Da die &(r,n) disjunkt sind, kann in der
Tat hochstens eins zu [ gehoren. Nehmen wir an, dafl keins zu 9[ gehort.
Da A ein g,-Ultraatom ist, gibt es zu jeder natiirlichen Zahl r fiir welche
—2n+1<p < 2n+1_ 1 ein Element e(r) € I mit &(r,n)ae(r)=0. Also ist

0= Are(r) =Go A Are(r) = Vsé(syr) A Are(r)
= V,{&(s,n) A V,e(r)} < V é(s,n)re(s) = 0.

Es folgt, daB3 A,e(r)=0. Dies widerspricht der Definition eines g,-Atoms.
Wir definieren 7(n) durch &(r(n),n) € %, und betrachten die abge-
schlossenen Intervalle

I,: = [27"r(n), 2(r(n)+ 1)),  I,: = [27*(r(n)-1), 27"(r(n)+2)] .

Sei e € K(go), e<&(r(n),n). Dannist e<e_(r(n)+ 1,n) und ere_(r(n),n)=0,
das heiBlt e<e,(r(n),n). Also ist

wr(n)+1,m,e) <0,  »(r(n),n,e) Z 0,
oder dquivalent

27r(n) ]l lell < J(e) £ 27 (r(n) + 1) ||l llell -

Sei e=e(r(n+1), n+ 1) <&(r(n),n). Wir haben gleichzeitig mit der oben-
stehenden Ungleichung

2= p(n+ 1) | |[le]] < J(e) < 2@+ (r(n+1)+ 1) || |lel] -

Da e e, ist e>0, also ist

J
“J!(|T|l” e [2-r(n), 2-2(r(n)+1)] = I,
und
J(e) N o
e € 2004 1), 200t D+ D] = L

Das zeigt, daB I, und I, ,; das gemeinsame Element J(e)/||J]|le]| haben.
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Daraus folgt

In+1 < I—'n, .
Sei nun die reelle Zahl « durch
{«} = 0,1

definiert. Es ist klar, daB « eindeutig bestimmt ist, weil I,,,<1I,, T
kompakt ist und I, den Durchmesser 3/2" hat. Weiterhin gilt

Tl € I, < I, fir exz(r(n),n)

n

und es folgt
J(e) B
/11 lefl

< 3/2n,  esé(r(n),n), ee.

Der Limes existiert also und (J)=«|J|. Es ist ohne weiteres klar,
daB fiir beliebiges n:

—1-2" < 2(r(n)—1) £ & £ 2 V(r(n+1)+2) £ 1427,

Hieraus folgt, dal |x] £1. Damit ist der Satz bewiesen.

8. Ein abstrakter Egoroffscher Satz.

Wir beweisen jetzt ein Analogon des bekannten Egoroffschen Satzes,
der besagt, daB es fiir jede fastiiberall konvergente Folge {f;} von meQ-
baren Funktionen iiber einem Mafraum ({2, B,x) mit endlichem Mal u
und jedes £¢>0 ein £ <2 mit u(2— E) <e gibt, so daB {f;} iiberall auf £
gleichmafig konvergiert. Um diesen abstrakten Satz zu beweisen, miissen
wir zunédchst ein weiteres Lemma beweisen.

LemMma 2. Seien Jq,d,,. .. Elemente aus dem Dualrawm L* von L, wobei
{J;} schwach gegen Null konvergiert (in der L** Topologie). Sei ferner
e>0 und e; Positivelement zur o-additiven Funktion von e;:

'v(i,e,e) L= Ji(e)—6”6“, v =1,23,....
A ,Vei =
n=111=n
Bewgis. Nehmen wir das Gegenteil an. Sei

0=l=/\v K(g,) .

n=1 t=n
Dann ist fiir beliebiges n "

Dann st

[\

|
<
S
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Also

und

enrne<es\Vene, 2z,
Jetzt beweist man leicht durch Induktion, daB es eine unendliche Folge
€i1>€ip€ip+ - - Mit 1) <@y <iy... gibt, die die Eigenschaft hat, dall
e AEAE,AEA ... Ae; AE + 0, 7 beliebig.
Hieraus folgt, daf3
e heAe; AL Ae, + 0, 7 beliebig.

Die Familie aller endlichen Infima von Elementen aus {e;};_;,2,3,...
ist also ein g,-Atom. Wir betrachten ein umfassendes g,-Ultraatom [
und damit das entsprechende Element 9((-) aus L**. Sei

A, i,,) = &g .

Wir beweisen jetzt, daB o, =3¢, £=1,2,3,..., und kommen damit zu
einem Widerspruch gegen die Schwachkonvergenz von J; gegen Null.
Aus der Definition von {(-) weil man, da} es fiir gegebenes k ein Ele-
ment e aus Y mit

i) —ollelll < delell, €'eA, e e,
gibt. Da e, ae e und e; Ae<e, hat man
[ (ei, A €) — o lleg Aelll = delleg, ael .
Da ¢;, auBerdem ein Positivelement fiir »(iy, ¢, ) ist, gilt
Jik(eik A 6) ; Sneik A e” .
Es folgt, dal fiir beliebiges &
aplles, Aell = oylleg, Aell—J (e, Ae)+J (e Ae)
2z —helleg Aell+elleg Aell = delle, Aell -

Da |le; Ae >0, so folgt, daB o« = e fiir beliebiges k.
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Satz (8.1) (Abstrakter Egoroffscher Satz). Sei J;,J,,. .. eine schwach
gegen Null konvergente Folge aus L*. Dann existiert fiir beliebiges 6 >0
ein Element es e K(g,) mit |leg]| <6, so daf es fir beliebiges ¢ >0 ein iy(e)
gibt mit

Ji(e) = ellell, e€ K(go), eSgo—es 1Z1g(e).

Beweis. Sei e (i,7), e_(¢,v) eine Hahnsche Zerlegung fiir
Je)—vlel, »=1,2,3,....
Aus Lemma 2 folgt

/\ Ve+(z ¥) =0,

n=1 i=n
Daraus folgt weiterhin

Fiir jedes » wihlen wir =, so, dafl

\/e+(z )| £ 2-%6.

Wir bestimmen e; durch

i <8

V e, (z,7) .
Nun ist i=ny

0

v e.(t,7)

v, S7e+<”> éi

Sei nun £¢>0. Wir wihlen eine natiirliche Zahl », mit »,=1/e. Fir

lleall = s 22—”6 =9.

e<g,—e; mit e € K(g,) ergibt sich
=V Velin) = A AlGo—eiliv) = A Ae(e)
y=1 i=n, v=1 t="mny v=11=ny

Es folgt jetzt -
e < /\e_(i,v), y =1,2,3,....
=1y
Wihlt man nun ¢y(¢) =n,, so hat man e=e_(i,vy) fiir ¢ 214(¢), das heilit
Jie) = votlell < ellell,  ec K(go), e=go—es 1Z0(e),

was zu beweisen war.

Ersetzt man die Folge J,,J,,. .. durch die Folge J,, —Jy,J,, —J,,. ..,
so erhilt man das
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CoroLLAR. Sei J,,J,,... wie tm Satz (8.1). Dann gibt es fir 6>0 ein
es € K(go) mit |les|| £ 9, so daf es fir e>0 ein 14(e) gibt mit

|Jie)l = ellell, e€K(gy), e=go—es 21g(e).
Wir formen jetzt dieses Corollar um. Da
Paq——eo(e) = (90“66) Ae = Jo—€s
(Eigenschaft (1) § 5) fiir beliebiges e € K(g,), ist
IJi(Pgo—eo(e))l é EHPgo—ea(e)”’ €€ K(go), ig 7:0(6) .

Sei y ein gy-elementares Element in L. Dann ist

n
Yy =2 Mo,
E=1
Ay reell, e, € K(g,), exne;=0 fiir k+J, Vie,=g,, und

Poeft) = 3 hePoyefs)
Nun ist
P, yo—eo(ek) AP ao—eo(ei) =P g0—es(Ck A e;) = P, so-esl0) = 0
fir k+j (Eigenschaft (e) § 4). Da die Norm die Kakutani-Eigenschaft
besitzt, folgt also

“Pgo—-ed(y)” = kglllkl ”Pgo-eg(elc)” .

Man hat damit fiir y g,-elementar und ¢ 2 s4(c)

n

1 iPor-eo®)) = 3 124l |7 (Po-eoes))|

§k§1|}~k| ”Pyo—eg(ek)” = SIIPgo—ea(y)” .

Aus Satz (5.1) weil man, daB die g,-elementaren Elemente normdicht
im Bildraum von P, (-) liegen. Aus der Stetigkeit von J; und P, (")
folgt jetzt

‘Ji(P oo L ,,o(?/)))| £ | Pgyes(Pool®))
oder dquivalent, da P, _, P, =P, . (Eigenschaft (e) § 4),

gdo—es~ Jo
TP oomes®))| S ellPgyes@ll = €llP gyl W1l 5

y € L, 1 214(¢). Dieses Ergebnis halten wir als Corollar fest.

L yeL, izige)
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CoRrOLLAR. Sei J,,J,,... eine schwach gegen Null konvergente Folge
aus L*. Dann gibt es fir beliebiges 6> 0 ein e; € K(g,) mit |les]| <48, so daf
die Folge {J (Py,_.,(*))} von Elementen aus L* stark gegen Null konvergiert.

9. Die Eigenschaft G in (L)- und (M)-Rdumen.

Sei y e L. Es folgt aus den Eigenschaften (f), (a) und (c) (§ 4), daB
Pi(y) = Pu(y*)—Pyi(y™) = y*—Py(Py-(y7)) = y+*—Ppr,y-(y™) = ¥+,
da y*Ay—=0. Aus den Eigenschaften (i), (c) (§ 3) folgt

Pp,go¥) = Pyirgy) = P wPyr®) = P, wol¥*)
Die Eigenschaft (c) ergibt

PeAPw.(go)(y) = Pe(PPw.(go)(y)) = Pe(Pyo(y+)) = Pe(y+) .

Analoge Uberlegungen liefern einen entsprechenden Ausdruck fiir y-.
Es ergibt sich
PeAPy_,,(go)(y) = Pe(y+):

PEAPy_(go)(y) = - e(?/‘),
Sarz (9.1). Jeder (L)-Raum hat die Eigenschaft G.

e € K(go) .

BewEeis. Wir kénnen annehmen, dafl die Norm die Kakutani-Eigen-
schaft besitzt, das heit aus zay=0 folgt |x+y| =|lx—y|. Sei J;,J,,...

eine schwach gegen Null konvergente Folge aus L* und x,,%,,2,,. .. eine
schwach gegen Null konvergente Folge aus L. Man kann o. B. d. A.
annehmen, daB ||z,||>0, +=1,2,3,.... Wir definieren
o 1 |
Jo= 2 orin°
P

DaBl g, L mit g,= 0, ist klar. Es gilt aulerdem
Pgo(xk) = xk .
Wir betrachten jetzt die Folgen
[Pyl t)ll, e K(gy), k=123,....

Aus der Definition von J(-), der natiirlichen Linearform (§ 3) und der
Tatsache, dafl P, (x,*) =0, folgt

Pl )l = Jo(Pe(x+) -
Es gilt jedoch
Pe(xk+) = PeAka+(go)(y) .
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Also ist
IPo(ap )l = To(Perer(r))

mit e;=P,..(go) € K(go) (Eigenschaft (k) § 5). Wir wenden jetzt Satz
(6.3) an und schlieBen daraus auf die GleichmiBigstetigkeit von Jo(P,(z;))
in e=0. Hieraus folgt, daf es fiir beliebiges ¢>0 ein §> 0 gibt, so da8
sich aus ||| <d die Beziehung

”Pe(xk+)” = IJO(PeAek(xk))‘ é & k= la273:' L]

ergibt (weil dann |leae,| <6 fiir beliebiges k ist). Analoge Uberlegungen
gelten auch fir ||Py(x;”)|. Da

IPe(@ll = [1Pe(xit)ll + 1Pe(x )l

kann man schlieen, daB die ||P,(x;)]| in e=0 gleichméiBigstetig sind.
Da nun {J,} eine schwach-beschréinkte Menge ist, ist sie auch norm-
beschrinkt. Das gleiche gilt fiir {x;}. Sei nun

sup; [Vl = M, sup; [lzl| = K .
Wir wihlen § >0, so dal} fiir |je]|<é
[Pl £ /M, k=1,23,....

Aus dem zweiten Corollar zu Satz (8.1) folgt, dal man e; € K(g,) mit
llesll < 6 finden kann und zwar so, daB3 die Folge {J(P,, _,(*))} aus L* in
der Norm gegen Null konvergiert. Wir haben

J (%) = J 'i(P go(xi)) =J i(P go—eg(xi)) +J i(P e,;(xi))
und damit

(]

(@) = W o(Pyp—es( K + [[Pey(;) | M
S Wi Pgy-es K + €.
Da [Jy(Pg,ey(+))| > 0, folgt
lim,; sup|J(x;)| £ €.
Da ¢>0 beliebig gewdhlt wurde, ist lim, sup|J,(z;)|=0, und L hat die
Eigenschaft Q.

DeriNiTION (Kakutani [9]). Ein (M)-Raum ist ein Vektorverband,
der gleichzeitig ein Banachraum ist mit einer Norm ||-||, beziiglich der

Ay simultan in z und ¥ normstetig ist und die die folgende Eigenschaften
besitzt:

a) Aus zay =0 folgt |xvy||=sup {|«|,|ly[}-
b) Aus zAy=0 folgt |x+y|=|lx—yl-
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Beispiele von (M)-Réumen sind ¢, und C(£2) (cf. § 1). Sei (2, B,u) ein
beliebiger Maflraum. Dann ist der Raum B aller beschrinkten mef-
baren Funktionen auf £ mit der Norm

Ifll = ess, sup|f(w)l, feB,

ein (M)-Raum. Es ist elementar zu beweisen (Kakutani [9]), daB der
Dualraum eines (M)-Raumes immer ein (L)-Raum ist. Aus Satz (2.2)
folgt jetzt trivial

Satz (9.2). Alle (L)-Riume und alle (M)-Rdume besitzen die Higen-
schaft Q.

Aus Satz (2.1) folgt jetzt das

CoroLLAR (Satz A, § 1). Alle (L)-Riume und alle (M)-Riume sind
D-P-strikt.
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