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UBER DEN ABSOLUTBETRAG STETIGER LINEARER
OPERATOREN UND SEINE ANWENDUNG AUF
ERGODISCHE ZERLEGUNGEN

ULRICH KRENGEL!
Einleitung.

In der Ergodentheorie untersucht man Operatoren 7' in reellen oder
komplexen Banachriumen X, in denen gewéhnlich ein positiver Kegel
X+ ausgezeichnet und den Elementen fe X ein Absolutbetrag |f| € X+
zugeordnet ist, z. B. in X =L,, 1 Sp<co. Viele Resultate sind zunéchst
fiir den Spezialfall positiver Operatoren bewiesen worden, d. h. fiir Opera-
toren, die den positiven Kegel in sich abbilden. Wir nennen hier: 1) den
individuellen Ergodensatz (vgl. Dunford—Schwartz [7], [8], Chacon-
Ornstein [6]) und 2) den Satz iiber ergodische Zerlegungen (Jacobs [10]).
Beide Resultate gestatten auch eine Formulierung fiir i.a. nicht positive
Operatoren. Fiir den Beweis derartiger Verallgemeinerungen haben Dun-
ford u. Schwartz [8] einen Weg gewiesen: Man versucht, den allgemeinen
Fall auf den positiven zu reduzieren, indem dem Operator 7' ein positiver
Operator |T'|, sein Absolutbetrag, zugeordnet wird, der mit 7' so eng
zusammenhingt, da sich die zu beweisenden Aussagen von |T'| auf T
iibertragen.

Mit dieser Methode bewiesen Dunford u. Schwartz die Fastiiberall-
Konvergenz von (1/n)332% fT* fiir f € L, und beliebige Operatoren 7' in
L,, die auller der L,-Norm auch die L. -Norm kontrahieren. Chacon u.
Krengel [5] zeigten, daB sich |7'| auch konstruieren 148t, wenn 7' nur die
L,-Norm kontrahiert, und Chacon [4] hat damit die bisher allgemeinste
Form des individuellen Ergodensatzes bewiesen. Diese umfat auch die
Version von Chacon—Ornstein [6] des Ergodensatzes sowie deren in Ab-
schnitt 9 beschriebene Ausdehnung auf beliebige Operatoren mit Hilfe
von |T'|.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist eine systematische Unter-
suchung der Zuordnung 7' — |7'| fiir lineare stetige Operatoren 7' zwischen
komplexen Banachraumen mit positivem Kegel (sog. (Ko, B)-Raumen).

Eingegangen am 4. Oktober, 1963.

1 Die vorliegenden Untersuchungen wurden als Dissertation bei der Universitat Got-
tingen eingereicht. (Satz 3.3 ist jedoch spéater zugefiigt worden.)
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Die fritheren Resultate von Dunford-Schwartz und Chacon-Krengel
ergeben sich als Spezialfall (vgl. Siatze 3.2 und 4.1).

Dabei wird der Ubergang zu reellen Banachraumen i.a. nicht eigens
erwihnt. Im reellen Fall ergeben sich Beriihrungspunkte mit Arbeiten
von F. Riesz [16] und L. Kantorovitch [14] iiber Verbandsaussagen in
einigen Réumen von reellen Operatoren. (Auf Letztere wurde ich erst
nach Abschluf} dieser Arbeit aufmerksam. Sie behandelt vor allem in
Ordnungstopologien stetige Operatoren, enthilt aber bereits das wichtige
Corollar 4.1.)

Als Anwendung erhalten wir in Abschnitt 10 die ergodische Zerlegung
stetiger Operatoren im reellen oder komplexen L, ohne Positivitéits-
forderung, teils durch Reduktion auf die oben unter 2) erwahnte Aussage,
teils durch direkte Einfithrung von |7'| in die fiir 2) gegebenen Beweise.

In Abschnitt 1 fassen wir die wichtigsten natiirlichen Forderungen an
X und Y zum Begriff des (Ko, B)-Raumes (im reellen Fall: des (B, V)-
Raumes = Banachverbandes mit |||f|||=|f|]) zusammen und zahlen Bei-
spiele auf. Abschnitt 2 stellt nur den Zusammenhang mit den Verbands-
aussagen her: Die stetigen linearen Operatoren zwischen (B, V)-Raumen
X und Y bilden einen bedingt vollstindigen Banachverband, wenn Y
bedingt vollstindig ist — ein bis auf die Stetigkeitsbedingung bekanntes
Resultat. Dieser Satz gibt Anla zur Definition der Majorisierbarkeit
von Operatoren. Aus ihr folgt fiir Rdume Y, deren Realteil ein bedingt
vollstdndiger Banachverband ist, die Existenz von |T'|, nicht dagegen
z. B. fir Y =0(£2).

Im dritten Abschnitt zeigen wir die Aquivalenz dreier Darstellungen
von |T'|. Die niitzlichste erste #hnelt der Konstruktion bei Chacon-
Krengel, ist aber nicht auf die spezielle Struktur von L, angewiesen, im
reellen Fall ist sie bei Kantorovitch angedeutet. Die zweite hat die dem
Ansatz von Dunford-Schwartz entsprechende Gestalt (Satz 3.2), die dritte
zeigt, daB sich der Absolutbetrag |7'| wie der von fe X bilden lafBt.
(Satz 3.3).

Im vierten Abschnitt werden Majorisierbarkeits-Kriterien gegeben:
Es zeigt sich, daB es hinreichend ist, wenn X die Eigenschaft (L) hat,
d. h. fir f,ge X+ stets ||f+gll=]fll+]lg]l gilt, oder aber wenn Y eine
Einheit I besitzt, d. h. ein Element 7 > 0 mit den Eigenschaften: a) ||1||=1
und b) fiir A € Y mit ||4||< 1 ist || < 1. Hier zeigt sich, daf sich auch die
Theorie der Totalvariation komplexer Mafle einordnet, die wir dazu als
lineare Funktionale auf einem passenden L, auffassen.

Im fiinften Abschnitt wird gezeigt, dal Operatoren in Ly,=X=7Y i. a.
nicht majorisierbar sind: Im reellen L, bilden die stetigen Operatoren
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genau dann einen Verband, wenn der L, endlich-dimensional ist. Im
sechsten Abschnitt schliessen wir von der Majorisierbarkeit von 7' auf
die des dualen Operators T* und beweisen in einigen Féllen |T*| =|T'|*.

Von da an legen wir zugrunde, dafl X die Eigenschaft (L) hat. Wir
zeigen, daB fiir vollstetige Operatoren 7' auch |T'| vollstetig ist. Weiter
geben wir eine Klasse von Operatoren 7' an, fiir die sich |7'| finit bestim-
men lafit, und die im Raum aller stetigen Operatoren von X nach Y
dicht in der starken Operatortopologie ist. Allerdings gilt fiir den Uber-
gang T — |T'| nur monotone Stetigkeit in dieser Topologie.

Ich danke Herrn Prof. K. Jacobs vielmals fiir sein Interesse an der
Arbeit und &uBerst wertvolle Anregungen.

1. Definitionen und Hilfsmittel.

H sei eine halbgeordnete Menge, < bezeichne die Halbordnung. Exi-
stiert zu je zwei Elementen f, g € H eine kleinste obere Schranke fvg
und eine groBte untere Schranke fag, so heit H ein Verband. H heifit
ein bedingt vollstindiger Verband, wenn zu jeder nach oben beschrinkten
Teilmenge H,< H eine kleinste obere Schranke (sup) und zu jeder nach
unten beschrinkten Teilmenge H,< H eine grofite untere Schranke (inf)
existiert. (Vgl. Jacobs [9, S. 155]).

Ist ein Verband H zugleich ein reeller linearer Raum und die Halb-
ordnung gegen Translation und Multiplikation mit positiven Zahlen
invariant, so heilt H ein Vektorverband. In diesem sei f+=fv0, f-=
(=f)v0 und |f|=fv(=f). Bs gilt f=f+—f-, |f|=f++f~ f+af-=0,
f+g=(fvg)+ (fag) und die Gleichungen aab=0 und arc=0 implizieren
zusammen aA(b+c)=0 (vgl. Birkhoff [1, S. 219-220]).

Fiir beliebige halbgeordnete lineare Riume X sei X+={fe X : f=0}.

Ist ein Vektorverband H zugleich ein reeller Banachraum, gilt ||f|| < |igll
fir f,ge H+ und f<g, und gilt fiir gegen f bzw. g normkonvergente
Folgen {f,} und {g,} mit f, <g, stets f<g, so heilt H Banachverband.
Alle Verbandsoperationen sind dann stetig. Wir nehmen durchgehend
symmetrische Normen: ||f||=|||f||| an und nennen Banachverbéinde mit
dieser Eigenschaft (B, V)-Rdaume.

Ein komplexer Banachraum X heiBe (Ko,B)-Raum oder auch kom-
plexe Hiille des Banachverbandes H =Re(X), wenn er folgende Eigen-
schaften hat:

(L.1) Re(X)=Hg X.

(1.2) Jedes fe X ist eindeutig darstellbar als Summe f=Re(f)+
t Im(f) mit Re(f) e H, Im(f) e H.

(1.3) Jedem Element fe X ist ein Element |f| e H*+ so zugeordnet,
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daB |f| der im Banachverband H definierte Absolutbetrag ist,
wenn fe H.

Es gelte ferner:

(14) [fl = Al fe X

(1.5) Die Abbildungen f— |f| und f— Re(f) sind normstetig.

(1.6) Es ist |f|=sup,_, Re(af).

(1.7) Der Raum Tr(X)={fe X :f=3" ,a;f; a; komplex, f;e H+ und
firnfi=0, ik} ist normdicht in X.

Aus (1.8) folgt fiir f € Tr(X) die Formel |f|=37_, |a;|f;.

(B,V)-Réume besitzen alle wichtigen Struktureigenschaften der
(Ko, B)-Raume in reeller Gestalt und daher formulieren wir Definitionen
und Sdtze meist nur fir (Ko, B)-Réume, obwohl sich alles auf (B, V)-
Réume tibertragt. Wir sagen, die komplexe Hiille X von H habe die
Eigenschaft:

(bv): wenn H ein bedingt vollsténdiger Verband ist.
(L): wenn [|f+gll=IIfll+]igll fiir f,g € H+=X+ gilt.
(M): wenn ||fvgl|=max{|fll, lgl} fiir f,g € H* gil.
(I): wenn X+ eine Hinheit 1 enthélt, d. h. ein Element 1 € X+ mit
|l]|=1, fiir das |f| < I fir diejenigen f € X ist, fir die ||f]| <1 ist.
(mK): wenn in H der Satz von der monotonen Konvergenz gilt.

Erlauterung zu (mK): Ist I eine aufsteigend gefilterte Indexmenge,
d. h. eine Moore—Smith-Folge mit der Halbordnung <, und ist jedem
v € I ein f; € H zugeordnet, so nennen wir das System {f;, s € I} monoton
wachsend, wenn fiir 4, <1, stets f; <f;, ist. Wir sagen, daB in H der
Satz von der monotonen Konvergenz gilt, wenn zu jedem normbe-
schrinkten monoton wachsenden System {f;, ¢ € I} ein fe H existiert,
das die Eigenschaft hat: Zu ¢> 0 gibt es ein i, € I derart, daB ||[f—f;|l<e
fir ¢24,. Dann folgt f2f; fiir s € I und ||f|| < sup{||f;}

Aus (mK) folgt (bv): Ist etwa f,,<h fiir k€ K+0 und k, € K, so ist
f=sup{f;} genau dann, wenn f=sup{f;v fi,} ist, und nach einer Trans-
lation konnen wir 0=f,<h, ke K, annehmen. I sei das aufsteigend
gefilterte System der endlichen Teilmengen ¢ ={k,,...,k,} von K, i, <1,
ist in I durch ¢, 1, definiert. Wir bilden das monoton wachsende und
durch ||A|| normbeschrinkte System

9i = fiy Voo VS, -
Ist f=lim,_;g,, dann ist f>g,; fir alle 4, also =f;, k€ K. Umgekehrt
zeigt man durch Auswahl einer konvergenten Folge von g, da f<#,
und, da h eine beliebige Schranke war, folgt f=sup{f,}.
Um (mK) nachzuweisen, braucht man in {f;,i € I} stets nur solche
t € I zu betrachten, die groBer als ein festes i, € I sind und nach einer
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Translation kann man dann stets f;>0 annehmen. So zeigt man, daB
(mK) und also auch (dv) aus (L) folgt.

Einen (Ko,B)-Raum mit den Eigenschaften (I) und (bv) nennen wir
(Ko,B,1,bv)-Raum und entsprechend sind andere Bezeichnungen zu ver-
stehen, etwa (Ko, B,L)-Raum oder (B, V,mK)-Raum. Dabei verwenden
wir statt der Ausdriicke (B, V,L)-Raum und (B, V,M)-Raum in Anleh-
nung an Kakutani [13] auch die Bezeichnungen (L)-Raum und (M)-
Raum.

BeispieL 1. Der Raum (£2,B,m) sei ein Mafraum und L, =L,(m) der
komplexe L,(2,B,m), 1<p=<oco. Es ist:
(la) L, ein (Ko,B,L)-Raum;
(Ib) L, ein (Ko,B,mK)-Raum, 1 <p<oo;
(le) L ein (Ko,B,1,M)-Raum und fiir o-endliches m gilt auBerdem
(bv).

In dieser Arbeit sind Gleichungen und Ungleichungen zwischen Funk-
tionen aus L,, 1<p=oo, stets als fastiiberall geltend zu verstehen.

Beweishinweise: Beziiglich der (in L, trivialen) Verbandsstruktur und
der Banachraumstruktur verweise ich — zugleich fiir die folgenden Bei-
spiele auf Dunford-Schwartz [7]. Die Eigenschaften (L) in (1a) und (M)
in (lc) folgen aus den Definitionen. Einheit I in L, ist die Konstante 1.
Beziiglich (mK) in (1b) sieche Bourbaki [2, Chap. IV., 3.6]. Ist m g-endlich,
so folgt (bv) in (1c) aus Dunford-Schwartz [7, Satz IV, 8.23]. (Ein Gegen-
beispiel, wenn m nicht ¢-endlich ist: £2=[0,1], B=Borelsche Mengen,
m: Jeder Punkt erhalt die Masse 1. Sei fy(w)=jyy(®w). Ist A nicht
Borel-mefibar, so existiert nicht sup,., f, in L,.) Ist eine Folge f; im
reellen L,, 1<p=<oco, durch he L, beschrankt: hZf;, so fithrt Supre-
mumsbildung nicht aus dem Bereich der meBbaren Funktionen heraus
und es ist sup f;, € L, wobei sup f, punktweise gebildet wird — unab-
hiingig von den Reprisentanten, da nur abziahlbar viele f, beriicksichtigt
werden. So beweist man (1.6), indem sup,_, Re(af) nur iiber solche a
erstreckt wird, die einen rationalen Realteil haben. Da solche a dicht
im Einheitskreis liegen, erhdlt man so bereits das volle Supremum.
(1.7) gilt, da sogar die Treppenfunktionen normdicht liegen. (1.5) folgt

IfI=1lgl] = If—g] und [Re(f)—Re(g) = |f-9gl.

BeispieL 2. Der Raum K(B) der komplexen Ladungsverteilungen, d. h.
der verallgemeinerten Mafle auf (£2,B) ist ein (Ko,B,L)-Raum. (Jacobs
[9, S.165]); denn zu k € K(B) kann man die Totalvariation |h| € K(B)
bestimmen. Setzt man |/A||=|k|(£2) und |k|=m, so hat » nach dem Satz
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von Radon-Nikodym die Darstellung #(E)=[gfdm, und diese benutzt
man, um den Beweis auf Beispiel 1 zu reduzieren.

BEispIEL 3. Ist 2 eine beliebige Punktmenge, so ist M(£2), der Raum
der beschrinkten komplexen Funktionen auf @, ein (Ko, B,1,bv, M)-
Raum mit ||f||=sup,,|f(w)|, denn man kann M(£2) als speziellen Raum
L, auffassen und (bv) gilt, da man punktweise das Supremum bilden
kann.

BeispiEL 4. Ist £2 ein topologischer Raum, so ist der Raum C(Q) der
reellen stetigen Funktionen auf 2 ein (B,V,M,1)-Raum, wenn ||f| wie
in Beispiel 3 gebildet ist. Der zugehorige komplexe Raum ist im all-
gemeinen kein (Ko, B)-Raum.

Andere Raume werden in dieser Arbeit nicht bendtigt. Es lassen sich
jedoch noch zahlreiche Beispiele nennen, u. a. der Raum der Funktionen
von beschrankter Totalvariation in einem Intervall als weiterer
(Ko,B,L)-Raum und der Raum der komplexen Nullfolgen {z,} mit
{x,}||=sup|z,| als (Ko,B,bv, M)-Raum ohne Einheit (vgl. Dunford-
Schwartz [7, S. 238]).

Positive Operatoren. Sind X und Y (Ko,B)-Riume, so nennen wir
einen linearen Operator 7' von X nach Y positiv, in Zeichen 7'> 0, wenn
fT € Y+ fiir alle fe X+ ist. Eine Halbordnung wird erklirt, indem wir
fir zwei Operatoren 7, Ty, T,2T, statt (T,—7T,)=0 schreiben. 7T
heifit reell, wenn fiir f € Re(X) stets f7' € Re(Y) ist.

Stetige lineare Operatoren 7' von X nach Y sind lineare Operatoren
mit endlicher Norm:

(1.8) 17|l = supy <, IfT -

Ist (2,B,m) ein MaBraum, X=1L, und Y =L,, und bedeutet |f||, die
Norm in L, von fe L,nL,, 1<p, q< oo, so schreiben wir

(1.9) 1T, = supys,<0 1Tl »

||| anstelle von ||-|l; und, wenn nur eine Norm betrachtet wird, auch
anstelle von ||+ ||,

Sind X und Y (Ko, B)-Réume und ist ein Operator 7' auf X+ definiert,
dort additiv und positiv homogen, d. h. gilt (af)T' =a(fT) fir a=0 und
fe X+, ist ferner fT e Y+, fe X+, und gilt ||f7T|| < K||f|| fur eine Kon-
stante K < oo, 80 148t sich 7' zu einem linearen stetigen positiven Opera-
tor auf X fortsetzen: Ist h=h,—h,=h,/—h,, h,h,' € X+, so ist
WT —h,T=h,T —h,T, da T additiv ist, und wir kénnen dies = AT setzen.
Ist f=h,+1ih,;, b, h; € Re(X), so setzen wir fT'=h,T +i(h;T). Dann ist T
linear. Es gilt
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TN = ||k, *T =k, =T + ik T —ik,~T|| = 4K|f]| .
T ist also stetig. Es gilt aber sogar
IT| £ K.
Um dies zu zeigen, bemerken wir, dafl aus (1.6) und
sup {f;} +sup{g;} = sup{f;+g;}
folgt, daB fiir f,g € X stets
(1.10) lg+h| < |g|+|A|
gilt. Ist f=37 ,a,f; € Tr(X), so ist

glaifiT = é la.fiT| = é la,\fT
und also
11 = || 3 euser|| = | 3 wisir)
= Z sl fe| K = IIfIK .

Da Tr(X) dicht in X ist, erhalten wir ||7] < K.

BeMERKUNG. Die Bedingung (1.7) spielt — wie wir sehen — nicht
eine ausschlaggebende Rolle und wir verwenden sie nur, um eine ge-
schlossene Darstellung zu erreichen. Spéter wird sie wesentlich nur noch
zum Beweis von Lemma 3.1 benotigt. Im Bildraum Y des Operators ist
sie zur Durchfithrung der Theorie vollig entbehrlich.

2. Das Supremum beschrinkter Mengen von Operatoren.
Lemma 2.1. Ist X ein Vektorverband und sind

Zy(f) = {fi-- s frrd und  Zy(f) = {far,- - o5 Soo}

zwei Zerlegungen von f € X+, das heifst n-tupel {f,,. .., f,} mit f;€ X+ und
>t fi=F, so existiert zu diesen eine Verfeinerung, d. h. eine Zerlegung

{9115+ - -2 Grs} mit 31 gu=For, wund 351G =Frs

Fiir s=1 ist dies trivial, fiir s=2 hat es Kantorovitch [14, S. 220]
bewiesen und fiir beliebiges s folgt es durch Induktion. Die Zerlegungen
Z(f) eines Elements fe X+ bilden also beziiglich der durch den Begriff
der Verfeinerung bestimmten Halbordnung ein gefiltertes System 3(f).

Satz 2.1. Der Banachrawm H aller stetigen linearen Operatoren von
einem (B,V)-Raum X in einen (B,V,bv)-Raum Y ist ein bedingt voll-
standiger Verband.
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Beweis. Essei T, € H, L eine nicht leere Indexmengeund 7'y =T, € H,
A€ L. Wir konstruieren 7' =sup,.;T,. Fir fe X+, eine Zerlegung

Z(f) = {fl""’fk}
und (Ay,...,4) <L sei

k
(2.1) Q(Z(f)’ll" . °»lk) =._21fiTli = fT,
und
(2.2) fT= sup QZ(f)h,.. .. %) .
Z(fre 3N
(1, .., A E L

Da Y ein (B, V,bv)-Raum ist, ist f’f € Y. Aus der Definition folgt, daf
T auf X+ positiv homogen ist.
Wir zeigen, daB fiir f,g e X+

(f+9T = fT+gT
gilt: Ist Z'(f)={f1,...,fx} und Z"(9)={g;,...,9;}, so bilden wir

Z(f+g) = {fl" ":fk’gl""’gj} .
Dann ist

Q(Z,(f)»lla' . 'slk)+Q(Z"(g)uu1>- . ".uj) = Q(Z(f"'g)’ll’- . -uuj)
< (f+9T,

und daraus folgt fT+gT < (f+9¢)T. Ist aber
Z(f+g) = {hy,.... 0} und (4;,...,4,)

vorgegeben, so bilden wir eine Verfeinerung

{fl?' . ')fk?glw . '791(:}
von Z(f+g) und {f,g}. Setzen wir Z'(f)={f...,fi} und Z"(g)=
{91, - .95}, so ist

QZ(f+9) 21, - s 2) = QZ'(f)s A1 s 2) + Q(Z" (), A, - - - 2y

< fT+4T
und also (f+¢)T <fT' +¢T'. Da mithin 7' auf X+ additiv ist, kénnen wir es
durch fT' =f+T —f-T zu einem auf ganz X definierten linearen Operator
T fortsetzen.

Dieser Operator 7' ist stetig. Um dies zu zeigen, betrachten wir statt
T,nun T)/=T,-T, Wir erhalten

T, <P =T-T,<0.
Fir beliebiges festgewdhltes 1€ L und fe X ist



UBER DEN ABSOLUTBETRAG STETIGER LINEARER OPERATOREN ... 159

frry <f+T <0 und f-T) <f-T' <0.
Aus der Monotonie der Norm in Y und X folgt
W20 < IF*+T0 wnd  If-T70 < If-T50

ferner
W< A =10 and fN < (AN = 1A

Insgesamt ergibt sich
TN < I+ T+ AT < 20T -

Aus der Stetigkeit von 7" und T, folgt die von 7.
Da T,<T <T, fiir jedes A € L gilt, T, aber eine beliebige Schranke der
T, war, ist T =sup,.;T,.

BeMERKUNG. Die eben angewandte Methode ist ohne Stetigkeits-
iiberlegungen schon von Kantorovitch [14, S.221] zum Beweis eines
anderen Resultats entwickelt worden, zugleich von Riesz [16, S. 179],
fiir positive Operatoren, ebenfalls ohne Stetigkeitsbetrachtungen.

DeriniTioN 2.1. Ein stetiger linearer Operator von einem (Ko,B)-
Raum, bzw. (B, V)-Raum X in einen (Ko, B)-Raum, bzw. (B, V)-Raum Y
heil3t majoristerbar, wenn fiir mindestens einen positiven stetigen linearen
Operator T
(2.3) ST 2 |fT), feX+,

gilt. T heiBt Majorante von 7.

Die majorisierbaren Operatoren bilden einen linearen Raum. Ist X
ein (B, V)-Raum und Y ein (B, V,bv)-Raum, so bilden sie nach Satz 2.1
einen Verband. Umgekehrt sind reelle Operatoren, die Differenz zweier
positiver Operatoren sind, stets majorisierbar. Beispiel 5 in Abschnitt 4
wird u. a. zeigen, daf fiir einen majorisierbaren Operator 7' von einem
(B,V)-Raum X in einen (B,V)-Raum Y nicht notwendig T+=Tv0
existiert, daB also in Satz 2.1 die Bedingung (bv) fiir ¥ wesentlich ist.

3. Die Darstellungen des Absolutbetrages |T'| von T.

Ist 7' ein majorisierbarer Operator von einem (B,V)-Raum in einen
(B, V,bv)-Raum, so kénnen wir Satz 2.1 anwenden und T'v(-T)=|T|
und 7'v0=T+ so bilden, daB fiir fe X+

(3.1) fIT| = sup {f'T—(f-f)T}
o=f=<f

und
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(3.2) fT+ = sup f'T
osf'sf

ist. (Kantorovitch [14, S. 222]). Sei nun 7' ein majorisierbarer Operator
von einem (Ko,B)-Raum X in einen (Ko, B,bv)-Raum Y und 7, eine
Majorante. Zu fe X+ und

Z(f) = {fo-- s i}

k

QZ(f),T) = Z(Re(fﬂ’) v0) = fT,,

=1

(3.3) Q(Z(f).T) = E(Re —fT)v0) = fT,,

bilden wir

Er'

Q2. T) = z fT| S JT, .

(*) bezeichne ein beliebiges der Zeichen (~), r+,r—. Bei Verfeinerung
von Z(f) ist Q™(Z(f),T) monoton wachsend; denn ist f;= 371 fij s ist

Re(fT)v 0 = (glRe(f,.jT)) vo < gl(Re(fﬁT)v 0),
ebenso ! !
Re(—fT)vO0 < %(Re(—fijT) v 0)
=1

und
1 S 3 1T
]=

Da in Y+ das Supremum beschriankter Mengen existiert, definieren wir

(3.4) fT® = sup QWZ(f),T) < fT,.
Z(f)e B(f)

T® jst auf Y+ positiv homogen und sogar additiv: Sei f,g € X+. Fir
vorgegebenes Z(f) und Z(g) ist Z(f+9g)=2Z(f)uZ(g) so fein, dal

QW(Z(f), T)+Q™(Z(9), T) = QM(Z(f+9),T) < (f+9)T®

gilt. Es folgt fT® +gT™® < (f+¢)T™. Ist Z(f+g) vorgegeben, so ver-
feinern wir es nach Lemma 2.1 mit {f,g} zu Z'(f+9)=Z'(f)uZ'(g).

Dann ist
QM(Z(f+9),T) £ Q™(Z'(f+9),T)
= QM(Z'(f),T)+Q™(Z'(9),T)
< fT® 4 gTowo |

Daraus folgt (f+g)T™ < fT'™ 4 gT'™ und also
(f+9)T® = fT*+gT* .
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Fiir fe X+ ist || fT®)| < || fTol| £ |If1| ||, und T 148t sich daher zu einem
linearen Operator auf X mit ||| <||T,|| fortsetzen. Konstruiert man
im reellen Fall 7™ ebenso, so gilt:

Satz 3.1. Ist T etn majorisierbarer Operator von einem (B, V)-Raum X
in einen (B,V,bv)-Raum Y, so ist T+=Tr+, T-=Tr und |T|=T®.

Bewgis. Nach Konstruktion ist 77+>=0 und 77+=>7T. Ist S=0 und
S=T, so ist

k k
QH(B().T) = 3 (fI)* S 3 (fiS)+ =18
1=1 1=1
und also 7"+ <8, das heillit 7+=7"+. Ebenso zeigt man 7"-=T-. Aus

LT = (1) +(-fT)+
folgt T =Tr++Tr-=|T)|.

DzeriniTioN 3.1. Fiir majorisierbare Operatoren von einem (Ko, B)-
Raum X in einen (Ko, B,bv)-Raum Y setzen wir: |T'|=T® und nennen
|T| den Absolutbetrag des Operators 7T'.

BeEMERRUNGEN. (1) Im Fall X =L,(2,B,m) ist |T'| auch bei Beschrin-
kung auf solche Zerlegungen {fy,..., fi}={fra,---,f14,}, die aus einer
mefbaren Zerlegung {A4,,...,4,} von £ hervorgehen, konstruierbar
(R. V. Chacon and U. Krengel [5]). Satz 3.2 wird zeigen, dal der dort
konstruierte Operator |7'| identisch mit dem dieser Arbeit ist.

(2) Gegeniiber der in Satz 2.1 beschriebenen Konstruktion von |7'|
hat die von 7 auBer dem Vorteil der Ubertragbarkeit ins Komplexe
noch den folgenden: Ist Y ein (Ko, B,mK)-Raum, so gilt, wenn Z(f) das
aufsteigend gefilterte System Z(f) durchlauft,

ST = QX Z(f), T)| > 0.

Wir kénnen in diesem Fall also schreiben

(3.5) fIT| = lim Q©((Zf),T) (Norm).
Z(fre 3()
Nun bereiten wir eine weitere Darstellung von |T'| vor:

Lemma 3.1. Sei T, eine Magjorante des den (Ko,B)-Raum X in den
(Ko,B)-Raum Y abbildenden Operators T. Dann ist fir |g| <fe X+ stets
19T | <fT,, und ist Y ein (Ko, B,bv)-Raum, so ist |T| < T, auch eine Majo-
rante von T.

Math. Scand. 18 — 11
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Bewzrs. Sei g € X und fiir 2, X gelte ||h;,—g|| - 0 fir £ — co. Sei
ferner h,=3Raghy, lagl=1, hye X+ und hyah;=0, i+j, also
hy, € Tr(X). Bilden wir

n(k)
gir = by Algl und g, = _Zlaikgik )

()
80 ist

W= gicll = 1|1l — (Rl Alg]))| -

Aus by, - g folgt |h| — |g| und |h;|Alg] — |g|, also |/ —g;ll > 0. Es gibt
demnach zu jedem g € X Elemente g, € Tr(X) mit g, -~ ¢ und |g,| <|g|.

Nun ist
n(k)

2 @ 9T
=1

n(k)
= 2 @l 193T'|
=1

n(k)
s .zlgikTo = 91Ty = T, .

9:T| =

Durch Approximation folgt |g7'| £ fT,. Die letzte Behauptung ergibt sich
aus der Konstruktion von 7,

Satz 3.2. Ist T ein majorisierbarer Operator von einem (Ko, B)-Raum X
in einen (Ko,B,bv)-Raum Y, so ist fur fe X+

(3.6) fIT| = SUpy <s 19T = sup, < Re(9T) .

Bewerrs. Nach Lemma 3.1 und Formel (1.6) gilt f(T') 2 |97 = Re (g7
fiir jedes |g| =f. Die Suprema existieren daher, und bezeichnet man die
rechte Seite in (3.6) mit f7'¢, so gilt |T'| 2T Ist T*=|T| falsch, so gibt
es ein fe X+ und eine Zerlegung Z(f)={f,,..., f,}, fiir die

k +
(3.) (Z1pmi-pre) = >0
ist. Wir setzen p,=34p/k>0. Es gilt
(3.8) I£T) = sup Re(a;f,T) .
lail=1

Daher gibt es fiir ¢=1 ein a; mit |a;/=1 und

(3.9) (Re(aifiT)"(Ifiﬂ“Pi—l))+ =p; > 0.

Aus (3.8) folgt zugleich p; < p,_;. Sukzessive bestimmen wir so a,,...,a;
und py=p;=...2p,>0. Wir zeigen fir g,,9, € Re(X) die Beziehung

(3.10) g1t = got impliziert (g, +9g,)t2g,* .
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Aus g;t=g,* und g,tag;-=0 folgt g,*Ag;"=0, und zusammen mit
gt Agy~ =0 folgt g,*A(g,~+9,")=0. Nun ist aber
(g1+92)" = (91++92+‘_ (91_+92~))+
2 (92+—(91_+92_))+ =gt .
Fir r=1 ist (3.9) gleichbedeutend mit

" +
(3.11) (2 Be@f)- 3 0f1-pi) 2 9, > 0.
=
Durch Anwendung von (3.10) kénnen wir fir r=1,...,k—1 von r auf

r+ 1 schlieBen. Setzt man
k k
b= .lee(aifiT)—.z I-flTl Pi- 1
1= =1

so folgt also 2+2p,>0. Setzt man g=3%_ a,f;, so ist |g|<3* | f;=f.
Daher ist 3% | Re(a,f;T) <fTe Wir erhalten aus (3.7) und 3%, p, ;< p
die Abschitzung

h= = (—-h)+ = (él |7 — 2 Pi1— 2 Re(a zftT))
S (ﬁ 1= -470)" 2 4.

Dies fiihrt zu A+tAh-2 p Adp=p, >0, also einem Widerspruch. Damit
ist auch 722 |T| bewiesen.

BeEMERKUNGEN. (1) Ein (3.6) entsprechendes Resultat in bedingt voll-
standigen Vektorverbanden ohne jede Metrik folgt sehr leicht aus (3.1).
(Kantorovitch [14, S. 222].)

(2) Mit dem Ansatz (3.6) haben Dunford—Schwartz [8], [7, S. 672] ge-
zeigt: Ist (2,B,m) ein g-endlicher Mafiraum, X =L,(2,B,m)=Y, T ein
Operator von X nach Y mit ||7]; £ K, <oco und |7, < K, < oo, 80 exi-
stiert ein positiver Operator |T'| mit den gleichen Eigenschaften, fiir den
IfIIT| 2 |fT|, fe L, ist. Dieses folgt einfacher aus (3.6) und Satz 4.1
dieser Arbeit.

(3) Der Beweis zeigt zugleich: Will man beweisen, dal 7' majorisierbar
ist, so kann dazu (3.6) dienen: Ist fT¢ e Y+ fiir jedes fe X+ definiert,
so ist fiir jedes Z(f) Q2. T) < fTe.
fTe kann dann die Rolle von fT', in der Konstruktion von fTI'™ iiber-

nehmen, wenn auflerdem fiir eine Konstante C'<co und alle fe X+ die
Ungleichung ||fT'¢| £ C|/f|| gilt.
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Wir wollen noch feststellen, da |7'| auch die gleiche Darstellung (1.6)
besitzt wie der Absolutbetrag von Elementen aus (Ko, B)-Riumen. Dazu
definieren wir den Operator 7'a durch

f(Ta)=(fT)a .
Fiir einen Operator § bedeute ferner Re(S) den Operator, der fe X+ in
Re(fS) abbildet. Nun gilt:

Satz 3.3. Ist T ein majorisierbarer Operator von einem (Ko, B)-Raum
X in einen (Ko, B,bv)-Raum Y, so gilt

(3.12) |7 = supjy -, Re(Ta) .
Beweis. Das Supremum reeller Operatoren wird nach Formel (2.2) wie

in (B, V,bv)-Rédumen gebildet. Die rechte Seite von (3.12) bezeichnen
wir mit J7'[. Fir fe X+, gegebenes Z(f) und |a)|=...=|a,/=1 ist

k k
_glfi Re(Ta;) = lee(fiTai)

k k
= i§1|fiT| s Eldel = fIT].

Daraus folgt ]JT[<|T|. Andererseits folgt durch Anwendung der Un-
gleichung

k
fIT[ = sup > f;Re(Ta,)

o127 =1

2 sup 3 f;Re(Ta)
lal=1, Z(f) i=1

= sup f Re(Ta) = sup Re(a(fT)) = |/T|
lal=1 la|=1

auf die f; eines Z(f), daB
k
3 1401 < f1T

Aus (3.4) ergibt sich damit 17[>|T'|.

4. Majorisierbarkeitssiitze.

In diesem Abschnitt lernen wir Paare von Riumen X und Y kennen,
fiir die alle stetigen Operatoren von X nach Y majorisierbar sind.

Lemma 4.1. Sei X ein (Ko,B)-Raum und Y ein (Ko,B,bv)-Raum.
Sind T, T, und T, majorisierbare Operatoren von X nach Y wund ist a
skalar, so gilt:
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a) Es ist |T|=20; T=0 impliziert T =|T|.
b) |Ta|=|T||al.

) [T+ T S|Ty|+1T,.

d) ||ITy|—|Tyl| S |T,—Tyl.

e) Ist zudem X =7, so gilt |f||T|*=|fT"|.

Beweis. (a), (b) und (c) folgen unmittelbar aus der Definition (3.4)
von T®. (e) folgt durch Induktion aus Lemma (3.1). Aus (c) folgt
1T =Tl = |Ty— T2| +1Ts| - szl = lTl"‘ T,
und ebenso
[To| = T4 = |T1—T, .

Da |T,|, |T,| und |T,—T,| reelle majorisierbare Operatoren sind und
diese einen Verband bilden, ist

ITs| = 1Tal| = (1Tl =T v (1Tl = |T4]) < |Ty=Tl .

Sarz 4.1. Ist X ein (Ko,B,L)-Raum und Y ein (Ko,B,mK)-Raum, so
sind alle stetigen Operatoren von X nach Y majorisierbar wund es ist
NZ|||=T). Die Abbildung T — |T| ist normstetig.

Bewgis. Sei fe X+ und Z(f)={fy,. .., f}. Wir definieren Q“)(Z(f),T)
durch (3.3) ohne Abschitzung durch fT,. Die Eigenschaft (L) gestattet
die Abschitzung

1Q(2Z(f), T)|| =

k k
gl If:T1| < 21 I = WFIT

Wir wissen, daB Q)(Z(f),T) monoton wiichst, wenn Z(f) das aufsteigend
gefilterte System 3(f) durchlduft. Wenden wir nun in Y den Satz von
der monotonen Konvergenz an, so sehen wir: Es existiert

(4.1) ST = lLim Q“(Z(f),T)
Z(fre 3
als Normlimes. Zugleich folgt

1T < I

T 148t sich also zu dem stetigen Operator |T| mit |||T'||| < ||T|| fortsetzen.
Tz IT)| wiederum folgt aus Satz 3.2. Ist ||T—T,| <e, so ist daher
nach Lemma 4.1 (d)

T = 1Tlll = T =1 TRl ]
SHT-Tulll = IT-Tll < &

und die Abbildung 7' — |T'| normstetig.
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CoROLLAR 4.1. Die stetigen linearen Operatoren T von einem (L)-Raum
X in einen (B,V,mK)-Roum bilden einen (B, V,bv)-Raum.

Beweis. Die Majorisierbarkeit aller Operatoren folgt wie im komplexen
Fall, ebenso die Normstetigkeit des Ubergangs zum Absolutbetrag. Da
T+=3(|T|+T) ist, ist auch der Ubergang zu T+ normstetig und es ist

1741 < & (NT1+ 1T = 17
[|17')|=1/T"]| bedeutet insbesondere, daB} die Norm symmetrisch ist, d. h.,

daB fur T\AT,=0 stets | T, —T||=||T,—Tl|| =T+ Tl ist. (bv) folgt
aus Satz 2.1.

BeMERKUNG. Ein zu diesem Corollar im wesentlichen &quivalenter
Satz ist schon 1940 von Kantorovitch [14, Satz 11] bewiesen worden.
Davon unabhingig wurde 1962 von R. V. Chacon und dem Autor [5]
ein Spezialfall von Satz 4.1 gefunden.

Satz 4.2. Ist X ein (Ko,B)-Raum und Y ein (Ko,B,bv,1)-Raum, so
sind alle stetigen linearen Operatoren T von X nach Y majorisierbar. Es
ist |||T|||=||T|| und also die Abbildung T — |T| normstetig.

Bewzis. Ist 7' ein stetiger Operator und fe X+, so setzen wir
(4.2) fre = sup<fl971, T = suplglnge(gT) .
Aus
gl = gl = AT

T = IFNTNL, gl £ F-
Daher ist fT° € Y+ definiert, und aus |g7'| =sup, -, Re(agT') und |ag| <f,
wenn |a|=1, ergibt sich fT'*=fT%. Zugleich folgt aus f7*<||f|||T||1 die
Abschatzung ||f7¢| < || fll||T]l. Nach Bemerkung 3) zu Satz (3.2) geniigt
das, um f7'® zu konstruieren und zwar mit

TN < IfT) < (AT -

Wir erhalten zu 7' den Absolutbetrag |7|=7® mit |||T|||=|7|l. Wie im
Beweis von Satz 4.1 folgt aus Lemma 4.1 (d) die Normstetigkeit der
Abbildung T - |T'|.

folgt

BEMERKUNG. Da der Banachraum Y der komplexen Zahlen ein
(Ko,B,bv,I)-Raum ist, sind insbesondere stetige lineare Funktionale
majorisierbar. Als Spezialfall der Aussage von Satz 4.2 fiir reelle Banach-
verbiande ergibt sich, daf die stetigen Operatoren in dem (M )-Raum
M(Q) (reell) und dem (M)-Raum L_(Q,B,m) (reell) fiir o-endliches m
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einen Verband bilden. Wegen der Dualitit von (L)-Riaumen und (M)-
Raumen (Kakutani [12, S.1021]) liegt die Vermutung nahe, daBl die
stetigen Operatoren in (M)-Réumen einen Verband bilden. Wir betrach-
ten ein Gegenbeispiel, das zugleich zeigt, dall majorisierbare Operatoren
T nicht einen positiven Teil 7+ zu besitzen brauchen, wenn der Bildraum
Y nicht ein bedingt vollstindiger Verband ist.

BrrspieL 5. In dem abgeschlossenen Intervall [—1, +1]=X =Y defi-
nieren wir eine monoton wachsende Folge von Funktionen

ge®) = 0v (kx)al, k=0,1,....
Es ist g, € C(X) (vgl. Beispiel (4)). Es sei
hy =gy = 0, hy = 9p—9p—1, k=12,....

Dann ist h;2 0 und X} _h;=¢,. In[—1,0]ist g, () =0 und strebt nach 1
in (0, +1]. Sei ferner qy<a;<a,<... eine streng monotone Folge in
[-1,+1] und lim, , a,=a. Fir fe C(X) bilden wir

an(x) Zf a‘2z)h x) zf a2z+1
und

wobei der Limes punktweise zu verstehen ist: Fir xe[—1,0] ist
ST, (x)=0, fir 21/i ist g;(x)=1 fiir alle j=7 und also h;x)=0 fiir
j=1+1. Der Limes existiert also iiberall. Ist ¢>0 vorgegeben, so gibt
es ein solches N(e), dal

fa)-f@] < 3 fir nzN().

Dann ist
Z f(ag)h(x) 2 flagi)k Z llf i) i) = f(@gs0) ()| < Be
t=n+1 i=n+1 i=n+

fiir m >n und jedes . Da fT,(x) stetig ist, ist also fT'(x) iiberall stetig,
das heifit 7' ist eine Abbildung von C(X) in C(X). T ist linear und es
gilt |7)|<2. Ist ndmlich ||f||=sup,.x|f(x)|=M, so ist

IfT(@)| = 2Mg,(z)<2M .

Bilden nun die stetigen linearen Operatoren auf C(X) einen Verband,
80 188t sich 7+=7TvO0 bilden. Wie kann 7'+ aussehen? Auf X konstruie-
ren wir stetige Funktionen p,(x), n2 0, fir die 0<p,(x) =1, p,(ay)=1,
1=0,...,n, und P,(@g41)=0, 1=0,...,n, und p,(r)=0 fir x 2 a,,,, ist.
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Dann ist fiir f=0
ST+ = fp,T*++f(1 '—pn)T+ 2 fpnT+
2 fp,T = 'gof (g5 hy()

fiir jedes n, also

(4.3) T+ 2 3 flag)h; .

i=0
Andererseits ist fT+(x)=0 auf [—1,0). Wire etwa fI'+(1)+0 fir 1€
[-1,0) und f20, also fT+(1)>0, so konstruieren wir ein g(z) € C(X)
mit 0= ¢q(x) =1, ¢(A)=0 und ¢(x)=1 auf [0,1]. Dann ist durch

(fO @) = (fT+)(=) ¢()

ein stetiger linearer Operator S von C(X) in C(X) gegeben, der § = 0 und
S=T geniigt, fiir den aber nicht 7'+< 8 gilt.

Ist nun speziell f=1, so erhalten wir fT'+(x)=0 auf [—1,0) und aus
(4.3) fT+(x)=1 auf (0,1], einen Widerspruch dazu, daf f7'+ zu C(X)
gehoren muf.

Dabei ist T majorisierbar durch den folgenden Operator 7™:

_§O{f(a2i)(hi(x)+hi(_x)) +f(azi+1)(hi(x)+hi(—x))} fir z + 0,
2f(a) fir xz=0.

Der Beweis der Stetigkeit und Linearitdt von 7™ und von f7'™ e C(X)
lauft wie der entsprechende Beweis fiir 7.

fT(@) =

BeMERKUNG. Da die Schwierigkeit nur daher riihrt, dafl f7'+ unstetig
ist, kénnen wir sie dadurch umgehen, daBl 7' als Operator von C(X) in
M(X)20C(X) betrachtet wird. Ahnlich gehen wir in beliebigen (M)-
Réumen vor:

DEeriniTION 4.1. Zwei (Ko, B)-Raume bzw. (B, V)-Réume X und X’
heiflen isomorph, wenn eine eineindeutige strukturtreue Abbildung ¢ von
X auf X', ein sog. Isomorphismus ¢ existiert. Strukturtreue besagt:

(f+9e =fo+ge,  (f)p = alfe), Ifll = Ifell, Ifel = flg.
f £ g impliziert fp<gp und umgekehrt, fiir (Ko,B)-Raume ferner
Re(f)p=Re(f9).

Sind ¢, und ¢, Isomorphismen von X mit X’, bzw. von Y mit Y’
und ist 7' ein stetiger linearer Operator von X nach Y, so ist 7" =¢, 1T,
ein stetiger linearer Operator von X' nach Y'. Ist T, eine Majorante von
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T, so ist Ty =g, 1Typ, eine Majorante von 7. Es gilt mit den ein-
gefiihrten Bezeichnungen:

Lemma 4.2. Ist Y ein (Ko, B,bv)-Raum, so ist Y'=Yg, ein (Ko, B,bv)-
Raum und
|‘P;¢~1T(Py| = (Pz_llTkpu

fir jeden majorisierbaren Operator T.

BewEis. Da ¢, eine eineindeutige Abbildung von Y auf Y’ ist, sind
auch beliebige Supremumsbildungen mit dem Operator ¢, vertauschbar.
Die Zerlegungen Z(f) eines f € X+ entsprechen eineindeutig Zerlegungen
Z(foy)= (Z(f))(pz Es ist

k k
QNZ(foo), 9. To,) = _Ellfi%%“’-”%l =2 1T, .

1= =1
Hieraus folgt fo,l¢,Te,|=f|T|p, und also die Behauptung.

Kakutani [13, S. 998] hat gezeigt, daBl zu jedem (M)-Raum Y ein
kompakter Hausdorffraum £ existiert, fiir den Y in C(£2), insbesondere
also in M(£2) isomorph eingebettet werden kann. Vollzieht man die in
der Algebra iibliche Identifizierung von 4 € ¥ mit ke, € M(L2), so konnen
wir sagen:

Sarz 4.3. Ist X ein (B,V)-Raum und Y ein (M)-Rawm, so kann Y
derart in einen (B,V,bv,1)-Raum Y'2Y eingebettet werden, daf jeder
stetige lineare Operator T von X nach Y einen Absolutbetrag |T| besitzt,
der ein stetiger linearer Operator von X nach Y’ ist.

Der folgende Majorisierbarkeitssatz fiir zusammengesetzte Operatoren
ist vor allem im Fall X =Y =Z wichtig:

Sarz 4.4. Sind X, Y und Z (Ko, B)-Riume und ist Ty ein majorisier-
barer Operator von X nach Y und T, ein majorisierbarer Operator von Y
nach Z, so ist die Hintereinanderausfihrung T,Ty majorisierbar. Sind Y
und Z sogar (Ko, B,bv)-Rdume, so st

T, Tyl < |T1[ITf -
Bewgis. T, und 7'y, seien Majoranten von 7', und 7',. Fiir fe X+ ist

dann fT,, 2 |fT;| und nach Lemma 3.1 ist fT,Toy2 [fT,T,|, das heiit
T T, ist eine Majorante von T, T,. Ist Z(f)={f1,....fu}; 80O ist
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QV(Z(f), T\T,) = Z 1fiT: Tl

B"

=

\fiT4||T |

1

JdTalITs| = FITAI Tl

1

=

2
"
2
und also |T,T,| = |T,||T,).

5. Operatoren in L,(f2, B,m).

Die linearen stetigen Operatoren in L,(£2, B,m) bilden zwar nach Satz
2.1 einen bedingt vollstindigen Verband, sie bilden aber im allgemeinen
keinen Verband. Wir wollen dies an einem Beispiel einsehen und dann
daraus ein einfaches Kriterium fiir die Verbandseigenschaft in L, her-
leiten.

BEeispieL 6. Sind (,,B,,m,), n=1,2,..., MaBrdume, so kann man
sie als Bestandteile einer disjunkten Zerlegung eines MaBraumes
(£2',B',m’) auffassen. Fir fe L2, B',m') sei fo, die Einschrinkung
von f auf @,, und fir f, € Ly(2,,B,,m,) sei

fn (w) fir we,,
Fun(®@) = fir w¢ 2, .

Ist in jedem Ly(m,)=Ly(£2, ,Bn,mn) ein stetiger linearer Operator 7',
gegeben, so ist durch

fT'((,O) = igﬁpnTuw’n

ein linearer Operator 7" von L,(£2',B’,m’) in den Raum der B’-mefibaren
Funktionen gegeben. Ist sup||T,|ls=K,< o, so ist T"' ein stetiger Opera-
tor in Ly(m') mit ||T"||,=K,: Ist ndmlich f e Ly(m'), so ist

1 = S fpalit wnd T2 = 3 a2

Aus ||T,[l, < K, folgt [|fp,T/l* < K2l fe,lls? und also [[fT"]l,?< K2 £,
und daraus ergibt sich ||7”||,< K,. Dafl umgekehrt fiir jedes » die Un-
gleichung ||7"],=||T,|l; gilt, sieht man durch Betrachtung der Funk-
tionen fe Ly(m'), die aullerhalb von 2, den Wert 0 haben. Strebt
II7,ll2 nach oo, so ist demnach 7' kein stetiger Operator. Existieren stetige
Operatoren 7',* und 7"+, so ist

JT4(0) = 3 fpaTn*vn

Es geniigt also, MafBrdaume (£2,,B,,m,) und lineare Operatoren 7', mit
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IT,ll;=1 so anzugeben, daB} 7,*, T',~ und |7,| als stetige Operatoren in
Ly(m,) existieren, jedoch |||7T",|||s = oo gilt.

Q, bestehe aus 2® Punkten x,;: 1=1,2,...2% B, aus allen Teilmengen
von £, und m,, erteile jedem Punkt das MaB 1. Induktiv erkliren wir
eine Hilfsmatrix 4,,:

+1 +1 4; A,
A = (+1 -1)’ Ay = (A, —Aj> '
In A4;=(a;) sind die a;; unabhéingig von j, da beim Schritt von j nach
j+1 die schon definierte Matrix nur vergréfert wird. Die a,; nehmen
nur die Werte +1 an. Ferner ist fir 1<k’ k"' <27
2
(5.1) 2 WO = 29O

i=1

wobei 6§, das Kronecker-Symbol ist. Fiir j=1 oder ¥'=%k'" ist das
trivial. Sei nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit &’ <%'’, die Gleich-
heit (5.1) fiir j=3, bewiesen und j=j,+ 1: Ist k' =k'"— 2", so sind die
ersten Hélften der &'-ten und %'’-ten Zeile identisch und die zweiten Half-
ten gehen durch Multiplikation mit —1 auseinander hervor. Daher ist

2f 2j0 2f
2 Ay Aiger = Z L Z i Qg = 0.
i=1 i=1 §=20+1

Sei nun k' + k" — 2. Sind k', k" <2/ oder ¥', k'' > 2’:0, so ergibt sich (5.1)
direkt aus der.Induktionsannahme. Ist aber k' <20 und &'’ > 2’0,.50 ist
I"=k"—20<2" und U"”+k’, ferner ist a;.=ay fir i=1,...,2’0 und

_ L oigtl i
Q= —ag fir =2"",...,2’ und nun
2f 210 2/
D Gl = D QgeOyr — > Qe = 00,
i=1 i=1 i=2/0+1

T, wird nun auf Ly(m,) durch 4, =(a;,) und

2"
x(wnk)T"— = 2-in z Qi X wnil? k= 1,2,...,2",
=1

festgesetzt. Ist f(x,;)=0by, so schreiben wir fe Ly(m,) in der Form
(bys- . .,09n). Es ist

“(bl’ e :b2n)Tn”22

2
9-n

on on
( S ayb. . S ambk)
k=1 k=1

2

on on
=2"3 < bitag?+2 3 a’ik’aik"bk’bk”)
k=1 Kk

=1

2n
= 2 bk2 = ||(b1" . ',b2")|l22 ’
k=1
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und also
Tnlls = 1.

|T,| existiert und hat die Gestalt .
Xwa | Tl = 2‘*":21 Xiwni) *
Es ist .
B B Tl = 27230 5,
247(bys - + -5 ban)lly

mit Gleichheit, wenn die b; positiv sind. Ebenso gilt

on

2 b;

1=1

2}7&”(b1, LY ’bZ")”oo

mit Gleichheit, wenn die b; gleich grof und positiv sind. Also ist
Tl = 11Tl llw = 24"

IIA

(B, - - b0a)| T |l = 274"

IIA

Nach dem Rieszschen Konvexitiatssatz (Dunford-Schwartz [7, S. 525])
folgt |||T,|llz = 2. Es ist

HTal(1,. . Dl = 28 = 20||(1,..., 1)]|?

und somit |||T,| |l,= 2"

BemerkUNG. Nimmt f auf 2, den Wert 2 an, n=1,2,..., so ist
f € Lym') und also fT € Ly(m'). Es ist aber in diesem Fall nicht f|7'| €
Ly(m') und dies zeigt, daB die linearen Operatoren in Ly(m') auch beim
Absehen von der Stetigkeitsforderung keinen Verband bilden.

Lemma 5.1. Sei (2,B,m) ein Mafraum, B, B ein o-Korper, Q=
Q.+, eine disjunkte B,-mefbare Zerlegung von 2 und fir X € B, sei
my(X)=m(XnR,). Der Raum (2,B,,m,) sei g-endlich. Bilden dann die
stetigen linearen Operatoren im reellen L,(2,B,m) einen Verband, so auch
die stetigen linearen Operatoren im reellen L,(2,B,,m,).

Beweris. Es sei T, ein stetiger linearer Operator in L,(2, B,,m,) und
E, die bedingte Erwartung beziiglich B, und m,. Der Operator T sei in
L,(£2,B,m) erklirt durch

ST = (((sz)ng)Tz)Zr), .
Nach Voraussetzung existiert 7'+ =Tv0. Wir setzen fiir g € Ly(2, B,,m,)

9T, P = (9x0)T*E,)xq, -
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Ist =0, so ist g7, Y =0 und

9T, >P-T,) = ((anz)TJ'Ez)Za,—((gXQ,)Tx)an
; ((g%!JZ)TEx)Z!)z—((gx!)z)Tx)Z!)x =0

m,-fastiiberall. Da die stetigen linearen Operatoren in L,({2, B,,m,) nach
Satz 2.1 einen bedingt vollstindigen Verband bilden, existiert 7,v0.

Sarz 5.1. Die linearen stetigen Operatoren im reellen Ly(2, B,m) bilden
genau dann einen Verband, wenn L,(22,B,m) endlich-dimensional ist.

Brweis. 1. Die Bedingung ist hinreichend: Wir sagen (£, B,m) habe
die Eigenschaft (IV), wenn es eine solche ganze Zahl n >0 gibt, daB in
2 maximal n disjunkte Mengen 4,,...,4, positiven endlichen MaBes
existieren. Jedes fe Ly(f2,B,m) hat dann die Gestalt f=37"_,a,1,, das
heilt die gleiche Gestalt wie die Funktionen fe L,. Hat ({2, B,m) nicht
die Eigenschaft (&), so gibt es in £ abzahlbar viele disjunkte Mengen
Oy, k=1,2,..., positiven endlichen MaBles m;: Ist namlich {D,,D,,D,}
eine disjunkte Zerlegung von £ und hat D, und D, positives endliches
MaB, so hat (2,B,m) unméglich bei Einschrinkung auf jedes D, die
Eigenschaft (V), also etwa auf D, oder D, nicht. Wir setzen D, =C, und
spalten vom Rest D,uD; ebenso weitere C; ab. Insbesondere hat
Ly(2,B,m) dann mindestens abzdhlbare Dimension.

Ist L, endlich-dimensional, so haben L, und L,= L, d4quivalente Nor-
men. (Siehe z. B. M. A. Neumark [15, S. 66]). Die stetigen linearen Ope-
ratoren in L, sind dann die gleichen wie die in L; und bilden nach Co-
rollar 4.1 einen Verband.

2. Die Bedingung ist notwendig: Nun sei Ly(£2, B,m) unendlich-dimen-
sional, 2,=U_,C,, 2,=2-2,, B, von den C, erzeugt und m, wie in
Lemma 5.1 erklirt. Es geniigt zu zeigen, dall die linearen stetigen Ope-
ratoren auf Ly(2,B,,m,) keinen Verband bilden, wobei wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit 2,=0 annehmen konnen. Die z,;€ '
numerieren wir durch als C;/ < 2'. Der Raum Ly(£2,, B,,m,) ist isomorph
zu L,(2',B’,m') durch den Isomorphismus ¢:

o] 00 oo
( 2 cklck) ¢ = Jemtio, = 2 oy -
k=1 k=1 k=1
DaB ¢ ein Isomorphismus ist, folgt aus
oo
“ 2 ko
k=1

Damit ist der allgemeine Fall auf das eingangs gegebene Beispiel reduziert.

S 2

2 [
’
= Z ey ?| my, = Z eI =
2 k=1 k=1

(o]

!’
D Xon
k=1 2
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6. Der duale Operator.

Sarz 6.1. Ist T ein majorisierbarer Operator von dem (Ko,B)-Raum X
in den (Ko,B)-Raum Y mit der Majorante T, so ist der duale Operator
To* von T, eine Majorante von T*. Ist insbesondere Y ein (Ko, B,bv)-
Raum und sind X* und Y* (Ko,B)-Rdaume, so gilt |T* <|T|*.

BewEgis. Der Raum X* besteht aus den stetigen linearen Operatoren
von X in den (Ko,B,1,bv)-Raum K der komplexen Zahlen und nach
Satz 4.2 konnen wir zu h € X* |h| bilden. (f,k) bezeichne den Wert von
h fir fe X. Aus Satz 3.2 folgt |(f,2)| = (|f],|#]). Sei nun fe X+, he X*,
|h| g e X*t. Es ist

|(f,2T*)] = |(fT, k)] = (I/T, 1))

=

= (fTy, |hl)

= (LIMT*) = (f.974*) .

gT,* ist also eine Majorante von AT'*, das heifit |[RT*| <gT*. Da dies
insbesondere fiir h=g gilt, ist T,* Majorante von 7'*. Ist Y (Ko, B,bv)-
Raum, so kann man |T'| bilden; |7'| ist Majorante von 7', also |7'|* von 7'*.
Ist X* (Ko, B)-Raum, so ist aufgrund von Satz 2.1 sogar X * ein (Ko, B, bv)-
Raum. Da |T|* Majorante von T'* ist, ist |T*| < |T'|*.

Wir wollen wenigstens in einigen Féllen |7*| =|T'|* beweisen:

LemMmA 6.1. Ist X ein bedingt vollstindiger Banachverband und be-
deutet » die natiirliche Einbettung von X in X** so gilt fir a;,a,e X
stets a,xvagx=(a,;vay)x.

Bewgeis. Fiir b € X+ erkliren wir dhnlich wie Kakutani [12, S. 526],
einen Operator P, in X. Fir x € X+ sei

zP, = sup, (nbAax).
Aus
(nb A 2)+ (nb A y) = (nb+(nb A y)) A (z+ (nb A Yy))
= 2nb A (Mb+y) A (x+nb) A (+7Yy)
folgt
nba(x+y) < mbax)+(nbay) < 2nba (x+y).

Aus der Monotonie der Folgen nbaz und nbay erhalten wir damit
xPy+yP, = (x+y)P, fir x,y € X+. Der Operator P, ist positiv homogen
auf X+, da fiir 1= 0 stets

nb A Az = A([A'n]+1)b A 2)

(n+[A]+1)b A Ax

s
=
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ist. Ferner ist 0 <2P,<x und daher ||P)|<1. Also kann P, zu einem
stetigen linearen Operator in X fortgesetzt werden.
Ist xAbD=0, s0 ist nxAnb=0 und erst recht xanb=0. Dann ist also
xPy=0.
Sei nun a € X. Die Form ax ist Linearform auf X* und fiir L € X*+
ist nach (3.2)
(L,(ax)*) = sup (L',ax) .
0sL'sL
Fir 0OSL'LL ist
(L' ax) = (a,L') = (at—a~,L")
< (at+,L') £ (at,L).
Umgekehrt ist durch (z,L')= («P,+, L) eine stetige Linearform L' auf X
definiert und fiir x=a ist

(L',(l%) = (aPa-l—’L) = (a+Pa+7L)_(a’_Pa+aL) = ((L+,L) .

Daraus folgt (L,(ax)*)=(a*,L)=(L,(a*)x), das heiBt (av0)x=axv0.
Durch Translation erhalten wir daraus a,xva.x = (a,va,)x fiir beliebige
a,,a, € X.

BeMerRRUNG. Nach einer FuBnote von Kakutani [13, S. 1023], hat
Alaoglu dieses Lemma sogar fiir beliebige Banachverbinde bewiesen.
Alaoglu scheint den Beweis nicht verdffentlicht zu haben.

Satz 6.2. Ist T ein majorisierbarer Operator von dem (Ko, B,bv)-Raum
X in den (Ko,B,mK)-Raum Y, sind ferner X*, Y* und Y** (Ko, B)-
Riwme (vgl. Bemerkung (2) nach diesem Satz), so ist |T*|=|T|*.

BewEis. Fir he Y gilt |h|lx=|hx|. Ist namlich A=37_,a;h, mit
h;€ Y+ und h;Ah,=0, ik, so ist

e = (3 ladhe)w = 3 lagho.
=1 =1

Da aber hpxah;x =0 fiir 14k ist und Y** ein (Ko, B)-Raum ist, erhalten
wir fiir solche A stets |h|x=|hx|. Wegen der Stetigkeit des Ubergangs
zum Absolutbetrag gilt es fiir alle A€ Y. Nun ist firge Y*+*undde X
I(9,dT%)| = |(dT,g)| = |(d,gT™)|
< (l2l, 1gT*))
< (14L,91T*)) = (g, |d|=|T*|*) .
Da dies fiir alle g € Y*+ gilt, ist |d|»|T*|* Majorante von d7x, das heifit

|dTx| < |d|x|T** bzw. |dT|x < |d|x|T** .
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Fiir f, € X+ haben wir
(6.1) [fiTl% = foe T*[* £ fodT|** = filT|x .
Sei nun fe X+ und Z(f)={fy,..., fi}. Setzen wir (6.1) in
k
{170 = (tim 3 1£71) 5

Z(He8(f)i=1
ein, so folgt wegen

k % .
(gl[f"T') x = 2Tl = 2 flT** = fulT**
daB
FIT|x < fx|T*|* < fo|T|** = f|T|»

und also Gleichheit. Fiir g € Y* ist also

(£91T1*) = (fIT1,9) = (9, fAT1**) = (g, f|T**)

= (g7, fx) = (f,9|T%) .
Hieraus folgt |7'|*=|T"*|.

BEMERKUNGEN. (1) Gelingt es, in Lemma 6.1 (sup f;)x=sup(f;)
nicht nur fiir endliche Suprema zu beweisen, so geniigt es, wenn Y in
Satz 6.2 ein (Ko, B,bv)-Raum ist.

(2) (beim Druck): Die in den Sdtzen 4.1 und 4.2 untersuchten Riume
von Operatoren, insbesondere Dualrdume von (Ko, B)-Rdumen, sind
(Ko,B)-Raume. Ich werde das zeigen in Ein Approximationslemma in
der komplexen Hille von Banachverbinden.

7. Vollstetige Operatoren.

Ein linearer stetiger Operator 7' von einem Banachraum X in einen
Banachraum Y heiBt vollstetig, wenn das Bild Z7 der Einheitskugel

E={feX:|fls1)

bedingt norm-kompakt ist. — Wir bendtigen folgende Variante eines
Satzes von Mazur:

LeMMA 7.1. Ist Y ein komplexer Banachraum und A< Y bedingt kom-
pakt, so ist

k k
HA) ={geY: g=zlaigi; g;€4, '21 la;] 1

ebenfalls bedingt kompakt.
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Brwzis. Die Einheitskugel Z(K) des Raumes K der komplexen Zahlen
ist kompakt, ebenso die abgeschlossene Hiille A von A, also auch
AxE(K). Da (f,c) > cf stetig ist, ist {¢f:c e E(K),fe A} kompakt.
Satz V. 2.6 in Dunford—Schwartz [7] von Mazur besagt, daB die konvexe
Hiille dieser Menge bedingt kompakt ist. Sie enthalt H(4).

Satz 7.1. Der Absolutbetrag |T'| eines vollstetigen linearen stetigen Opera-
tors T von einem (Ko,B,L)-Raum X in einen (Ko,B,mK)-Raum Y ist
vollstetig.

BemeErkUNG. Im reellen Fall bedeutet dies: Die vollstetigen Operato-
ren von einem (L)-Raum X in einen (B, V,mK)-Raum Y bilden einen
linearen Unterverband des Vektorverbandes aller stetigen linearen Ope-
ratoren von X nach Y, da nach Dunford-Schwartz [7, Satz VI 5.4] die
vollstetigen Operatoren einen linearen Raum bilden.

Bewgrs. Der Raum E7T ist kompakt. Da die Abbildung f — |f| norm-
stetig ist, ist A ={|f| : f € ET} bedingt kompakt. (Da f - |f| nicht stets
schwach stetig ist, scheint sich Satz 7.1 nicht auf schwach vollstetige
Operatoren iibertragen zu lassen.) H(A4) und H(H(A)) sind bedingt
kompakt.

Sei fe X+ und ||f||<1. Wir zeigen f|7'| € H(4). Da fiir eine geeignete
Folge von Zerlegungen Z(f)

fIT| = lim Q“(Z(f),T)

ist, geniigt es nachzuweisen, daB Q“(Z(f),T) zu H(A) gehort. Sei
Z(f)={fv-. -, fu} und |fill=a;>0. Wir setzen g;=a,~'f;. Dann ist
i-;l]ai} =1 und |jg;|£1 und daher

k
QZ(f),T) = 3 a;lg.T| € H(A) .
i=1
Es geniigt nun, fiir 2 € Tr(X) mit |A||=1
k|T| € H(H(A))

nachzuweisen. Es sei h=3} ,c;h; mit h;ah, =0, i+ k. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit ist |c;| >0 und |}, >0. Setzen wir d,=|h;||~*A;,
so ist ||d;l|=1, h=3]_,(c;llk;l)d; und

2 (el ikl = | X les| By

j=1 j=1

Demzufolge ist h|T'| =37, (c;l|k;l)d;|T'| € H(H(4)).

Math. Scand. 13 — 12

n

= [lAl]l = lIbll = 1.
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8. Treppenoperatoren und starke Operatortopologie.

Wir diskutieren nun eine Klasse von besonders einfach gebauten
Operatoren. (2, B,m) sei ein MaBraum, X der komplexe L,({2,B,m) und
Y sei ein (Ko,B)-Raum. Die nun einzufiihrenden Treppenoperatoren
besitzen einen Absolutbetrag |7'|, der finit bestimmbar ist, wihrend die
Bestimmung von |7'| im allgemeinen Grenzwertbildungen oder sogar
iiberabzéhlbare Suprema erfordert. Treppenoperatoren sind stets voll-
stetig. Wir zeigen, daB sie in dem Sinne représentativ sind, daB sie stark
operatordicht im Raum aller stetigen linearen Operatoren X — Y liegen.

Wir nennen einen Operator 7' von X nach Y T'reppenoperator, wenn er
die Gestalt hat

(8.1) /=3 [famh,
=1 e

wobei die 2; disjunkte B-mef3bare Mengen sind und %; € Tr(Y) gilt. 7' ist
linear und stetig mit
(8.2) IT) = Max [jb)| = M < oo;

1<isn
denn es ist

WW§§mﬂm;M§mm§Mm,

und Gleichheit gilt fiir f=y,,, wenn ¢ der Index ist, fiir den das Maximum
angenommen wird. Fiir Treppenoperatoren 7' liefert die Zerlegung

Z(f) = {fln,,- . -,an,,}

bereits sup @“(Z(f),T). Der Raum Y braucht daher nicht ein (Ko, B,bv)-
Raum zu sein. Wir erhalten

(8.3) =3 [famin.
=14

Treppenoperatoren lassen sich auch definieren, wenn X ein (L)-Raum
ist. Wir begniigen uns mit dem Hinweis, dafl nach Kakutani [12, S. 532]
jeder (L)-Raum zu einem Raum L,(2, B,m) isomorph ist.

Sarz 8.1. Die Treppenoperatoren liegen in der starken Operatortopologie
dicht im Banachraum aller stetigen linearen Operatoren vom komplexen
L,(2,B,m)=X in den (Ko,B)-Raum Y.

BeweEis. Sei ¢>0, fi,...,f,€ X und T ein stetiger linearer Operator
von X nach Y. Wir miissen einen Treppenoperator 7', konstruieren, fiir
den ||f,T - f,T||<¢ fir k=1,...,m gilt. Wir konnen ||T'||> 0 annehmen,
denn 7'=0 ist Treppenoperator.
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Zu jedem f, bestimmen wir eine Treppenfunktion f,’ mit
(8’4) ”fk_fkl“ < ié‘/”T”, k=1,... »m .

Fir die endlich vielen f,’ gibt es eine Darstellung f;' =37, cyx0, mit
disjunkten und gemeinsamen £, und 0<m(£2;)<occ. Wir suchen zu
%o, T =Yy; ein g(y;) € Tr(Y) mit den Eigenschaften

n -1
lowl < lvll lpe=g(wall < 8e) = e (max, 3 lewd) -
=1
Um g¢(y,) zu finden, suchen wir zunéchst eine Folge g;(y;) € Tr(Y) mit
ly;—9;(y:)ll = 0. Im Beweis von Lemma 3.1 ist gezeigt, daf3 solch eine
Folge sogar unter der Zusatzbedingung |g;(y;)| < |y;| existiert. Fir ein j
mit |ly, —g;(y;)ll < (¢) setzen wir g(y;) =g¢;(y;) und erhalten zugleich

lg@all = IHg;@ Il = Wyl ll = llyll -
Sei h;=m(£2;)"'g(y;) und T, der Treppenoperator

T, = él [ram,.

24

T, bildet yq, auf g(y,) ab. Fir 1<k<m ist

T =170 S 3 ol =00l < e

Aus (x0Tl 2 llg(y:)ll = llhsl| m(£2;) folgt durch Vergleich mit (8.2) die Un-
gleichung |T'[| £ ||T||. Nun ist

I Te=fiTl = WiTe= i Tl + 1 To—F T+ 1f’ T = fi Tl
= =S NT Ml + 2+ 1 —f Tl
= te+2|TNfe—fi'll < e, k=1,...m.

BemErkUNG. Diese Dichtigkeitsaussage gilt erst recht, wenn man in
(8.1) by € Y zulaBt. Sie gilt aber in einigen Fallen sogar noch, wenn man
den Zulassigkeitsbereich fiir £2, und %, einschrankt, um z. B. bei separab-
lem L, und Y zu zeigen, daBl der Banachraum der stetigen Operatoren
separabel in der starken Operatortopologie ist.

Die Abbildung 7' — |T'| ist im allgemeinen weder in der starken noch
in der schwachen Operatortopologie stetig (Chacon und Krengel [5,
Abschnitt 7]). Wir miissen uns daher mit einer Art monotoner Stetigkeit
begniigen :
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Lemma 8.1. Sind T und T,, n=1,2,..., majorisierbare stetige lineare
Operatoren von einem (Ko, B)-Raum X in etnen (Ko, B,mK)-Raum Y und
strebt T, in der starken Operatortopologie gegen T, so gilt fir fe X+:

lim, _, JI(fIT|=fIT))[| = 0.
Ist X ein (B, V)-Raum und Y ein (B, V,mK)-Raum, so gilt ferner

BeEwEis. Zu ¢>0 und fe X+ wihlen wir ein Z,(f)={f},...,f;} mit
IfIT] = Q(Z(f),T)| < 4. Eine Zahl N(¢) wird so bestimmt, daB fiir

n2N() und ¢=1,...,k
I£T —fTll < 3elk
ist. Aus ia—b|g||a|—|b|l folgt dann
k
1QUZ(f), Ty) - QZL(f),T)| < _21“ il = 1fTI < de.
Nun ist [|Q™(Z(f),T,)—fIT||<e. Da bei weiterer Verfeinerung von
Z(f) die Folge Q“Y(Z(f),T,) monoton wichst, ist
N1 Tl =fIT))Il < & fiir n 2 N(e) .
Ganz analog wird die zweite Teilaussage bewiesen.

CoroLLAR 8.1. Sind T und T,,, n=1,2,. .., majorisierbare stetige lineare
Operatoren von einem (B,V)-Raum X in einen (B,V,mK)-Raum Y, gilt
T,5Tp, n=12,..., und strebt {T,} in der starken Operatortopologie
gegen T', so auch {T,*} gegen T'+.

Beweis. Sei fe X+, dann ist fT'2fT,. Es folgt
Q(Z(f),T,) = Q+(Z(f),T) < fT+,
also fT,+ < fT'+, das heiBt ||(fT,+ —fT*)*|=0. Zusammen mit (8.5) ergibt
e T =474 0

und das ist hinreichend fiir die Konvergenz der 7',+ gegen 7'+ in der
starken Operatortopologie.

9. Ein individueller Ergodensatz.
R. V. Chacon [4] hat den folgenden Satz bewiesen:

Sa1z 9.1. Sei (2, B,m) ein o-endlicher MaBraum, T ein linearer Operator
i L(Q,B,m) mit |T),<1 und p,, k=0,1,..., eine Folge nichtnegativer
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mefbarer Funktionen mit der Eigenschaft (A): Fir alle g € L, mit |g| < p,,
gilt

97| = Ppeya -
Dann existiert fir jedes f € L, fastiberall auf {w: 0<3I5 (p; < oo}

lim z——k=0'f < oo

n—>00 273:0 Pr

Mit Hilfe des Absolutbetrages |7'| ist es moglich, die Existenz von
Folgen p, mit der Eigenschaft (A) fiir beliebige stetige lineare Opera-
toren 7" in L, zu garantieren (sieche Chacon und Krengel [5]):

SaTz 9.2. Ist (2,B,m) ein o-endlicher Mafraum, T ein linearer Operator
m Ly (Q2,B,m) mit |[T|,<1, f,pe L, und p=0, so existiert fastiberall auf
w: 0<32 p|ITF< o0
{ 2i=opIT| } sT_ ST

m
n—>o0 Zp—oP|T ¥

Beweis. Es sei p,=p|Tk. Ist |g| <p|T|* so ist
97| = glIT| = pIT|F+ .

Fir T2 0ist |T|=T, und dann macht Satz 9.2 gerade die Aussage des
Satzes von Chacon-Ornstein [6] aus. Der Beweis von Satz 9.2 gelingt
auch ohne den Umweg iiber Satz 9.1 durch Umformulierung der von
Chacon [4] entwickelten Methoden, wobei sich einige Beweisteile er-
iibrigen.

10. Ergodische Zerlegungen.

Die nun beschriebenen Definitionen und S#tze sind, soweit sie nicht
den Begriff des Absolutbetrags eines Operators erfordern, bereits von
Jacobs [10], zum Teil schon von R. V. Chacon [3] dargestellt worden:
Es sei (2, B,m) ein g-endlicher MaBraum und L, der reelle oder komplexe
L(2,B,m)=L,(m). Wir ordnen jedem Operator T in L,(m) den zuge-
horigen normierten Operator T'/|T||=T zu, den trivialen Fall 7'=0
schlieBen wir aus. Chacon [3, Theorem 2] hat gezeigt: Ist 77> 0 und
IT||=1, so gibt es eine disjunkte Zerlegung von £ in einen konservativen
Teil C(T) und einen dissipativen Teil. Ist p € L,* und fastiiberall >0,
so ist C(T) gerade {w: 332 ,pT*= + o} unabhingig von p. Fiir belie-
biges T'+0 sei C(T)=C(|T]).

Eine Menge I € B heille schwach T-invariant, wenn fiir jede aullerhalb
von I fastiiberall verschwindende Funktion fe L, auch f7T' diese Eigen-
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schaft hat. Ist auBerdem I< C(T), so heiit I T-invariant. Die Begriffe
der schwach T-invarianten Menge und der 7-invarianten Menge sind
invariant gegen den Ubergang zu AT, 1+ 0, speziell zu ¥. Chacon [3,
Lemma 5] hat gezeigt, daB fiir positives 7' mit ||T'||=1 die T-invarianten
Mengen einen ¢-Kérper B; mit der Grundmenge C(7') bilden.

Lemma 10.1. Eine Menge ist genaw dann (schwach) T-invariant, wenn
sie (schwach) |T'|-invariant ist. Insbesondere bilden die T-invarianten Men-
gen einen o-Korper B, mit der Grundmenge C(T).

Bewzris. Ist I schwach T-invariant, fe L,* und {w: f(w)+0}<1, so
gilt fiir alle g € L, mit |g| £ f die Inclusion {w: g(w)+0}< I und also auch
{w: gT(w)#+0}<I und nach Satz 3.2 {w: f|T|(w)+0}<l. Fiir beliebige
feL; mit {w:f(w)+0}cl folgt die letzte Inclusion, indem man sie
zuerst fiir Treppenfunktionen beweist und f dann approximiert. I ist also
auch schwach |7'|-invariant. Ist umgekehrt eine schwach |7'|-invariante
Menge I gegeben und fe L, eine Funktion mit {w: f(w)+0}<1, so ist
auch {w: |f|(w)*0}<I. Daher ist

{o: fT(0)+0} < {o: |fT|(w)=+0}
{w: [fIIT(0)+0} = T.

Da C(T)=C(|T|) ist, sind auch die 7-invarianten Mengen gerade die
|T'|-invarianten Mengen.

S
=

(T,m) heiBt ergodisch, wenn eine disjunkte Zerlegung C(T)=EUuF
von C(T') in invariante Mengen E,F positiven MaBles unmoglich ist.

Zvel ist es, stetige lineare Operatoren 7'+ 0 in L, in einem zu definie-
renden Sinn in ergodische 7', zu zerlegen.

Sei K(B) der in Abschnitt 1, Beispiel 2 beschriebene (Ko, B)-Raum
der komplexen Ladungsverteilungen auf (2,B). Ist Byc B ein weiterer
o-Korper, so sei m, die Einschrinkung von m auf B,. Wir betrachten
Scharen = {p,, » € 2} mit Werten p,, € K(B). Eine Schar p heit B,-
mefbar, wenn fiir jedes F € B p,(F) eine By-meBbare Funktion ist, und
P heiBt my-integrabel, wenn

17 = [ lpdll mofder) < oo
Q2

ist. Zwei Scharen  und ¢ heien mg-dquivalent, wenn m,-fastiiberall
Po=9, ist, d. h. wenn ||p—q||=0 ist. Wir identifizieren die Elemente
der dadurch festgelegten Aquivalenzklassen miteinander. Die Schar )
heiBe totalstetig bzgl. ¢, in Zeichen p <q, wenn p,<gq, fiir my-fastalle o
gilt. Es sei
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Lym) = {p: ||pll<oo und P> m},
ferner
L/(m) = {pe K(B): p<m}.
Den durch den Satz von Radon-Nikodym gegebenen Isomorphismus von
L,(m) - L'(m) bezeichnen wir mit .
Ist g K(B), so heille eine Bj-meBbare Schar q ={g,: w € 2} eine
Zerlegung von ¢ nach B, wenn

(10.1) qFnQ) = f q,(F) mdw) fir FeB, GeB,
G

gilt. Ist m(2)=1, so ist m gerade eine bedingte Wahrscheinlichkeits-
verteilung von m bzgl. B,. Existiert zu jedem B,< B eine Zerlegung i,
so sagen wir, (22,B,m) habe die Eigenschaft (B). (Siehe z.B. Jacobs
[9, Kap. 9, § 6].)

Im folgenden sei B abzéhlbar erzeugt. Von Jacobs [10] iitbernehmen
wir folgende Tatsachen in leichter Verallgemeinerung aufs Komplexe:
Existiert eine Zerlegung m von m nach B, so besitzt jedes p € L, (m)
eine Zerlegung p nach B,. Ist dp=fdm, so ist

(10.2) dp, = fdm,
fiir mo-fastalle . Bezeichnet K(m) die Menge aller p € L,(m), die gemi
(10.2) durch Funktionen fe L,(m) gegeben sind, so ist die Abbildung
@:p—>p ein Isomorphismus von L, (m) und K(m).

Der Beweis beruht auf folgender Tatsache: Fiir fe L,(m) und G € B,
ist

(10.3) f fdm = f ( f fdmw) my(da) .

@ ¢
Wir merken uns, da8 ein in der Gestalt (10.2) gegebenes {p,} B,-mefbar
ist und, daB jedes f € L,(m) fiir my-fastalle w zu L,(m,) gehort.

Sei nun T ein stetiger linearer Operator in L,(m). L,(m) ist durch
f— fyp isomorph mit K(m) und der Isomorphismus p=y¢ induziert
einen stetigen linearen Operator §'=o~1T in K(m). Da auch 7' umge-
kehrt 7' bestimmt, heiBt 7' die zu m gehorige Darstellung von T.

Eine Schar {T',,w € 2} von stetigen linearen Operatoren T, in L,’(m,,)
heif3t eine zu m gehorige Zerlegung von T, wenn:

(a) (p, T, )(F) fir jedes F e B und jedes p € K(m) eine Bj-meBbare

Funktion ist, und
(b) fiir jedes p € (m) die Gleichung

(10'4) (f)T)w = prw
mqy-fastiiberall gilt.
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Die Forderung (b) ist sinnvoll, weil p, fir m,fastalle w zu L, (m,)
gehort. Jacobs [10] hat gezeigt, daB bei gegebenem 7' und 7 die Schar
{T,} myfasteindeutig durch (a) und (b) bestimmt ist. Der folgende
Satz garantiert unter einschrinkenden Bedingungen die Existenz:

Sarz 10.1. Sei (2,B,m) ein o-endlicher Mafraum, B abzihlbar erzeugt
und By,< B, ferner m eine Zerlegung von m nach B,. Ist dann T ein ste-
tiger linearer Operator in L,(m) und sind alle Mengen G € B, schwach
T-invariant, so existiert eine zu m gehirige Zerlegung T = {T,:weR}mit
170 = 11Tl

Beweis. Sei R die Menge der komplexen Zahlen mit rationalem Real-
und Imagindrteil, K, ein abzahlbarer B erzeugender Mengenkorper, dessen
Mengen X endliches MaB m(X) haben, und Lp={f=37"_,a;14; @; € R,
A;e K,}. Der Raum Ly ist dann ein in L,(m) dichter linearer Raum
mit Skalarbereich R und er enthilt nur abziéhlbar viele Elemente. Fiir
my-fastalle  haben alle X € K endliches Mal m, (X) und fir diese
liegt Ly auch dicht in L,(m,).

Zu fe Ly suchen wir p=fp, sodaB m,fastiiberall dp, =fdm, gilt.
Ist dann § = p7, so ist §=fop~To=fTp und also dq, = (fT')dm,, my-tast-
iiberall. Danur abzéhlbar viele $ und g so gebildet sind, konnen wir durch
Elimination einer Nullmenge N € B, dafiir sorgen, daf fiir w ¢ N

dp, = fdm, wnd dg, = (fT)dm,
gilt. Die Abbildungen 7', : p, — ¢, sind dann fiir o ¢ N linear mit dem
Skalarbereich R. Da m B,meBbar ist, ist § By-meBbar. Ist nun @ € B,

so sind nach Lemma 10.1 @ und 2 — G schwach-|7|-invariant. Anwen-
dung der Formel (10.3) ergibt dann:

[ ladmo(do) = | ( Jiemi dm) mo(do)
G Q

Qq

=f|fT| dm
G

< [1f17) dm

(&
= [ (/12011 dm+ [ (f1xa-) 1T dm
(& G

< ,,f (el f)IT] dm+0 < anGf fldm

=17 | ( Jin dmm) mo(dw) = I [ Ip.)l mo(do) .
G M G



UBER DEN ABSOLUTBETRAG STETIGER LINEARER OPERATOREN ... 185

AuBerhalb einer my-Nullmenge N,2 N ist nun |ig, | < |7 llp,]| und daher
sind die 7', normstetig mit der Schranke ||7,|| < ||T'||. Durch stetige Fort-
setzung erhdlt man 7', als stetige lineare Operatoren in L,'(m,) fir
o ¢ N,. Fir we N, sei zum Beispiel p,T,=0, p, € L,'(m,).

(10.4) ist fiir w ¢ N, und p € Lo nach Konstruktion erfiillt. Sei nun
feLym) und p=fo={p,} fest, also auBerhalb einer m,-Nullmenge
dp,=fdm,,und seif, € Lyeine Folge mit||f,, —f|| - 0, ferner p, = {py,} =f10-
Wegen der Stetigkeit der 7', gilt dann

[ 120 T =P Tl mo(des) < 1T [ 120 = Pl mo(de)
Q Q

= |TIIf=fell > 0.
Andererseits gilt

[162), = proT i mofder) = [ ( [ |fT—fkT|dmw> moldw) > 0,

Q Q2

da fiir die f;, (10.4) bereits gilt. Es folgt, daB mq-fastiiberall p, T, = (p7).,
ist.

Jacobs [10] hat Satz 10.1 bereits fiir den reellen L, (m)und 7' = 0 bewiesen.

Sei y,, der Isomorphismus L,(m,) - L,'(m,). Die Operatoren v, 7" v, %,
Yol T lw,~t in Ly(m,) identifizieren wir mit 7', |T,| usw.

LemMa 10.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 10.1 seien T'={T}
und |\P|={T|,} Zerlegungen von T wnd |T|. Dann gilt fir my-fastalle
we

Ty = 1T,
d.h. es st
(10.5) [T, =fITl,  fir feLym,).

BrwEis. Abgesehen von einer m,-Nullmenge N gilt fiir alle w, dafl L, <
Ly(m,) und darin dicht. Aufgrund der Stetigkeit und Linearitit der
|T,| und |T'|, geniigt es also (10.5) fiir fe Lyt zu zeigen. AuBerhalb
einer Nullmenge N,2 N ist f7,=fT und f|T|,=f|T|. Es ist

fIT,) = lim Q(Z(f), T,) .

Da Lp+ dicht in L,*(m,) liegt, beschrinken wir uns auf Zerlegungen
Z(f)={f1...,[r} mit f; € Lp*. Fiir sie ist auBerhalb von N,

k k
Q(~)(Z(f)’ Tw) = =zl Iszwl = =zl |sz| = Q(~>(Z(f)> T)
und daher f|T,|=f|T|=f|T|,.
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Wir nennen nun eine Zerlegung 7'={T,} ergodisch, wenn m,-fastalle
(T,,m,) ergodisch sind.

Satz 10.2. Sei (2,B,m) ein o-endlicher Mafraum mit der Eigenschaft
(B) und B abzihlbar erzeugt, T+0 sei ein linearer stetiger Operator in
L,(m) und C(T)=9Q. Sei By=B, der o-Korper der T-invarianten Mengen
und m eine Zerlegung von m bzgl. By. Der Raum (2,B,,m) sei c-endlich.

Die my-fasteindeutig bestimmte zu m gehirige Zerlegung T={T,} von T
18t dann ergodisch.

Bewzis. Satz 10.2 ist fiir den reellen Fall und positives 7' mit ||7'|| =1
und endliches Ma m von Jacobs [10] bewiesen worden, der auch ge-
zeigt hat, wie der Fall von o-endlichem Maf3 durch Isomorphieiiberle-
gungen auf den Fall endlichen MaBles 7 reduzierbar ist. Im komplexen
Fall ist der Beweis fast wortlich ibertragbar. Die Bedingung ||7'||=1
erweist sich durch die abgednderte Definition von C(7') als unwesent-
lich: Ist ||T]|%1, so bildet man T=T/||T|. Da {T,}={|T|ZT,} ist, ist
{T',} genau dann ergodisch, wenn {¥,} ergodisch ist. Die Positivitéits-
annahme fiir 7' schlieflich wird durch Lemma 10.2 iiberfliissig, denn aus
der Ergodizitit von {|7'|,} folgt die von {T',}, da m,-fastiiberall |7'|,=
T, ist und 7, nach Lemma 10.1 die gleichen invarianten Mengen
besitzt wie |7',|.
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