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UBER SACHGEMASSE CAUCHYPROBLEME

HEINZ-OTTO KREISS
1. Einleitung.

Wir wollen in dieser Arbeit Systeme von partiellen Differentialglei-
chungen der Art:

m

(1.1) oufot = P(t,0[ox)u = Y P(t,0/ox)u

3=0
betrachten und untersuchen, wann das Cauchyproblem in einem Inter-
vall 0=st<T, T>0 sachgemdss ist. Dabei bedeuten z=(x,,...,z,)
Punkte im reellen s-dimensionalen Raum R, u=(u,(z,?),. < Up(, 1))
Funktionenvektoren im komplexen n-dimensionalen Raum S und
(1.2) Pyt,0fox)u = 3 A,(t) 0" ufox, ... 0x)s

fl=s

v o= (vg,...7), | = X v,

homogene Differentialoperatoren der Ordnung j, deren Koeffizienten
von ¢ abhingige stetige quadratische Matrizen sind. (y' bedeutet der
zu y transponierte Vektor.)

Ausserdem wenden wir im letzten Abschnitt dieser Arbeit die gewon-
nenen Resultate an, um Systeme 1.Ordnung zu untersuchen, deren
Koeffizienten auch von x abhingen. Es gelingt uns dabei »a priori
Ungleichungen« anzugeben, mit deren Hilfe man die Resultate von
Leray [5] und Petrovskii [7] verallgemeinern kann,

Diese Arbeit stiitzt sich wesentlich auf eine frithere Arbeit des Ver-
fassers [4], die wir als bekannt voraussetzen.

2. Definition der Sachgemissheit.

Die Sachgeméssheit des Cauchyproblems fiir Systeme (1.1) wurde
schon frither eingehend von Petrovskii [8] untersucht. Er definierte sie
dabei im Sinne von Hadamard [3] im wesentlichen auf die folgende Weise :
Es existiert eine Konstante C' und eine natiirliche Zahl p, so dass fiir
alle ¢,, t, mit 0<¢, <¢, <7 fiir die Losungen von (1.1) die Abschétzung

P
(2.1) sup |u(z,t)| £ C > > sup|Qu(,ty)/ox, ... 0x"
zeR j=0 |v|=j xzeR

Eingegangen am 23. Juni 1962.
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mit |u|2=3 |u,|? gilt. Dabei sind als Anfangswerte fiir das System (1.1)
zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, alle hinreichend oft differenzierbaren
Funktionen zugelassen, die zusammen mit ihren Ableitungen beschrinkt
sind, und fiir die eine Losung des Cauchyproblems existiert. Setzen wir

(2.2) P(tiw) = §P,(t,iw), Pj(t,io) = 3 A () (i) . . . (ioy)
Jj=0 [v|=7

so beweist Petrovskii das folgende Kriterium:

Das Cauchyproblem (1.1) mit konstanten Koeffizienten ist im Sinne
von Hadamard dann und nur dann sachgemiss, falls es Konstanten C;
gibt, so dass fiir die Eigenwerte »;(w) von P(iw) die Ungleichung

(2.3) Rex;(w) = Oy logll + |wH+C’2

gilt. (L. Garding [2] hat spéter bewiesen, dass man C; =0 setzen kann.)

Dieses Kriterium gilt im allgemeinen nicht mehr, falls die Koeffizien-
ten des Differentialoperators von ¢ abhingen. Man kann némlich Sy-
steme (1.1) angeben, die im Sinne von Hadamard nicht sachgemiss sind,
obwohl (2.3) fiir jedes t € (0,7') gilt. Ein solches System ist:

ou

% _ v ((1) i) U, U0 = (

(2.4) ou sint cost) .
ot

—cost sint

Offensichtlich ist (2.3) fiir jedes feste ¢ erfiillt. Fiihren wir jetzt v=U-1u
als neue Variable ein, so erhalten wir:

ov 11\ v oU 11\ 0 —1
—— —_— -1 —_— F-—] ——
@ Z=(o1)am " " l)m-( o)
Da U eine orthogonale Matrix ist, so ist das Cauchyproblem (2.4) genau

dann sachgemiss, falls (2.5) es ist. (2.5) ist aber ein System mit kon-
stanten Koeffizienten, und wir konnen daher das Kriterium (2.3) an-

wenden. Es ist 11 0 _1
P(w))=<0 l)w)—(l O)’
und es gilt fiir die Eigenwerte

#(w) = to +[—(1+iw)]t.

Die Ungleichung (2.3) ist also nicht erfiillt, und daher ist das Cauchy-
problem (2.4) nicht sachgemiss. (Es sei darauf hingewiesen, dass ent-
sprechende Uberlegungen gelten, wenn man in U(t) die Variable ¢ durch
z ersetzt.) Um also ein algebraisches Kriterium zu erhalten, welches bei



UBER SACHGEMASSE CAUCHYPROBLEME 111

geeigneten Stetigkeitsvoraussetzungen auch fiir ¢-variable Koeffizienten
gilt, muss man die Definition der Sachgemassheit abandern.

Wir definieren jetzt, was wir in dieser Arbeit unter einem sachgemissen
Cauchyproblem verstehen wollen. Es sei L, der Hilbertraum aller in R
quadratisch integrierbaren n-dimensionalen Vektorfunktionen wu(x),
v(x), ..., deren Norm und Skalarprodukt wie iiblich durch

(2.6) (,0) = fu*vdx - f S wogde,  (ww) = [l
R R =1

definiert sind. Weiter bezeichnen wir mit 9t < L, die Klasse aller Vektor-
funktionen f(x), deren Fouriertransformierte

2.7)  glw) = (2m)-2 f e f@)dr, o = (..., reell
R

existieren, stiickweise stetig sind, und ausserhalb einer (von f abhéngigen)
kompakten Mengen <R’ verschwinden. Dabei bedeutet R’ der reelle
s-dimensionale Raum der Variablen w=(wy,...w,). Wir lassen jetzt
fiir das Cauchyproblem (1.1) als Anfangswerte zu einem beliebigen Zeit-
punkt ¢, € (0,7') alle Funktionen f(x) zu, die in IR liegen. Fouriertrans-
formiert man das System (1.1) und beachtet (2.7), so erhélt man

(2.8) w(o,t) = (2m)-52 f % (i, 1) da |
R
dy(w,t)[dt = P(tio)p(w,t),  y(w,t;) = p(w).

Lost man diese Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen, so
ergibt sich zu jeder Anfangswertverteilung f(x) € I eine Losung

(2.9) u(w,t) = (20)2 [ plot) do,  tzt,

R}
des Cauchyproblems (1.1), die fiir jedes feste ¢ der Menge I angehort,
und die stetig nach ¢ und unendlich oft nach z differenzierbar ist. Wir
definieren jetzt:

DEerintTION 1. Das Cauchyproblem ist sachgemdiss, falls es eine Konstante
C gibt, so dass fir alle t,,t, mit 0<t,<t,<T, fir alle Losungen (2.9) die
Ungleichung
(2.10) (@, to)ll = Cllule,ty)ll
gult.

Die entscheidende Forderung fiir die Sachgemaéssheit ist die Unglei-
chung (2.10). Da ndmlich 9 dicht in L, liegt, so kann man alle Funk-
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tionen von L, als Anfangswerte zulassen, wenn man auf die iibliche
Weise verallgemeinerte Losungen einfiihrt, fiir die dann auch (2.10) gilt.

3. Bedingungen fiir die Losungen der Differentialgleichungen (2.8).

Wir wollen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Losungen der Differentialgleichungen (2.8) angeben, damit das Cauchy-
problem sachgemaiss ist. Wir beweisen den

Satz 1. Das Cauchyproblem (1.1) ist dann und nur dann sachgemdss,
falls es eine Konstante D>0 gibt, so dass fir alle w, alle t,t, mit
0=<t,=t,<T, fir die Losungen von (2.8) die Ungleichung

(3.1) [p(w,t5)| = Dip(e,ty)|
gilt.

Beweis. Gilt (3.1) so folgt aus Parsevals Gleichung offensichtlich,
dass das Cauchyproblem sachgemiiss ist. Dass die Bedingung (3.1) auch
notwendig ist, beweisen wir so: Angenommen (3.1) gelte nicht. Dann
gibt es Folgen w,, ¢,,, t,, und p(w,,t;,) mit 0<¢,, <t,, <7, so dass

(3.2) [w(w,,t3,)| Z v|p(w,t,)l, v =12,....

Da die Losungen der Differentialgleichungen (2.8) stetig von w und den
Anfangswerten abhingen, gibt es ein 6,>0, so dass fiir alle ®w mit
|w—w,| =4, die folgende Ungleichung gilt:

(3.3)  [y(w,ty,)l 2 Prlp(w,ty,)|  falls  y(w,t,) = plo,t,) .

Setzen wir jetzt als Anfangswerte fiir eine Losung u,(x,t) der Form (2.9)
des Cauchyproblems zur Zeit t=¢,,

_ [ v(o,t,) fir |jo-ol|<8,,
w(w’tli’) - 0 fiir |w —(0,,‘ > 6" ’

so folgt aus (3.3) und Parsevals Gleichung
”ur(x’tZV)“ ; %v“uv(x’tlv)” .

(2.10) ist daher nicht erfiillt, und das Cauchyproblem ist daher nicht
sachgemiss.

4. Systeme (1.1) mit konstanten Koeffizienten.

Wir betrachten jetzt Systeme (1.1) mit konstanten Koeffizienten und
wollen ein notwendiges und hinreichendes algebraisches Kriterium fiir
die Sachgemissheit des Cauchyproblems angeben. Zunichst kann man
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die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungssysteme (2.8) in
der Form
(4.1) plo,t) = " y(w,t,)

schreiben. Aus Satz 1 folgt daher sofort der

Satz 2. Das Cauchyproblem (1.1) mit konstanten Koeffizienten ist dann
und nur dann sachgemdss, falls es eine Konstante D >0 gibt, so dass fiir
alle o
(4.2) lePiot| < D, 0<t<T.

(|A| bedeutet die euklidische Norm der Matrix A, d.h. |A|=sup|4z|/|z|.)
Gilt die Ungleichung (4.2), so konnen wir sie noch in einer etwas
anderen Form schreiben. Setzen wir (logD)/T =«, so folgt

[ePCT| < oaT
Also gilt fir 0<t<oo
IeP(iw)tl _S_ Dezxt ,

und fiir die Familie # von Matrizen P(iw)— ol gilt
(4.3) lePd—Dt < D 0<t<oo.
Daher kénnen wir auf die Familie & den Hauptsatz von [6] anwenden,

in dem notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Familie & an-
gegeben werden, damit (4.3) gilt. Wir erhalten den

Sarz 3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) Das Cauchyproblem (1.1) mit konstanten Koeffizienten ist sachgemdss.

2) Es gibt reelle Konstanten Cy,y, Cgy und , und zu jeder Matrixz P(iw)
etne Matrix S=8(w), fir welche

(4.4) max (|S|,|87) = Cgy
1st, so dass

B = S8(P(iw)— «I)S-1

#y—o by ...l bin
< SPGw)St—ol = 0 #—o by bon
0 ... 0 x%,—«
18t, und die Ungleichungen
(4.5) Rex;—« < Rex,—a« £ 0, jzk,
und
(4.6) [bkj| < Cy(|Resx,—«f)
gelten.

Math. Scand. 13 — 8
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3) Es existieren reelle Konstanten C, und x und zu jeder Matrix P(iw)
etne positiv definite hermitesche Matriz H(w), fir welche

(4.7) max(|H|,|H!) =0y dh. C U <HZ=<COCJ
ist, so dass
(4.8) H(w)(P(iw) —al)+ (P*(tw)—ol)H(w) £ 0.

(A* bedeutet die zu A adjungierte Matrix.)

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass man nach Abschnitt 4 von
[4] die Matrizen H(w) mit Hilfe der Matrizen S(w) konstruieren kann.
Man kann nidmlich H in der Form

(4.9) H = 8*DS

annehmen, wobei D eine geeignete von o unabhingige positiv definite
Diagonalmatrix ist.

Wir wollen jetzt noch die dritte Aussage des letzten Satzes auf eine
andere Art formulieren. Dazu definieren wir:

DerFiNiTION 2. Der Differentialoperator P(9/0x) ist beziiglich einer Norm
(w,Hu) halbbeschrinkt, falls

1) H ein linearer beschrinkter und #berall definierter positiv definiter
symmetrischer Operator in L, ist, und

2) etne Konstante « existiert, so dass fir alle u(x) € M (s. (2.7))

(P(2/ox)u, Hu) + (u, HP(d[ox)u) = 2 Re(P(0/ox)u, Hu)
< 20(u, Hu) .

I

Man beachte, dass die Norm (u,Hu) mit der L,-Norm dquivalent ist.
Wir beweisen jetzt den

Satz 3. Das Cauchyproblem (1.1) mit konstanten Koeffizienten ist dann
und nur dann sachgemdss, falls P(0[ox) beziiglich einer Norm (u,Hu)
halbbeschrinkt ist.

Bewers. Es sei das Cauchyproblem sachgeméss. Dann geht aus dem
Beweis des Hauptsatzes von [4, (s. Abschnitt 3)] hervor, dass man die
Matrizen S(w) und damit nach (4.9) auch die Matrizen H(w) des letzten
Satzes als stiickweise stetige Funktionen von o annehmen kann. S(w)
kann man n#émlich in der Form 8(w)=8;(w)U(w) schreiben, wobei
U(w) irgend eine unitidre Matrix ist, die P(iw) auf Triangelform (Schurs
Normalform) transformiert, und die Koeffizienten von S;(w) gebrochen
rationale Funktionen der Koeffizienten von U(w)P(iw)U*(w) sind. Daher
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koénnen wir einen linearen beschrénkten und positiv definiten symmetri-
schen Operator H in L, durch

(4.10) Hu = fei“’mH(w)ip(w) do, u = (2m)-5/2 fe"‘”zzp(w) do ,
R R’

definieren, fiir den nach (4.7) und Parsevals Gleichung gilt:

Coflul® = (u, Hu) = f y*(0)H(0)p(w) do = C4llul®.
P

Aus der Ungleichung (4.8) folgt dann fiir alle u(x) e M
(4.11)  (P(0/ox)u, Hu)+ (u, HP(0[0x)u)
- f p*(P*(0)H(w) + H(w)P(iw))y do
B

< 2ocfzp*H(w)1p dw
RI

= 20(u, Hu) .

Ist umgekehrt P(J/0x) beziiglich einer Norm (u,Hu) halbbeschrankt,
so gilt fir alle Losungen des Cauchyproblems der Art (2.9), die ja fiir
jedes feste t der Menge I angehoren,

(4.12) o(u, Hu)[ot = (ou[ot, Hu)+ (w, Hou/ot)
= (P (0/ox)u, Hu)+ (u, HP(2/0x)u)
20c(w, Hu) .

IA

Da die Norm (u,Hwu) mit der L,-Norm #quivalent ist, so folgt aus (4.12)
die Ungleichung (2.10). Das Cauchyproblem ist also sachgemaéss.

5. Systeme (1.1) mit ¢-variablen Koeffizienten.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die zwei Kriterien des letzten Satzes im
wesentlichen auch fiir ¢{-variable Koeffizienten gelten. Wir beweisen den

SATZ 4. Angenommen die zweite oder die dritte Aussage des Satzes 3 gilt
far alle festen t e (0,T) mit von t unabhingigen Konstanten Cg; und «,
bzw. C, und x. Dann ist das Cauchyproblem (1.1) sachgemdss, falls die
Matrizen S(t,w) bzw. H(t,w) fir jedes feste w stetig nach ¢ differenzierbar
sind, und es eine von t und o wunabhingige Konstante K gibt, so dass
|oS/ot| < K bzw. oH[ot < KI.

Brwris. Gilt die zweite Aussage des Satzes 3 mit von ¢ unabhéingigen
Konstanten Cj;,« und ist S(t,w) stetig differenzierbar, so folgt aus Ab-
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schnitt 4 von [3], angewandt auf die Familie # von Matrizen P(t,10) — &,
w reell, t € (0,7'), dass es eine konstante positiv definite Diagonalmatrix
D gibt, so dass die Matrizen

H=8*DS

die im Satz vorausgesetzten Eigenschaften haben. Wir brauchen daher
den Satz nur fiir den Fall zu beweisen, dass es solche Matrizen H(t,w)
gibt. Betrachten wir jetzt die gewohnlichen Differentialgleichungen
(2.8), so folgt aus (4.7) und (4.8)

(5.1) dy*Hy/dt = y*(HP + P*H)y+y*(0H|[ot)y
26+ C,K)p*Hy .

IIA

Also ist die Ungleichung (3.1) erfiillt, und das Cauchyproblem ist nach
Satz 1 sachgemaiss.

6. Beispiele fiir sachgemisse Cauchyprobleme.

Wir wollen jetzt einige Beispiele fiir sachgeméisse Cauchyprobleme
angeben.

1) Parabolische Systeme (s. Petrovskii [8]).

Ist m=0mod2, und gibt es eine Konstante § >0, so dass fiir alle w, ¢
fiir die Eigenwerte x;(w) von P(t,iw) die Ungleichung

(6.1) Rex(w) £ —20|w|m+6-1

gilt, so ist das Cauchyproblem (1.1) sachgeméss. Wir konnen namlich
Matrizen H(t,w) auf folgende Weise konstruieren: Ist , € (0,7') irgend
ein fester t-Wert, so ist das Cauchyproblem fiir das System

A 8 m/2
(6.2)  oujat = P(ty,0)omyu = ( - zaz/ax,z) w + Pty 3/0x)u
v=1
sachgemdss. Es gibt namlich fir |w|+0 eine unitire Transformation
U(w), so dass die Anordnungsbedingung (4.5) erfiillt ist, und

I

(6.3) U(w) P(ty, i0)U*(w) = U(w)P(ty,io)U*(w) +d|o|m]

...........................
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Nach (6.1) gilt fiir hinreichend grosse |w| die Ungleichung
Re(x;+dlw|™) = — §d|w|™.

Da die b;/(lw|™+ 1) beschrinkt sind, so sind auch die Ungleichungen

(4.6) fiir einen geeigneten Wert « erfiillt. Also ist nach Satz 3 das Cauchy-

problem fiir (6.2) sachgemaéss, und es gibt Konstanten Cy,« und Matrizen

H(ty, ), die die Ungleichungen (4.7) erfiillen, so dass

(6.4)  H(ty, )Pty i)+ P*(ty, i) H(to, )

H(ty, w)P(tg,tw) + P*(ty,10)H (ty, w) + 26|w|™H (ty, w)

20cH(ty, w) .

IIA

Betrachten wir jetzt P(f,5w) in einer geeigneten Umgebung von ¢, so
folgt fir |w|=1:

H(ty, 0)P(t,30) + P*(t,i0)H (ty, w)
< H(ty, w)P(tg,tw) + P*(ty, 10)H (ty, ) +
+ 20| H (ty, 0)(P(ty, iw) — P(t,i0))/|w|™|I
= H(ty, w)P(ty,10) + P*(ty, tw)H (¢, ) + 6| w|™H (ty, w) +
+ 2||™(|H (t, 0)(P(tg, iw) — P(¢,i0))/ ||| — $6H (ty, w)) -

Da die Koeffizienten von P(t,7w) kontinuerlich beziiglich ¢ sind, so folgt,
dass es eine von o unabhingige Umgebung von ¢, gibt, mit

]H(to,w)(P(to,iw)—P(t,iw))/lw|m' — 30H(ty,0) £ 0.

Fiir diese Umgebung gibt es daher nach (6.4) fiir alle |w| eine Konstante

’

', so dass
(6.5)  H(tg,w)P(t,i0) + P*(t,10)H (ty, w) < 20'H(ty, w) —S|w|™H (g, w) .

Damit ist gezeigt, dass das Cauchyproblem lokal richtig gestellt ist.
Auf die iibliche Weise folgt dann, dass das Cauchyproblem auch global
richtig gestellt ist, denn jedes endliche ¢-Intervall (0,7') kann man nach
dem Satz von Heine-Borel mit endlich vielen Umgebungen der obigen
Art iiberdecken.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass man die Abschatzung (6.5) auch
auf den Fall verallgemeinern kann, in dem die Koeffizienten des Differen-
tialoperators P auch von z abhingen. Daraus kann man dann »a priori
Abschiatzungen« herleiten, die zu Existenzsitzen fiihren. (Vgl. hierzu
Garding [1] und Mizohata [6].)



118 HEINZ-OTTO KREISS

2) Homogene Systeme der Form Ju/dot=P, (0/0x)u mit konstanten
Koeffizienten, fiir die die Eigenverte von P, (iw) rein imaginir sind.

Wir beweisen den
SaTz 5. Gegeben sei ein System

(6.6) oufot = P, (0fox)yu, P, = > Aom[0x,...0x"
v|=m

mit konstanten Koeffizienten. Dann gilt:

(i) Ist m=1mod2, und ist das Cauchyproblem sachgemdss, so sind die
Eigenwerte x,(w) von P,(iw) notwendig rein imagindr.

(ii) Sind die »;(w) rein imagindr, so ist das Cauchyproblem dann und
nur dann sachgemdss. falls es eine Konstante C3, und zu jedem w eine
Matrixz S(w) mat
(8.7) max (|8],[S7) = Oy
gibt, so dass

g O Lol 0
(6.8) S(w)P,G0)8-Yw) = | © ™00
0...... 0 ix,

Bewers. Fiir Systeme der Art (6.6) gilt
(6.9) P,(tw) = |o|™P(iw/|w|); dh.  x(w) = |o™g(of|w]) .
Ist ausserdem m =1 mod2, so gilt weiter

(6.10) P, (—tw) = —P,(tw); dh. »(-w) = —x;w).

)

Fiir m=1 mod2 ist daher die Ungleichung (4.5) genau dann erfiillt, falls
Rex;(w)=0. Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. Die
zweite ergibt sich so: Das Cauchyproblem ist fiir die Differentialgleichung
(6.6) nach Satz 3 offensichtlich sachgemiss, falls (6.7) und (6.8) gelten.
Ist umgekehrt das Cauchyproblem sachgemiss, so gibt es nach Satz 3
Matrizen S (o), die (4.4) erfiillen, so dass fiir alle w

6.11)  8(@)Pp(i0)§Yw) = |0"B(0)P,(io]o])S ()

’ ’ ’
# bligeeon... b'1n
0 x, b b
2 0O 2n
= |o|™ ;
O......... 0 %,

lo|™|b" ;| < Cgolex]
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Halten wir jetzt w/|w| fest und betrachten die Folge |w|=1,2,..., so
erhalten wir aus (6.11): limd’;;=0. Da die S(w) gleichmissig beschrankt
sind, so kénnen wir eine Teilfolge |o|, auswihlen, so dass lim S (w)=S(w)
existiert. Fiir die so konstruierten Matrizen S(w) gilt (6.7) und (6.8).
Damit ist auch die zweite Behauptung des Satzes bewiesen.

Als Matrizen H konnen wir dann

(6.12) H = H(w) = S*(w)S(w)
wahlen. Dann gilt ndmlich

(6.13)  H(w)P,(iv)+P,*{io)H (o)
= §*(0)(S(0)P S~Hw) + 8*Y(w) P, *(i0)S*())S(w) = 0 .

Ubrigens haben die Matrizen H notwendig die Gestalt (6.12). Es gilt
néamlich der (vgl. auch O. Tausky [9])

Hivrssatz 1. Dann und nur dann existiert zu einer quadratischen
Matriz A der Ordnung n eine positiv definite hermitesche Matrixz H, so
dass HA+ A*H =0, falls die Eigenwerte von A rein imagindr sind, und
A ein vollstindiges System von Eigenvektoren hat. Fir alle solche Matrizen
H gilt dann H =8*S wobei S irgend eine Matrix ist, fir die SAS-1 Diago-
nalgestalt hat, d.h. S=T-1, wobei die Spaltenvektoren von T aus n linear
unabhdngigen Eigenvektoren von A bestehen.

Bewers. Es sei H irgend eine positiv definite Matrix mit
(6.14) HA+A*H = 0.

Da es bekanntlich eine nichtsingulare Matrix 7, gibt, so dass
H=T,*1T,1, so folgt aus (6.14)

(6.15) T, AT, + T*AT*1 = 0.

Also ist T,7'AT, antisymmetrisch. Daher hat T,-'AT, rein imaginére
Eigenwerte und » linear unabhéingige Eigenvektoren. Dasselbe gilt dann
auch fir 4. Aus (6.15) folgt dann weiter, dass eine unitire Matrix U
exigtiert, so dass

UT, AT, U* = T-AT, T = T,U*,

Diagonalform hat. Also ist 7' die gesuchte Matrix die 4 auf Diagonalform
transformiert, und es gilt

H = T*\T7,-1 = T*17-1,

Gibt es umgekehrt eine nichtsingulire Matrix 7', so dass T'-1AT
Diagonalform hat, so folgt entsprechend (6.13) die Gleichung (6.14) mit
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H=T*-1T-1 falls die Eigenwerte von A rein imaginir sind. Damit ist
aber der Satz bewiesen.

Fiihren wir jetzt entsprechend dem Satz 3 den durch (4.10) definierten
Operator H ein, so erhalten wir den

Sarz 5. Sind die Eigenwerte von P, (iw) rein imagindgr, so ist das Cau-
chy-problem fir die Differentialgleichung (6.6) dann und nur dann sach-
gemdss, falls eine Norm (w,Hu) existiert, so dass fiir alle u(z) € IM

(P,(0/0x)yu, Hu) + (u, HP,(0[ox)u) = 0,

oder anders ausgedriickt, falls der Operator i P(0[ox), mit WM als Defini-
tionsbereich, beziiglich der Norm (w,Hu) symmetrisch ist.

7. Darstellung des Operators H als Quotient von Differentialoperatoren.

Wir wollen jetzt Bedingungen angeben, damit man im letzten Satz
den Operator H als Quotient von Differentialoperatoren darstellen kann.
Diese Darstellung ist wichtig, falls man Differentialgleichungen betrach-
ten will, deren Koeffizienten auch von = abhingen. Zunéchst fithren
wir entsprechend Petrovskii [8, S. 56] eine Bezeichnung ein.

DEFINITION 2. Gegeben sei eine Matrix A(B)=(a;(B)), 04, jSn, deren
Elemente auf einer offenen Menge N stetige Funktionen eines reellen Para-
meters B=(f,...,0,) sind. Wir sagen, dass A(B) auf N von einfacher
Struktur ist, falls A(B) fur alle g € N die folgenden Eigenschaften hat:

1) A hat n linear unabhingige Eigenvektoren.

2) Die Multiplizitit der Wurzeln der charakteristischen Gleichung f(x)=
det |4 —Ix| =0 ist von B unabhingig, d.h. f(x) kann man in der Form
(7.1) () = TT(9(%) = TT ™+ g™+ ... +4,,), 2w, =n,
schreiben, wobei die Wurzeln x,, von g,(x) genau alle Wurzeln von f(x)=0
der Multiplizitit v sind.

Setzt man ausserdem voraus, dass die a,;; r-mal stetig nach g diffe-
renzierbar sind, so folgt dasselbe auch fiir die ¢,,. Nach Petrovskii
[8, 8. 57] sind némlich die »x,, »-mal stetig differenzierbar, da diese ein-
fache Wurzeln von d’f(x)/dx’ =0 sind.

Wir beweisen jetzt den entscheidenden

HivrssaTz 2. Es ses A(ﬂ)=(aﬁ(ﬂ)), 0=1, j<n, eine Matriz, deren Ele-
mente auf einer offenen Menge R stetige Funktionen eines reellen Para-
meters § sind. Es ses A auf N von einfacher Struktur, und es gelte fur alle
B eN fur die Eigenwerte » von A
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(7.2) Rex = 0.

Dann gibt es zu jedem f® e N ein >0, und eine auf N definierte positiv
semidefinite hermitesche Matrixz H(B), so dass fir alle B mit |f—pO|<e
die Matrix H(B) positiv definit ist, und

HA+A*H = 0.

Dabei sind die Elemente von H ganze rationale Funktionen in den a,;, @
und q,,.

ij

Bewgis. Wir betrachten irgend einen Punkt © e R. Ist die Multi-
plizitdt eines Eigenwertes x gleich n, so ist A =xI, und die Aussage des
Satzes ist offensichtlich richtig. Wir kénnen daher annehmen, dass die
Multiplizitat aller Eigenwerte kleiner als » ist. Wir betrachten jetzt alle
Eigenwerte x =x,, einer Multiplizitit » <7, und wollen die zugeordneten
Eigenvektoren bestimmen. Die Komponenten z; dieser Eigenvektoren
sind durch die linearen Gleichungen

(7.3) Ly = aj2y+ s+ . oo + Qg — %)%+ . . . + O, = 0,
k=1,...,n,

bestimmt. Nach Voraussetzung hat dieses Gleichungssystem den Rang
n—v, d.h. zu jedem Eigenwert x,, gibt es genau » linear unabhingige
Eigenvektoren. Wir konnen daher Konstanten 4, ..., 4,;1=1,2,...,n,
fest so wahlen, dass fiir §=p© die Eigenvektoren, die irgend einem der
Eigenwerte #x,, zugeordnet sind, durch die Gleichungen

n
(7.4) Gl = Z}'UCLI»‘ = bux1+...+bmxn = 0, l = 1,2,...,7‘/—'1’,
k=1

bestimmt werden. Die Unterdeterminanten det|b,,| der Ordnung n—v»
sind namlich ganze rationale Funktionen in den 4, die sicher nicht alle
identisch verschwinden. Daher verschwinden sie gleichzeitig nur fiir
spezielle Werte der 4;,. Die Eigenvektoren erhalten wir dann auf fol-
gende Weise: Zur Unterdeterminante AV =det|b,,|, 1<k, r<n—» der
Ordnung n —», konnen wir mit Hilfe von Cramers Regel » Eigenvektoren

B = (hay, .. . iy, BD,0, ..., 0),
hy® = (hyy, .. ., ke, 0,kD,0,. . .,0),

angeben. Dabei sind die h;; Unterdeterminanten det|b,,| der Ordnung
n—v die mit einem geeignetem Vorzeichen versehen sind. Diese Eigen-
vektoren sind genau dann linear unabhingig, falls A+ 0. Entsprechend
konnen wir zu jeder Unterdeterminante A®=det |,,| der Ordnung n —v,
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» Bigenvektoren konstruieren, die genau dann linear unabhéngig sind,
falls A9+ 0. Da fiir jeden Eigenwert x,, nicht alle 2® verschwinden, so
konnen wir genau so wie oben Konstanten u,; fest vorgeben, so dass fiir
B=p? die » Eigenvektoren

file) = 2uh®,  j=12,...,
?

tiir alle x,, linear unabhéngig sind. Wir koénnen also fiir §=f° die irgend
einem der x,, entsprechenden » linear unabhingigen Eigenvektoren in
der Form

(15)  f) = s o Fnl6))s = 12,00,

darstellen. Dabei sind die Komponenten f;(x,,) ganze rationale Funk-
tionen in den a;; und #x,,. Ausserdem gilt diese Darstellung der Eigen-
vektoren fiir alle g e N, fir die die Vektoren (7.5) linear unabhingig
sind.

Wir bilden jetzt mit Hilfe dieser Eigenvektoren die Matrix

(7.6) T, = (f1(’%1) o F61) fi() - - Si(%9) - )

Dabei durchlaufen die x,, alle Eigenwerte der Multiplizitit », d.h. alle
Wurzeln des Faktors g,(») von (7.1). Fir

T,7% = (Z;ﬁrwm)ﬁs(m)) ~(c,), 0%r s=n,

folgt dann, dass die c,, ganze rationale Funktionen in den a;;, @; und
x,, sind, die ausserdem beziiglich der x,, symmetrische Funktionen sind.
(Man beachte, dass %,,= —#%,, nach (7.2).) Daher folgt nach dem Funda-
mentalsatz fiir symmetrische Funktionen, dass die c,, als ganze rationale
Funktionen in den ay, @; und den Koeffizienten g,, des Faktors g,(x)
von (7.2) geschrieben werden konnen. Wir bilden jetzt mit Hilfe aller
Eigenvektoren von 4, die fiir f=p© nichtsingulire Matrix

(7.7) T = (T,...T,) .

Dabei ist o die héchste vorkommende Multiplizitdt der Eigenwerte. Dann
gilt fiir f=B© sowie fiir alle g € N, fiir die T nicht singuldr ist

% O...... 0
(7.8) P47 - 0 %0...0 ’
0...... 0 2

und die Elemente von
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(7.9) TT* = le'iTi*
1=

sind ganze rationale Funktionen in den a;;, @;; und g,,. Dasselbe gilt
dann auch fiir die Koeffizienten der fiir alle § € N positiv semidefiniten
und mindestens in einer Umgebung von f=p© positiv definiten her-
miteschen Matrix

(7.10) H = det|TT*(TT*)-! = (det|T|)2T*-1T-1.

Man beachte ndmlich, dass H fiir = 4© nicht singulir ist, und dass die
Elemente von H stetige Funktionen von g sind. Fiir alle g € RN, fiir die
H nicht singuldr ist, erhalten wir dann mit Hilfe von (7.2) und (7.8)

(1.11)  HA+A*H = (det|T|2T*YT-1AT + T*A*T*-1)T" = 0 .

Damit ist aber der Satz bewiesen.
Wir beweisen jetzt noch einen wichtigen Spezialfall:

Hivrssatz 2'. Ausser den Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 nehmen wir
an, dass man B in fr=(By,...,B,) wnd Bir= b1 - - -, B,) aufspalten kann,
so dass man N =N(B) als direktes Produkt Ny(r) x Rix(Brr) schreiben kann.
Awusserdem seien die Koeffizienten der Matrix A und die q,, fir jeden
Sfesten Wert By analytische Funktionen von By;. Dann gilt: Es gibt zu jedem
B1® e Ny(By) eim >0, so dass fir alle By mit |fi— 1@ <e und alle
Brr € R<=N(Brr) eine positiv definite Matrix H der obigen Art existiert.
Dabei ist R eine beliebige kompakte Teilmenge von Nyy(fir)-

Bewzis. Es sei 1@ € Ny(B;) fest vorgegeben. Nach Hilfssatz 2 gibt
es zu jedem Punkt 9 = (8,, ;%) € N(B) ein ¢; > 0, so dass fiir alle § mit
181 — B1®| < &; und |B1; — Br®| < ¢; eine solche Matrix H; existiert. Fiir die
Matrix H, gilt (7.11) nicht nur fir |8;— ;9| <¢;, |frr—Bu®| <&, sondern
fir alle $ € N mit |f;— F1?] <¢;. Denn fiir jeden festen Wert g; sind die
Elemente von H;A + A*H, analytische Funktionen von fy;, die in einer
Umgebung von B, verschwinden. Also verschwinden sie identisch.
Ist dann R < Ny((Brp) eine kompakte Menge, so kann man sie mit endlich
vielen solchen Umgebungen |8;; — ;| < ¢; iberdecken, und die gesuchte
Matrix erhalten wir in der Form H=3H,.

Jetzt konnen wir den folgenden Satz beweisen:

SaTz 6. Gegeben sei ein System wvon Differentialgleichungen
(7.12) oufot = P, (0/ox)u

mit konstanten Koeffizienten. Fir die Eigenwerte wvon P, (iw) gelte
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Rex(w)=0. Ist P,(iw) auf der Menge |w|=1 von einfacher Struktur, so
existiert ein Differentialoperator Q(0/ox) einer Ordnung 2N, so dass

(7.13) 9, ( §1||8Nu/azvN“2+ ||u||2) < (u,Q(a/ax)u) < 4, ( é”@Nu,ax”an-f-Hu”z)

und
(7.14)  (P(0[ox)u, Q(0/ox)u) + (u,Q(2/0x)P(d[ox)u) < 84(u,Q(0/0x)u)

far alle we M. Daber sind die 5; von u unabhingige Konstanten mit
0< 0, =0,

Bewris. P(iw) ist auf jeder Menge «, < |w|=Say, 0<oy <1<, von
einfacher Struktur. Dies folgt unmittelbar aus der Gleichung

(7.15) P, (i) = |o["Py(ioflo]) .

Dabher sind die g,, ganze rationale Funktionen von w. Denn die Faktoren
g,(») sind der gemeinsame Teiler von f(x) und d’f(x)/d»’. Daher gilt die
Darstellung (7.1) im Polynomring P(wy, .. .,w,,x) iiber dem Koérper der
komplexen Zahlen. Wenden wir daher auf eine solche Menge den Hilfs-
satz 2’ mit f;; =w an, so existiert eine fiir |w| =1 positiv definite hermite-
sche Matrix H,(w), deren Elemente ganze rationale Funktionen in den w
sind, so dass . .
P, *(i0)H (w) + Hy(w) P, (tw) = 0.
Da P, (—iw)=(—1)"P,(iw) ist, so gilt auch
P, *w)H,(—w)+ H,(—w)P,(iw) = 0.

Bilden wir daher die Matrix Hy(w)=H,(—w)+ H,(w), so gibt es Kon-
stanten o;,0, mit 0< o0, < 0,, so dass fir |ow|=1:

(7.16) gl £ Hy(w) £ gyl ,
(7.17) P *(iw)Hy(w)+ Hy(w)P,(tw) = 0.

Ausserdem sind die Elemente von H,(w) gerade ganze rationale Funk-
tionen in den Komponenten von w, und wir bezeichnen mit ord H, die
hochste vorkommende Ordnung dieser Funktionen. Wir definieren
jetzt H, fiir beliebige w durch

(7.18)  Hy(w) = |0*MHy(w[|w]), N = max([$(m+1)], } ordH,).

([x] bedeutet die grosste ganze Zahl <z.) Dann folgt aus (7.15), dass
(7.17) fiir alle @ gilt, und aus (7.16), dass

(7.19) 1lw|PVI £ Hy(w) £ op0|PVI.
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Ausserdem sind die Elemente von Hy(w) Polynome in den Komponenten
von w. Setzen wir jetzt

(7.20) H(w) = Hy(w)+0,l ,
so folgt aus (7.19) und (7.20) und 2N >m:
(7.21) ol + I = H(w) = oylw*+ 1)1,

(7.22) P, *(iw)H(w)+ H(0)P,(io) = oy P,(iw) + P, *({io))
< konst.- (jo|™+1) < konst.- H(w).

Wir verstehen jetzt unter @(0/ox) den Differentialoperator der Ordnung
2N, fir den Q(iw)=H(w). Beachtet man, dass fiir alle u € M

S ONaw /o V|2 2 —
3 ovufew e+ e = |

8

S Jo,2 + 1) (@) dao ,
=1

Ry

v

(p(w) ist die Fouriertransformierte von ), so folgt aus (7.21), dass fir
Q(0/ox) eine Ungleichung (7.13) gilt. Ausserdem folgt (7.14) genau so
wie (4.11). Daraus folgt aber die Behauptung.

Setzen wir jetzt

s N
R(3fox) = (—z 82/8x,2> :
v=1
so ist fiir alle w e M

R([oxyuw = (2m)-" f |2V e () deo .
B
Beachtet man, dass nach (7.20)

(Q(0fox) — Iu = (2m)- f H,(0) éorp(w) do |
R,

80 konnen wir nach (7.16) und (7.18) einen beschrinkten positiv definiten
symmetrischen Operator

H = R-1(0/ox)(Q(@[ox)—I) fiir alle ue L,
durch

Hu = f Hy(o) 0]~ eiom y(w) do
P

= [ Hyfo/lo]) e=p(@) do
P

definieren, fiir den nach (7.17) fiir alle w € M

(P, (8/0yu, Hu) + (u, HP,,(3[02)u) = 0 .
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Man kann also in diesem Fall den Operator H des Satzes 3 als Quotient
von Differentialoperatoren darstellen.

8. Verallgemeinerung auf Systeme von Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, deren Koeffizienten von & und ¢ abhéingen.

Wir wollen in diesem Abschnitt den folgenden Satz beweisen:

SaTz 7. Gegeben sei ein System von Differentialgleichungen erster Ord-
nung .
oufot = > A,(x,t)oulox, = Py(x,t,0/0x)u ,
v=1

dessen Koeffizienten unendlich oft (hinreichend oft) nach allen Variablen
differenzierbar sind. Wir nehmen an, dass fir alle reellen o und alle x,t
die Matrizen P(z,t,i0)=3,6A4,(x,t)iw, rein tmaginire Eigenwerte haben
und von einfacher Struktur sind. Dann gibt es zu jedem Punkt x,,t, eine
Umgebung U und einen formal selbstadjungierten Differentialoperator
Q(x,t,0/0x) gerader Ordnumg 2N >0, dessen Koeffizienten unendlich oft
(hinreichend oft) differenzierbar sind, so dass fir alle u(z,t) € C;>°(U) die
Ungleichungen (7.13)—(7.14) gelten, wenn man Q(0/ox) durch Q(x,t,0/ox)
ersetzt. (Co™(U) st die Klasse aller unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen, die ausserhalb einer kompakten Menge < U verschwinden.)

Beweis. Nach Hilfssatz 2’ und entsprechend dem Beweis von Satz 6
gibt es zu jedem Punkt (z,f,) eine Umgebung U, in der zu P(z,t,iw)
eine hermitesche Matrix H(x,t,iw) existiert, deren Elemente ganze
rationale Funktionen der w, mit unendlich oft nach x und ¢ differenzier-
baren Koeffizienten sind (vgl. die Bemerkung im Anschluss an Defini-
tion 2), so dass fiir alle (z,t) € U die (7.21) und (7.22) entsprechenden
Ungleichungen gelten. Wir konnen daher einen formal selbstadjungierten
Differentialoperator Q(x,t,0/0x) konstruieren, fiir den

(8.1) Q(x,t,i0) = H(z,t,0) .

Dann gilt nach (7.21) fiir jeden Punkt (z,,t,) € U fiir den Differential-
operator Q(z,,t,,0/0x) die Ungleichung (7.13), wenn man Q(0/dx) durch
Q(x,,t,,0/0x) ersetzt. Entsprechend Garding [1] gilt sie dann mit ge-
eigneten ¢, >0, d,> 0 auch fiir den Differentialoperator Q(z,¢,0/ox), d.h.

(8.2) 0, < é]lBNu/axNHzH[u[]z) < (w, Q(,t,0/0x)u)
< 0,( 3 Iovafoate +ule)
r=1

wenn u € Cyoo(U) und U hinreichend klein ist.
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Betrachten wir jetzt

(8.3) L(x,t,0/ox)
= P,*(x,t,0[00)Q(x,t,0/0z) + Q(x,t,0/0x)Py(x,t,0[0x)u ,

wobei P,*(z,t,0/0x) der zu P,(x,t,0/0x) formal adjungierte Operator ist,
so folgt aus (8.1) und der (7.22) entsprechenden Gleichung

Lig,t,iw) = P*(a,t,io)Q@,t,io) + Q(,t,io)Py(x,t, i)
= az(Pl*(x,t,iw)+P1(w,t,’iw)) .

Daher ist der Differentialoperator L(x,t,0/0x) hochstens von der Ordnung
2N. Ist a ein konstanter Vektor, so gilt namlich

(8.4) L(a,t,0/0x)acr = (L(x,t,i0) + Q(x,t,iw))ae®

wobei die Elemente von G(z,t,iw) Polynome in den w, sind, deren Ord-
nung kleiner oder gleich 2N ist. Daher folgt fiir alle u € C,>(U) mit Hilfe
von partieller Integration

(u, L(x,t,0[0x)u) = (Ly(x,t,0/0x)u, Ly(z,t,0/0x)u) ,

wobei die L, Differentialoperatoren der Ordnung kleiner oder gleich IV
sind. Daher kann man nach (8.2) den Ausdruck (u,L(x,t,B/ax)u) mit
Hilfe von (u,Q(x,t,a/ax)u) abschitzen, und wir erhalten

(8.5) (P, t,0/0)u, Q(x,t,0[0x)u) + (u,Q(x,t,d[0x)P,(x,t,0[0x)u)
= (u, L(x,t,0/0x)u) < konst.-(u,Q(x,t,0/0x)u) .

Damit ist aber der Satz bewiesen.

Aus diesem Satz folgt entsprechend (4.12) eine »a priori« Abschétzung
der lokalen Losungen und daraus mit Hilfe von Standardmethoden
(vgl. z. B. Leray [5]) die Existenz von globalen Losungen, z. B. fiir alle
hinreichend oft differenzierbaren Anfangswerten.

Man kann also mit Hilfe des letzten Satzes die Ergebnisse von I. Pe-
trovskii [7] verallgemeinern. Petrovskii fordert namlich, dass die Eigen-
werte von P(z,t,0/ox) fiir alle z,¢,w von einander verschieden sind. Dann
sind diese Matrizen sicher von einfacher Struktur.
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