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IDENTITES ENTRE ESPACES DE TRACES

P. GRISVARD
Introduction.

On considére deux espaces de Banach 4, et 4,, contenus dans un
méme espace vectoriel topologique localement convexe séparé &7, l'in-
jection de A; dans o/ étant continue, ¢=0,1. Plusieurs constructions
d’espaces de traces entre 4, et 4, ont été introduites dans [2], puis géné-
ralisées dans [3]. Nous montrons ici que ces constructions conduisent aux
mémes espaces; ce résultat n’est pas nouveau & part pour certains cas
exceptionnels (cf. [3]), seule la méthode, qui fait un usage éssentiel de
Pinégalité de Hardy, semble nouvelle.

1. Préliminaires.

Pour la commodité du lecteur nous rappelons la définition des espaces
de traces entre 4, et 4,.

Dans la suite pour pe[l, + x], &« réel quelconque et 4 espace de
Banach (réel ou complexe) L, P(A) désignera l’espace des fonctions
t — u(t), définies dans (0, + o0), & valeurs dans 4, qui sont mesurables et
telles que t*u(t) soit de puissance p®™® intégrable dans (0, 4+ o) pour la

mesure de Lebesgue si p < + oo, respectivement essentiellement bornée si
p= +oo. La norme dans L,P(4) est

+00 1/p
|( f 1w (b)) dt) 8i p< +oo

“'u”LaP(A) = I 0

vrai max |[*u (£)|| 4 si p=+o0.
>0

Pour m entier >0, p; € [1, + ], «; réels, 1=0,1, W™(py,009, Ag; P1,%1,44)
est le sous-espace de L2(4,) formé des fonctions w telles que u™ e LEY(4,)
(il faut comprendre la dérivation au sens des distributions dans ]0, + oo
4 valeurs dans &/.); c’est un espace de Banach pour la norme
”u”W"‘ = ”u”Wm(po,oco,Ao;pl,al,Al) = m&X(”u“Laopo(Ao), ”um”Lali’l(Al)) .
Pour j entier avec 0<j<m—1, tel que

0¢0+1/Z70+j>0, (x1+l/p1+j<m
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Papplication » — u®(0) est définie et continue de Wm(p,, xq, Ag; P1,%1,4;)
dans .&7; on désigne par T;™(p,,xg, A¢; P1,%,4;) son image, c’est un
espace de Banach pour la norme

||a“T7m = ”a”Tim(po,oto,Ao;pl,fxl,Al) = in_u'fm Hu”Wm'

ue
ul)X0)=a

Les espaces T';™(p,, %9, A¢; P1,%1,4,) sont appelés espaces de traces.
Nous utiliserons I'inégalité de Hardy [1, p. 330] sous la forme suivante:
Pour pe[l, +o0], a+1/p<l+1 Vapplication

th+1

t
1
ut) - — | su(s) ds
!

est linéaire continue de L,P(A) dans L2, (A).

Enfin remarquons que, comme on le vérifie aisément (cf. [2], [3]), il
existe u=u(py,xg; P1,%1; M), u =0, dépendant seulement de p;, «; et m,
tel que les fonctions w € W™(py, 009, Ag; P1,%1,4,) et leurs dérivées d’ordre
<m—1, considérées comme fonctions & valeurs dans 4,+ 4, croissent au
plus comme #* au voisinage de ’origine.

2. Identités entre les T;™(pg, @, A Py, 0y, 4,)-

THEOREME. Pour 1<p;< +o00, 1=0,1, et 1/py+ag+j>0, 1/p,+o;+
j<m, on a

T ™pgs %, Ao P1r%1, A1) = Tol(posxg+J,Ag; Pryoy +j—m+1,4,)
avec équivalence des mormes.
Ce théoréme résulte évidemment des identités suivantes:
(2.1) T 1(Pos %0, Ao P1, 061, 44) = T:::%(Po, xg+1,44; Pr,oy, 4y)
pour 1/p,+ag+m—1>0, 1/p;+a;<1, m—220.
(2.2)  T™po, 20,403 P1:%1,41) = T g, g, A5 D1y — 1, 4,)

pour 1/py+oag+j>0, 1/py+o;+j<m, m—1>j. (Nous sous-entendons
I’équivalence des normes.)

DEmoNsTRATION DE (2.1): a) L’inclusion (algébrique et topologique)
T 1(Poy %0, Ao Pr, 01, A1) & TRT3(Po, o+ 1, Ag; P14y, 4,)

résulte de ce que l'application
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ut) > (I+m)o'(t) = w(t)
avec

.
12

1
o) = o f stu(s) ds

0

ou I est choisi > —u= —u(py,og; P1,%0; M) €6 >o+1/py—1 (done
> &y + 1/p, —m —1) est linéaire continue de

W™ (pg, g, Ags D1, 061, 41)  dans  Wm=(pg, 0+ 1,43 Py, %, 4,)

et telle que
wm=2(0) = um-(0)

pour toute u € W™(p,, 009, 4¢g; P1,%4,4,). Pour vérifier ceci on remarque
que

1 I+1 ¢
v(t) = Jult) — gy [#utsyds e Lz2,(4,)
0

avec

IA

V' Lagr1poay = C |z gpocay

grace & l'inégalité de Hardy, car &+ 1/py<l+1; comme !> —pu on peut

écrire pour j=0,1,...,m
t

f sHiud)(s) ds

0

vt = i+l

et par conséquent nous avons

1
vm=D(0) = ——um-D(0) et o"™(t) e LPY(A4,)
l+m 1
avec
[0 Layprcayy S €tel[u™]| L, prca,)

car oy +1/py<l+m+1.
b) L’inclusion réciproque

T =a(Pos %o+ 1, 4g; Pryoq, Ay) © Thn_ (Do, g, Ao P11, 44)
résulte de ce que l'application

l+m—1

1 v(t) = w(t)

u(t) —
avec

t
v(t) = tll ~fs‘u(.s) ds
0
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o l est > —u=—pu(py,x9+1; p,0;m—1) et >og+1/py (done >, +
1/p, —m) est linéaire continue de

Wm=Y(py, 00+ 1,4¢; p1,%1,4,) dans  W™(pg,xg, Ag; P11, 44)
et wm-1(0) =um-2(0). En effet v(t) € LL(4,) et

[Vl Lagrocag = Cell%l|Logripocag)s

ensuite on écrit que

et en conséquence pour j=1,2,...,m

t
v(j)(t) = u‘j‘l)(t) — ﬁ sl“"lu(j-l)(s) ds ,
0
et nous avons

wnn(0) = L ym-ao) ,

l+m—1

et v™ e LPY(A,) car o, +1/p, <l+m, et
”U(m)”Lalpl(Al) = cte“u”L"‘lpl(Al) :

DiMoNsTRATION DE (2.2). Les techniques employées ici, étant ana-
logues & celles que nous avons utilisées dans la démonstration précédente,
nous indiquons seulement le schéma de la démonstration de (2.2).

a) Pour [ assez grand, I’application

l-m+j+1
- ————(t) = w(t
w) > el = wl)
avec
l 12
v(t) = u(t) — e fs"”‘u(s) ds
0

est linéaire continue de
Wm(py, g Aos Pr1,%1,4;)  dans  Wm=Y(py, 000, Ag; Py, 00— 1,4,)
et wd(0)=u¥(0); ceci montre l'inclusion (algébrique et topologique)
Tm(pg, 000, A5 P11, A1) < T (pgs g, Ag5 P11 —1,4) .

Le seul point délicat & vérifier est le fait que v™-1(t) € L2
cela on écrit que

(4,); pour

1
1-1
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¢ ¢

l 1
vmD(E) = wmD(E) — - | 1w (s) ds = - | su™(s) ds
5 |

par intégration par parties.
b) Pour montrer l'inclusion réciproque, on vérifie que pour ! assez
grand D'application
w(t) - (I+5+ 1) = w(t)
avec

t
1
v(t) = e fs‘u(s) ds
0

est linéaire continue de W™m-1(py, x5, A¢; D1, — 1, 4;) dans W™(py, 0, 4p;
P10y, A;) et wd(0) =ud(0). Pour vérifier que w™(t) € LF}(A,) on écrit que
t

1
o) = [ ghHm-1ym-1(g) ds

0
d’out
¢

fsl+m—1u(m—l)(8) ds .
0

vm() = = um-D(F) —

1 l+m
Z fi+m+1

Le théoréme est complétement démontré.
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