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CRITERES PARAMETRIQUES D'IRRATIONALITE

ALEXANDRE FRODA

On présente, dans ce qui suit, des critéres permettant — du moins en
principe — de reconnaitre, en certains cas, l'irrationalité d’'un nombre
réel «, défini comme limite d’une suite monotone de nombres rationnels.
(Parmi ces critéres, on retrouve aussi une trés intéressante condition A,
mise en évidence, dés 1910, par Viggo Brun [1] pour le cas des suites
croissantes. En l’étendant, dans ce qui suit, on y a traité aussi le cas des
suites décroissantes et 'on y a introduit ’emploi des paramétres.)

Ces critéres représentent des conditions suffisantes, faisant intervenir
systématiquement une suite de paramétres ¢,, r=1,2,.... La possibilité
d’adapter le choix des parameétres, au cas & étudier, constitue — malgré
les difficultés de cette tiche — un avantage heuristique inhérent & la
méthode.

On présente aussi, dans ce travail, des cas o1, par un choix convenable
des paramétres, le critére est rendu & la fois nécessaire et suffisant &
Pirrationalité de o.

1. Généralités.

1.1. Préliminaires. Soit « un nombre réel (positif), défini comme
limite d’une suite monotone de nombres rationnels, suite qui peut donc
étre croissante (cas a) ou décroissante (cas a*) Selon qu’on est dans un
cas ou l'autre, on écrit — respectivement, en paralléle —

(1) a: o = lima, a*: & = lima,*,

7~ 00 r~00
ou chaque «,,a,* s’exprime comme un rapport de nombres naturels,
indéfiniment croissants, & savoir

(2) a: «, = y,/z,, a*: o * = y Xz, r=20,1,...,
ol
Xy < Kpyq < &, TESP. &,F > oa,4% > a,
et tels qu'on ait aussi
(3) Yr < Yr+1> yr* < yr+l*’ T < Tpips r=20,1,....

Recu le 20. mars, 1963.
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(Dans le cas a, les conditions (1), (2), (3), sont satisfaites, lorsque « est
défini, comme la somme d’une série convergente, & termes rationnels,
positifs.) Si le nombre «, ainsi défini, est irrationnel, on peut lui recon-
naitre quelquefois ce caractére, par ’application de critéres qui intro-
duisent des paramétres ¢,, r=0,1,..., nombres positifs, convenablement
choisis et soumis aux conditions générales (4), (6) suivantes (& vérifier
chaque fois, qu’on introduit la suite des g,):

Par définition, les parameétres g, doivent satisfaire & une condition
exprimée, suivant les cas, par

(4) Al Ppp < xr+1/xr9 a*: Pri1 < yr+1*/yr* >
ou 'on a posé

(5) Pr1 = qr+1/qr7 r=12,....

On impose aussi & la suite de paramétres ¢,, la condition
(6) lim (z,/g,) = oo .

7~ 00

On peut remarquer, qu’on a enfin en vertu de (5), I’égalité

(7) qr = P1P2-- - P r=12,....

1.2. Division enti¢re. On fera systématiquement appel, dans ce travail
4 la division entiére, définie comme suit:

Soient @,b des nombres positifs, donnés. (Cette définition n’exige pas
la rationalité de a,b.) On appelle quotient par défaut, respectivement
par excés, de la division de a par b, le nombre naturel (on zéro) ¢’, respec-
tivement ¢, satisfaisant aux conditions

(8) 0<a-b¢ <b, resp. 0<by’'—a =5b.
L’existence et 'unicité des quotients résulte de ces conditions et ’on a

q“=q’+1-

1.3. Formules utiles. On considére parallélement les cas ci-dessus et
Pon obtient, par application de la division entiére:
a: On pose, dans le cas des suites («,) croissantes

(9) x, = Qr@—r—xr” Y, = Qrgr+yrl’ r=12,...,

ou Z, ¥, sont les quotients par excés, respectivement par défaut de la
division entiére de z,, respectivement de y,, par ¢,. On aura, en vertu
de (8)
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(10) O<w'=¢q, 0=y’ <gq,.
On pose
(11) ‘Sr = xr,/Qri Ny = yrl/QT s

ce qui implique, en vertu de (10)
(12) 0<§. 21, 019 <1.
De (9), (11) on tire

(13) xr/Qr =T,—§, yr/Qr =¥+,
et donc, en vertu des inégalités (12), on aura
(14) z, = 1+E(xr/q1)7 ¥, = E(yr/Qr) .

(On désigne par E I'opérateur (de Legendre) qui pour tout u réel définit
le plus grand entier m ne dépassant pas u, Eu=m et par F I'opérateur,
qui définit la différence Fu=u—Eu.

On sait que les notations usuelles en sont Eu=[u], Fu=(u).) Il en
résulte, compte tenu de (13), les égalités

(15) Er = I—F(xr/qr)7 Ny = F(yr/qr) .
On pose enfin
(16) ¢y = ok, 41, r=12,....

a*: On pose, dans le cas des suites («,*) décroissantes
(9%) Ty = Qr%? +x,*, oyt = QT?/:*_yrl*’ r=12...,

ol z.*, y,* sont les quotients par défaut, respectivement par excés, de
la division entiére de z,, respectivement de y,* par g,.
On aura, en poursuivant 1’analogie, les égalités

(14*) z* = Bx,q,), y*=1+E@y,*q,),
dont on déduit
(15*) fr* = F(xr/Qr) > nr* = l"'F(yr*/Qr) »

nombres soumis aux inégalités
(12%) 0<&*<1l, O0<p*s1.

(L’analogie évidente des cas paralléles a et a* sera utilisée, dans ce qui
suit, afin d’abréger I’exposé. Le numérotage des formules analogues sera
simplifié par I’emploi auxiliare de l'astérisque *, pour marquer le pas-

3

sage de a, & a*.) On pose enfin

(16*) Cr* = O‘Er*+"7r*, r= 1!2" cee
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2. Critéres d'irrationalité C, et C,*.

2.1. Critere C; applicable aux suites croissantes (cas a). Le nombre
o> 0, limite de la suite croissante de mombres rationnels «,, r=1,2,. ..,
est irrationnel, lorsque les deux conditions suivantes (dépendant du choix
préalable des paramétres q,) sont o la fois satisfaites:

A,. Pour tout indice r>ry, o0 1y est assez grand, on a Vinégalité stricte

(17) Yr+1— Pr+1¥r > Yrie— Pr+2¥Yr+1 .

Lpi1— Pr+1%, Lrio— Pr+2¥ss1

B,. Il existe une suite infinie S; d’indices r=r,, v=1,2,...), croissant
avec v, telle gu’on ait d la fois, pour les &,, n,, définis en (15)

E 282 . 28 2 ...,

7/?‘1 2 171‘2 nrv

(Il suffit de satisfaire & (33), au lieu de (17) et (18). Ces derniéres condi-
tions n’exigent pas le connaissance préalable de la valeur de «.)

(18)

v
[1\%
v

DEmMoNSTRATION. La suite des «, est strictement croissante et tend
vers «, tandis que
(19) Kp < Kpyys

ce qui 8’écrit aussi, en vertu de (2)

(20) o o Y Y
Ty £51 Ty Tri1

< ..

En A, apparait une suite d’inégalités entre des rapports de nombres
positifs, car de (1), (2), (4), (20) on déduit
(21) Zpy1— Praa®y > 0, Yri1—Praa¥r > 0, r=01....

De (1), (2), (20) il résulte d’une part, pour un &> 0 arbitrairement petit,
qu’il existe une valeur r, de l'indice, telle que pour tout r'>r, on ait

(22) x—& < Yr < x,
Ty
et d’autre part on tire aussi 'inégalité, valable pour tout r (car on peut
renuméroter, au besoin)
(23) ax,—y, > 0, r=20,1,....
Soit 7' >r+1. En utilisant (22), ainsi que la suite d’inégalités strictes

(16) des rapports de termes positifs (21), valable pour tout r>r, et ex-
primant A;, on a
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Yrs1— Pr+1¥r Yrre — Pri2¥ri1 Yri1— Pral¥r Yy
(24) > = > >a—c,
Tri1 ™ Prs1lyr Trig— Pri2¥ra1 Tp11— Pra¥y Ly
car I'avant derniére inégalité résulte de (20).
On fait ensuite tendre ¢ vers zéro en (22). L’indice 7’ tend alors &

z

Pinfini. On aura done, pour tout r fixe, mais arbitraire (r > r,), I'inégalité
stricte

(25) Yre1~ Pr+1¥r S
Tri1— Pri1%r
On a, en invoquant (23) et les inégalités (21),
(26) 0Fy =Yy > (611 = Yrs1)1/Pris, r=01...,

et puisqu’on a I’égalité (7), on tire successivement de (26) la suite infinie
d’inégalités strictes entre des termes positifs (23),

(27)  axo—Yo > (o —y1)l/gy > (o5 —ya)1/gs >
> ... > (oex,—y)fg, > ... > 0.
Or, en conséquence de (13), (15), on a, pour les nombres naturels (ou zéro)
(28) 0T, —§, = (6, —y)/g, + ¢,
tandis que par suite de (12), (15), (16) on a
(29) 0<{, <a+l, r=12,....
On tire, en s’appuyant sur (23), (28), I'inégalité
(30) 0T, —Yp,~C, >0, r=12,....

On peut done, en invoquant (28), remplacer (27) par la suite infinie
d’inégalités strictes, entre des termes positifs (30)

(Bl)  amy—yo > a%y—Y,— {3 > &By—Yp—Lp >

> ... >aZ,—Y.—C > ... >0,
En vertu de (30) et puisque les ¢, sont positifs (29), on a
(32) oF,—7, >0, r=12....

En invoquant la condition B, (18) et la définition des {, (16), ol
x>0, &,>0, 7,20 (12), on tire des suites infinies (18) les inégalités

(33) (282 .o 28,2...>0,

ou les indices 7, € S;. On peut 'ajouter, membre & membre, aux iné-
galités strictes, extraites de la suite (31), dont on retient seulement les
termes aux indices 7, € §;. On obtient, compte tenu de (32),
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(34) OZpy = Ypy > OZpy=Ypy > oo > &Zp — Y, > ... >0,

suite infinie d’inégalités successives strictes entre des termes positifs.
Cela implique, les z,,, 7,, »=1,2,..., étant des nombres naturels, I'irra-
tionnalité de «, le contraire étant absurde.

En effet, si « était rationnel, on aurait o« =u/v (u,v nombres naturels)
et en multipliant en (34) chaque membre par v ’on obtiendrait une suite
infinie décroissante de nombres naturels, ce qui est impossible. (On a
recours, en fait, & un critére général, classique, d’irrationalité [3, p. 53,
2 (B)].) Donc « est irrationnel.

2.2. Critére C,* applicable aux suites décroissantes (cas a*) Le nombre
o >0, limite de la suite décroissante de nombres rationnels «, %, r=1,2,. ..,
est irrationnel, lorsque les deux conditions suivantes sont a la fois satisfaites:
A*. Pour tout indice r>r,, on r, est assez grand, on a Uinégalite stricte

* __ * * __ *
Yr+a Pr+1¥r < Yr+e Pr+2¥Yr+1

Lpi1— Pr+1%s Lpio ™ Prye¥ri1

(17%)

B,*. Il existe une suite infinie S;* d’indices r=r,, v=1,2,. .., croissant
avec v, telle qu’on ait & la fois, pour les £,*, n,*, définis en (15%)

* > *> .02 * > ..,
(18*) 571 —572 = = 5 =

% *

v
v
I
1\

N 2 1y, U
(Il suffit de satisfaire & (33*), au lieu de (17%*), (18%).)

DEMONSTRATION. On raisonne par analogie du cas précédent, compte-
tenu des renversements de signe diis au passage de a & a*. On en marquera
le départ en (9) et (9*), (19) et (19%), (24) et (24*) et en poursuivant les
conséquences, on obtient au lieu de (34), la suite

* g K K s o F_ g ® v F g ®
(34%) Yr,*—ox,* >y, *—ax,* > .2y, F-xx,*> ... >0,

ce qui implique directement l’irrationalité de «.

2.3. Remarque sur les criteres C;, C,*. Pour un choix déterminé des
paramétres ¢,, r=1,2,..., et & moins qu'on n’ait q,=1 pour tout r>r,,
on peut retenir la remarque suivante:

St Uune des conditions Ay, B, du critére C,, respectivement A,*, B* du
critére C,*, est satisfaite, cela n’assure pas Uirrationalité de « (limite de
la suite croissante des «, rationnels, respectivement décroissante des
«,* rationnels).

On peut mettre cela en évidence par les exemples suivants ou « est
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rationnel (« = 1) et pourtant I'une des conditions indiquées est satisfaite,
ce qu’il sera aisé au lecteur de vérifier:

1° 0&7.,06,.* = 1.?(%)1', X, = 57, q9, = 3

La condition A;, resp. A;*, est satisfaite.

2° oo = 1F Z——l_, x,=rl, q.=@=1), r =%,

rE)r
La condition B,, resp. B,*, est satisfaite.

(I’autre condition du critére respectif n’est pas satisfaite, car « est
rationnel, mais la vérification directe de cette négation pourrait rencon-
trer des difficultés. Le signe supérieur, resp. inférieur, correspond au
cas a, resp. a*.)

2.4. Inégalités exprimant les conditions A, et A;*. On pose, en con-
sidérant parallélement les cas de la suite rationnelle croissante des «,,
respectivement décroissante des «,*,

* *
Yr+1— Pr+1¥r * * Yr+1w — Pr+1¥r
=2 -7 a*: p ¥ ="l S RE r=0,1,....

a: v, ,
Zpr1— Pr+1%r Lry1— Pri1%y

Les conditions A,, resp. A;* s’expriment par des inégalités, valables
pour tout r >r,, ou r, est assez grand:

A, <= Av,<0, resp. A* <= Av,*>0.

(Si p,, r=0,1,..., est le terme général d’une suite de nombres réels, on
désigne par 4 P'opérateur, tel que

Ape = fpiy—pir )

Les dénominateurs, qui apparaissent dans I’expression des 4dv,, 4v,*,
ci-dessus, sont positifs et donc on peut remplacer les inégalités précé-
dentes compte-tenu des signes de Ax, ., >0, Ax,> 0, respectivement de
Ax, *¥<0, Ax,*<0, dans le cas des suites croissantes des «,, resp.
décroissantes des «,*, par les inégalités

Trig (Zri1 Lpto A(XT
(35) a: —Pri1) < Praa\ —Prs2 Ao’

xr+1 xr xr+1 Kptl
respectivement

*

Tpio [Tri1 T, Ax,
(35%) a*: —— | == =Pr1) < Praa | T —Prse A *

Lpy1 \ Tp Zpyq K1
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2.5. Sur P'application effective des critéres C,, C,*. Le but des exem-
ples qui suivent, n’est pas de contribuer & la solution de cas difficiles,
mais de souligner des circonstances, qu’on peut rencontrer dans I’applica-
tion des critéres précédents.

1°. Irrationalité de ¢!/, ou a est un nombre naturel.

1’. Soient

1 1 1 1 1.9
X, = +m+m+...+;!7;, r=\1,2,...

donc la suite («,) croissante (cas a),

a = et/e = lim

7'—>00 ‘xr .
On pose, pour r=1,2,..., en vue d’appliquer le critére C,,
x, =rla", y,=rlaw«, q,=r, r=12,....

Les conditions A;, B, sont vérifiées, car (35) a lieu pour tout r>ry=1,
tandis que &,=1, n,=1/r et « est irrationel.
2’. Soient (cas a*) une suite («,*) décroissante

1

rla,

o« = lim,_,

“r* — el/a, o‘r* — ar+
On vérifie A;* par (35*), mais pour le choix précédent des paramétres gq,,
la condition B,* n’est pas remplie, malgré I’irrationalité de .

2°, Irrationalité de e¢?, oul b>1 est un nombre naturel: (Voir en [2],
§ 4, 7 la démonstration due & Hermite. Les cas traité implique simple-
ment lirrationalité de ¢*, A rationnel.)

1”. Soient (cas a)

0C=1imr_)°°ar=eb, 0¢T=Z

8=0

L 2z, =r!, q,=(@-1)".

On vérifie A, par (35), mais B, offre des difficultés, car &,=1, 5, =F(r«,).
On peut montrer toutefois (ce point sera développé ailleurs), qu’on peut
choisir la suite S d’indices r=r,, telle que l'irrationalité de e implique
B,, qui est donc nécessaire, pour le choix ci-des-sus des paramétres g,.

2''. Soient (cas a*)

2br "1 b

= h * _ ob * —
o« = lim,_ &% =€, o=

, , — z,=rl, ¢q .= (-1
rl g 8!

La conclusion est la méme qu’en 1”.
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3. Critéres d’irrationalité C,, C,*.

3.1. Critéres. On peut définir, en partant des critéres C,, C,* des critéres
assez simples, qu’on obtient en attribuant aux paramétres ¢, la valeur 1,
pour tout r=1,2,... On satisfait ainsi aux conditions générales (5), (6)
et par application de (15), (15*%) on voit que B,, B,* sont vérifiées. Les
critéres généraux C;, C,;* impliquent alors, en particulier, les critéres
Co. Co*.

Cy, Co*: Le nombre o« > 0, limite de la suite croissante («,), resp. décrois-
sante («,*), des nombres rationnels x,,«,*, r=1,2,.. ., est irrationnel, a la
condition d’avoir

Aq, Ag*: Pour tout indice r>r,

(36) gr+1_yr - yr+2_yr+1, r> 1.

Lpp1— Ly Trro— Lria

La condition Aj a été donnée par V. Brun (opt. cit), qui démontra directe-
ment qu’elle implique l’irrationalité de « et l'appliqua & de nombreux
exemples.

3.2. Remarque concernant la nécessité des conditions A, Ay*. Les con-
ditions A, ou Ag* sont suffisantes toutes seules, pour que la limite o d’une
suite monotone de nombres rationnels «,, resp. «,*, soit irrationnelle,
mais réciproquement on peut les considérer aussi comme nécessaires, au
sens suivant:

St o est un nombre irrationnel, il existe des suites monotones de nombres
rationnels «, resp. «,*, qui tendent vers «, en satisfaisant aux conditions
A, ou Ay*.

On le démontre en développant « en fraction continue réguliére,
infinie [2, p. 25], notée

1
x = b+ —— 1= (b1,0g,. . .,0,,...),
by+ —

ou chaque b,, r=1,2,..., est un nombre naturel et 'on pose

P

61 - (blabz)' -,br): r = 1’2,

-

On a alors
(37) « < Ser £2r+1"%)2r—1 resp. « P2r+1 _ P2r+2—'P2r

> = .
Q2r+l Q2r+2 - er
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En revenant aux notations initiales de ce travail, on pose

= — * —
yr - P2r+17 r, = Q2r+17 resp. Y,m = P2r’ T, = Q2r ’

et puisque les réduites d’ordre impair, resp. d’ordre pair de « vont en
croissant, respectivement en décroissant et qu’'on a

Ky = P2r+1/Q2r+17 o‘r* = PZr/er ’

les relations (37) expriment les conditions A,, A,* respectivement.
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