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COHOMOLOGIE LOCALE. APPLICATIONS

OLAV ARNFINN LAUDAL
Introduction.

Soit X un espace topologique et z € X un point. Nous allons étudier

le groupe HP(x), que I'on appelera le groupe de cohomologie local de X
au point x, défini par

qu(x) = lim Tq(Hcp( U)’ jUV)Ue vz

ot lim4¢ est la g-iéme satellite du foncteur limite projective et ol
HP(U), ju")uey, est le systéme projectif des groupes de cohomologie
& support compact des voisinages ouverts de =z dans X.

Ces groupes ont été étudié par Conner et Floyd [5], sous des conditions
qui, en particulier, entraine lim 4 (HP(U), jV)=0.

Nous démontrons les résultats suivants:

THEOREME 1. St X est localement compact et si p™(x,Z) < w pour tout
x € X et pour tout m 20, alors, st X est de dimension cohomologique finie,
nous avons dim X <n si et seulement si H,™x)=0 pour tout xe X, ¢z 0
et pour tout m>n.

THEOREME 2. St X est localement compact et si pour x € X, p™(x,Z) < w
alors, p™x,Z)=mn existe et est fini si et seulement si Hy™(x)=0 et H™(x)
est libre de dimension n.

Nous pouvons dans certains cas calculer le groupe de cohomologie
locale d’un produit X x ¥ au point (x,y) connaissant les groupes de
cohomologie locaux de X au point x resp. de Y au point y. En parti-
culier nous pouvons si X et Y sont cle. et si ¥ est tel que pour tout
yeY, H¥y)=0 et Hy¥(y) est de type fini, pour tout k=0, calculer la
dimension de X x Y connaissant les groupes de cohomologie locaux de
X et de Y. Aussi, il est possible d’interpréter 1’accessibilité au sens
d’Alexandroff [1]. En particulier, si X < E™ est localement compact et
size X, pm-4-1(x,Z) <o alors X est s-accessible au point « si et seule-
ment si H,”-3-1(x)=0. Enfin nous introduisons de nouvaux groupes de
cohomologie locaux, analogues aux groupes d’homologie locaux autour

Recu le 6 Novembre, 1961.
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d’un point d’Alexandroff. Il existe un diagramme reliant les groupes
de cohomologie locaux au point # aux groupes de cohomologie locaux
autour de z, § 4, Prop. 3.

Nous obtenons ces résultats en utilisant les résultats récents de Yeh
[10] et de J.E. Roos [9] sur les foncteurs satellites de lim+. Nous
démontrons, § 2, Prop. 1, que si un systéme projectif de type fini
(F s )ser est tel que lim4e . (F,,7,%)=0 pour tout ¢>0 alors pour
tout o € I' il existe un &' >« tel que im#n,* =0. Ce résultat obtenu, le
reste devient facile.

L’anneau des entiers rationels sera noté Z, l'ensemble des q e Z,
q=0, sera noté Z+ et I'espace euclidien de dimension m sera noté Em.
La cohomologie sera la cohomologie au sens de Godement [6], & valeur
dans le faisceau constant Z et a support compact. Les espaces sont
supposés localement compacts.

1.

Soit I'" un ensemble ordonné filtrant & gauche par >. Nous allons
considérer la catégorie des systémes projectifs (F,,7,%),., Dotés aussi
(F,,m) quand il n’y a pas de danger de confusion, ou les ¥, sont des
groupes abéliens, et ou 5,”:F, - F, pour &’ >« sont des homomor-
phismes de groupes.

Nous notons respectivement par lim 1, et lim {* les foncteurs limites
projectives et limites inductives. Pour la définition et l'existence des
foncteurs satellites, voir les travaux de Yeh [10] et de Roos [9]. Ieci
nous allons donner les resultats qui sont nécessaires pour la suite. Les
démonstrations se trouvent dans les travaux cités ci-dessus.

DiriNiTION. Le systéme projectif (F,,7,%),.r sera dit de type fini,
resp. libre, resp. fini, quand tous les ¥, ont ces propriétés.

DiriniTioON. Le systéme projectif (F,,7,*) sera dit compact si tous
les F, sont compacts et si pour tout &’ > «, 7,* est continu.

DiriniTION. Le systéme projectif (F,,7,~) sera dit surjectif si pour
tout o > «, 7,* est surjectif.

DirFiNiTION. Le systéme projectif (F,,7,%) sera dit stable si pour tout
a € I'il existe un o’ € I', &’ > o tel que im%,* =im,* pour tout o'’ > «'.

DErINITION. Deux systémes projectifs (F,,7,*)yer, €6 (F' 0%, )acr,
seront dits équivalents s’il existe un systéme projectif (F,,7,%),cz des
sous-ensembles cofinals IT, et II, de IT tels que (F,,n,),.r, et
(F o 71a™ Ve, T€8P- (F'osn' s )sery € (Fof1s™)semr, SONE isomorphes.
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DEriniTioN. Le systéme projectif (F,,1,%),.r sera dit flasque, si pour
tout sous-ensemble I < I" I'application canonique

aI"I‘: hm Tael“ (Fow 7];‘,) g lim szel" (Fow "7;")

est surjective.

Prorosition 1. Soit (F,,n) un systéme projectif flasque. Alors
lim4¢(F ,5)=0 pour ¢> 0.

ProrosiTioN 2. Supposons qu'une des conditions suivantes soit satis-
Jaite:

a) I contient une suite cofinale.
b) (F,,0,%).er est de type fini.

Alors nous avons im14, _(F, ,5,%)=0 pour q>1.

ProrosrTion 3. Soit (F,n) un systéme projectif fini. Alorslim 19(F,,n) =0
pour tout q>0.

ReMARQUE. Il est clair si le systéme projectif (F,,7) est flasque, il est
surjectif. Le contraire n’est pas vrai, voir Henkin [7].

ProrosiTioNn 4. Supposons I'=Z+. Alors, si le systéme projectif
(F 0% Vuer st surjectif, il est aussi flasque.

Proposition 5. Soit I"< I' cofinal. Alors Vapplication canonique
a["r: lim 'Tqael‘(Fm'r/zxa,) g hm Tqael"’(Fa’ naa')
est un isomorphisme pour tout systéme projectif (F,,n) et pour tout q¢= 0.

CorOLLAIRE. Supposons que I' contient une suite cofinale. Alors, si le
systéme projectif (F,,n.”~) est surjectif, nous avons lim+2 . (F, ,5,%)=0
pour tout q>0.

ProposiTioN 6. Soient (F,,n,”),cr €t (Gg0 )pen dewx systémes projec-
tifs équivalents, et soit F un foncteur de la catégorie des groupes abéliens,
a valeur dans la méme catégorie. Alors

limT‘Iaep(F(Fa),F(n“"")) ~ lim Mﬂen(F(Gﬂ),F(gﬁﬁ')) pour tout ¢ = 0.

PropositioN 7. Soit (F,,7,”) un systéme projectif fini tel que pour un
& € I' bien choisi et pour tout o’ > o, imn,* +0. Alors lim4+ (¥, n)+0.

ProrosiTioN 8. Soit M un groupe abélien de type fini, et supposons
ou bien
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a) I contient une suite cofinale,
ou bien
b) (Foﬁ naa,)rxel’ eSt de type fini'

Alors il existe un groupe abélien H tel que les deux suites suivantes sont
exactes:

0 — lim4Y(Tor(F,, M), Tor(n, id)) ~ H — lim+(F,QM,n®id) — 0,
0 - limt(F,n)M -~ H - Tor(limTl(Fa,n),M) - 0.

ProrositioN 9. Soient I' et 11 filtrants a gauche. Alors il existe une suite
spectrale donnée par E,»1=lim+?, . lim1% ,, dont le terme E,, est le

\

groupe bigradué associé a une filtration convenable de
2 lim M perr -
n

Propositions 1, 2 et 5 sont dus & Milnor et Yeh [10]. Propositions 8
et 9 se trouvent dans Roos [9]. Les autres sont des consequences
immédiates de celles-ci.

2.

Prorostiton 1. Soit (F ,n,"),.p un systéme projectif de type fini.
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

a’) llm quxEI"(Fou 770:“') = O pour q ; 0'
b) pour tout « € I il existe un o’ >« tel que imzn,*~ =0.

CoroLLAIRE 1. Soit (F,3,%),.p un systéme projectif de type fini tel que
im4(F,,n) est de type fini. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes:

a) imt4(F ,,n)=0 pour tout g= 1.
b) (F,,n) est stable, et il existe o’ >« tels que lim 1 (F ,n)~imn .

CoroOLLAIRE 2. Supposons que I' contient une sutte cofinale. Soit
(F s 1™ Vuer um systéme projectif de type fini. Alors les propriétées suivantes
sont équivalentes:

a) im12 . (F,,7n,%)=0 pour tout ¢= 1.
b) (F,,m) est stable.

REMARQUE. D’une maniére générale, soit (F,,7,%),., un systéme pro-
jectif; définissons un nouveau systéme projectif (F.,7,%);.; ou I' sera
I'ensemble {(«,8|x,fe I, x>p}. Pour xel', x=(xp) posons F .=
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im#g*. Pour &'>x, &'=(«x,f'), a=(x,8), donc &’ >«, f'>p, I'applica-
tion 7, sera la restriction de 5" & F < F,.

Soit 4 la diagonale de I'x I, alors A < F et (F.,7.%).c, est isomorphe

& (F 0" )ser- Si nous nous donnons une fonction f: I' > I' tel que
f(oc)>oc pour tout « e I', alors soit 4;,= {(f(cx),cx)]ocel’} nous avons
A, T et il est clair que (Fo, 7.7 );eq, €t (F,,1,%)yep sont équivalents.

Supposons le systéme projectif (F,,n.*),., tel que, pour tout o € I il
existe un o’ >a tel que im7,” est de type fini. Par 'axiome de choix
il existe une fonction f: I - I' tel que f(x) >« et pour laquelle im» /@
est de type fini, pour tout « € I. Donc le systéme projectif (F,,7,%),.r
est équivalent au systéme projectif (F_,7.%).., ; lequel est de type fini.
Nous pouvons remplacer de type fini par n’importe quelle autre pro-
priété, la conclusion subsiste.

Supposons que (F,x»% Nacr €St stable, ceci veut dire ‘que pour tout
o € I' il existe un &’ >« tel que pour tout o'’ > o', imn,* =img,*. Soit
f: I' > I'" une fonction telle que f(x)>x pour tout x el et telle que
imz,* =im#/® pour tout «''>f(x). Alors le systéme (F.,7.%).. 4 €8t
surjectif. Donc (F,,7,%),.r est équivalent & un systéme surjectif. In-
versement, supposons que (F,,7.%)., est équivalent & un systéme sur-
jectif, alors il est facile de voir que (F,,7) est stable. En particulier, sup-
posons que pour tout « € I' il existe un &’ >« tel que im#n,* =0, alors
(F .05 ) er est équivalent au systéme projectif nul.

D#MONSTRATION DE LA ProposiTioN 1. On voit, tenant compte de la
Remarque, que b) entraine a). Pour démontrer que a) implique b),
supposons pour commencer que le systéme projectif (F,,7,*),., est
libre, que lim{(F_,7)=0 et qu’il existe un «, tel que im’)a +0 pour
tout a>w,. 1l s’agit de montrer qu’alors lim 4!, _,.(F,,7,%)=+0.

Les applications #,* peuvent étre représentées par des matrices &
coefficients entiers. La relation 7% 0% =77 pour &'’ >’ >« s’exprime

(1) (7 ) o (™) = (re>®) -

Prenons un « € I', pour tout o’ > « soit n,* le plus grand diviseur commun
des 17"‘ *1=12...,5=1,2,.... Il est clair que

(2) nzxa’ na’a” ' naa” .

Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p ne divise aucun des
n,” pour a’ > & > x,. Considérons le systéme projectif (F,®Z,, 7, ®id), -
Puisque F, est libre de type fini F',®Z, est fini, puisque p ne divise aucun
des n}, les applications 7 ®id sont toutes differentes de zéro. En
effet, soit o: Z -~ Z, ’homomorphisme canonique, la matrice de #; ®id
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n’est autre que (g(?ﬁ‘j"‘")) qui est non nulle. Donc § 1, Prop. 7 donne
lim M(F,®Z,,n,” ®id)+ 0, donc par § 1, Prop. 8

Tor(lim4Y(F,,7,%),Z,) + 0, donc lmt (F,,n) + 0.

Dans le cas oli, pour un « quelconque et pour tout nombre premier p,
il existe un «’ > « tel que p divise n,*, nous allons montrer que 1’on peut
supposer tous les 7,* injectifs et de déterminant différent de zéro. En
effet soit ay e I' et soit

Ixg) = {x|xel, a>xy),

définissons le systéme projectif (Fa,ﬁa“')“er(ao). Fa=im17§0 et pour tout
«'>a>wxg notons par 7,”:F, — F, Pinjection impn} —imyj. Nous
avons la suite exacte

0 (kerngm n,)ael"(ao) - (Fw n)ael‘(ao) - (Fa’n—)aef(ao) - 0.
Puisque (ker7;,%'),cr, ©st de type fini, limt¢(kers; ,n')=0 pour
tout ¢=2, par § 1, Prop. 2. Donc I'application

lim 1louEl"(oco) (Fw"7) - lim Tlae[‘(zxo) (Fa",])

est surjectif; si nous montrons que lLm+t, .., (F,,n)=*0, alors
lim4Y, p (F,,n)+0. Supposons que lim4t, r,, (F,,7)=+0, soit ae
lim4 (#,,%) un élément non nul. Puisque
lim+ (F,,7) = () im7g, < F,,,
a>m

il existe un nombre premier p tel que p ne divise pas a. Par I’hypothése
il existe un « >, tel que p divise n}, donec p divise tout élément dans
im7%,, done contradiction. Done lim 1, r,, (F,,7)=0.

Par hypothése tous les F, sont differents de zéro, et ils sont libres
parce que F, Dest. Soit m,=dimF,, on voit que 0<m,<dimF, , donc
il existe un «, tel que m,=m, =m pour tout x>wx;>«x, Ceci montre
que le déterminant de ’homomorphisme #,* pour &’ > x > &, est non nul,
donc F_[im#7,* est fini.

Soit » un nombre premier et soit I, I’ensemble des x € I'(«,), tel que
p" | n, " mais p*+ { n} . Evidemment I'(x;)=U,.,I’, est cofinal dans
I'etsiael,, «' €l,, « >« alors n,2n,, par 2).

Soit (M,,0," )ser@p 16 systéme projectif suivant: pour tout & € I'(x,)
ona M,=2Zm si«' >«, a,a’ € Iy, application 9,* : Z™ — Z™ sera l'iden-
tité, si o’ > «, « € I, o’ € I, Papplication o,*: Z™ — Z™ sera I'identité
multipliée par p" ™. On vérifie facilement que ceci définit bien un
systéme projectif. Aussi lim4 (M ,,0)=0 et lim 41 (M ,,0)+0 comme I'on
voit sans difficulté. Nous allons définir un homomorphisme

k: (Fw ﬁ)ael‘(al) - (Ma’ Q)ael‘(aq)

o
o0’
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qui sera une injection. Pour «; nous notons par k, : Fa, - M, un
isomorphisme moyennant lequel nous identifions F, et Z™. Pour
« € I'(ay), « €I, lapplication k,: F,—> M, sera 1[p"7; qui existe
parce que p" | n; . Il est facile de voir que ceci définit bien un homo-
morphisme de systémes projectifs qui, puisque 7;, sont tous de déter-
minant non nul, sera une injection. Soit F =M [imk, et soit 7,*:
P, F, pour &’ >x>x; 'homomorphisme induit par o,*. Alors le
systéme projectif (F,,7),crw, est fini, et nous avons la suite exacte

0 (Fwﬁ) g (MO‘,Q) g (F’;?) - 0.

Pa’rce que hm ?lael'(al) (Fan;/) = O pour q g 1,

lim TlauEI‘(aq) (Faﬁ 17) - hm T1&E:‘I‘(oq)(]‘{o‘’ Q)

est surjectif, donc limﬂaer(al)(Fa,ﬁ)#O, donc lim1! . (F,,n)+0.

Dans le cas général soit (F,,7,%),., un systéme projectif de type
fini. Alors F =P, ®T,, ou P, est libre et 7T, fini. Il est clair que
n": F,—~ F,  applique T, dans T',. Soit £,* la restriction de 5,* & 7',
il vient une suite exacte de systémes projectifs:

0> (T,,8) »> (Fom) > (Pyl) >0

ol £,* est déduit de 7,*. Teci (P,,¢) est libre et (7', &) fini, lim4¢(P,,{)=0
si lim49(F ,,5)=0, donc a) entraine qu’il existe pour tout « un «’ >« tel
que £,*=0 et un &'’ tel que £,* =0. Par exactitude ceci entraine b).

DiMONSTRATION DU COROLLAIRE 1. Soit (M ,0,%),.r un systéme pro-
jectif tel que

1) M =lim+ (M,,p) est de type fini,

2) Tapplication canonique g,: M —~ M, est surjective pour tout o € I'.

Considérons la suite exacte de systémes projectifs
0 — (kerg,,n) - (My,id) > (M ,,0) > O
ol 7,* sont les injections évidentes. On en déduit une suite exacte
0 - lim+t (kergp,,n) - M, — lim4 (M, p) - lim+1(kerg,,n) — 0

et limt11(M,,0)=0. Puisque M, — lim+ (M,,0) est un isomorphisme,
nous avons lim414(kerg,,7)=0 pour tout ¢=0. Par la Proposition 1 il
existe pour tout & € I' un &' >« tel que im#,” =kerg, =0, c’est & dire,
0,: lim+ (M,,0) > M, est un isomorphisme.

Soit maintenant (F,,7,%),., un systéme projectif de type fini satis-
faisant & a), tel que lim+4 (F,,7n) est de type fini. Soit M =lim+ (F,,7),
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et soit M,=n,(M,). Alors le systéme projectif (M,,0,%),.r OU
0.5 M, — M est la restriction de 7,* & M., satisfait aux conditions 1)
et 2), donc lim 4 (M ,0)=0.

Soit F =F,/M, et soit 7, les applications déduites des 7,*. Alors
nous avons une suite exacte de systémes projectifs:

0~ (M,,0) > (Fon) > (Fpif) > 0.

Puisque lim4 (M ,,0)=lim+ (F,,5) est un isomorphisme, il vient
lim1¢(F,7) = 0 pour tout ¢ =0, donc par la Proposition 1 il existe pour
tout « € I"un &’ >« tel que im#,~ =0. Done par exactitude im#n,* < M,
donc im#n,¥ =M, donc (F,,n) est stable. Nous avons déja montré qu’il
existe un « € I" tel que lim* (F,,5) -~ M, est un isomorphisme. Or ceci
est précisement b).

Tenant compte & la Remarque il est facile & voir que b) entraine a).

DiEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2. Considérons la suite exacte
0~ (MwQ) g (Fa777) g (Fwﬁ) -0

comme ci-dessus. Puisque (M,,p) est surjectif et puisque I' contient
une suite cofinale nous avons par le Corollaire de § 1, Prop. 5:
lim49(M,,0)=0 pour tout ¢=1. Donc, si (F,,7) est de type fini et
satisfait & a), lim1¢(¥ ,%)=0 pour tout ¢ =0, donc par la Proposition 1
il existe pour tout o € I' un &’ >« tel que im#,* =0. Ceci montre que
im#n,”=M,, donc que (F,,7) est stable.

Tenant compte & la Remarque et au Corollaire de § 1, Prop. 5 il est
facile de voir que b) entraine a).

3.

Soit X un espace topologique localement compact. Pour un point
x € X notons ¥,(X) l'ensemble des voisinages ouverts de x dans X,
ordonné filtrant par inclusion.

Soit U € 7,(X). Désignons H,/(U) le groupe de cohomologie & support
compact, & valeur dans le faisceau constant Z. Pour V e ¥ (X), V< U,
il existe un homomorphisme canonique j,¥: H™V)—-> H/™U). On
voit que les groupes H,(U) et les homomorphismes j,” forment un
systéme projectif

(H™U), ju")oeyux) -

Notons par H;™ le groupe
qu(x) = lim TqUey",(Hcm( U)’jUV)
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et appelons H,"™(x) le groupe de cohomologie local de dimension m et de
degré q, de X au point x e X.

Si pour tout U € ¥,(X) il existe un V € ¥ (X) V<U tel que imj, " =0,
nous écrivons p™x)=0. Si pour tout U € ¥, (X) il existe un V € ¥,(X),
V<U, tel que imj," est de type fini, nous écrivons p™(x) < w. Pour ces
notions voir Borel [3]. La dimension cohomologique, notée ici dim sera
celui de H. Cohen [4], voir aussi Borel [3].

TuEorREME 1. Soit X un espace localement compact, de dimension finie
et tel que pour tout point x € X on a p™x)<w pour tout m=0. Alors les
deux propriétés sutvantes sont équivalentes:

a) dimX <n.
b) powr tout point x € X, tout m>n et tout =0, on a H ™(x)=0.

REMARQUE. Si X est métrique separable, alors dim X est égale a la
dimension au sens de Lebesgue (voir [8]), donc le Théoréme donne, dans
ce cas, une caractérisation de la dimension classique.

DimonsTtrATION. D’aprés la Remarque du § 2 et d’aprés § 1, Prop. 6
nous pouvons supposer que (H/™(U), ju")yey-, est de type fini.

Evidemment a) entraine b). Inversement, b) signifie que la condi-
tion a) de § 2, Prop. 1 est satisfaite par (H,4U), j,"), donc il existe
pour tout x € X et pour tout U e #,(X) un Ve, (X), V<U, tel que
imj; V=0, c’est & dire que p™(x,Z)=0. Donc le Théoréme 2.3 du chap. 1
de [3] exige dim X <n.

REMARQUE. Si X est un espace localement compact cle, il est connu
que p™x,Z) < » pour tout x € X et pour tout m = 0 (Borel [2]).

Nous pouvons interpréter la notion de nombre de Betti autour d’un
point (voir chap. 1, § 2 de [3]), dans le language des groupes de cohomo-
logie locaux. En effet nous avons le

TuEOREME 2. Soit X un espace localement compact, et soit x un point
de X, tel que p*(x,Z) < w. Alors les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

a) p¥(x,Z)=m existe et est fini.
b) H*k(x)=0 et H(x) est libre de dimension m.

COROLLAIRE. Soit X un espace localement compact cle, alors X est une
variété cohomologique sur Z si et seulement si:

1) dimX est fins,
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2) pour tout x € X, H,"™(x)=0 pour tout m =0,
3) #l existe un n20 tel que pour tout x € X, Hy™(x)=0 pour m=+n et
Hx)=Z.

DimonsTRATION. Considérons le systéme projectif (H*(U), ju") ey ux)-
La condition a) entraine, compte tenu de la Remarque de § 2, que
(HX(U), j) est équivalent & un systéme projectif (F,,7,%),.r ou F, est
libre de dimension m pour tout « € I', et ou 5,” pour &’ >« est un iso-
morphisme. Donc par § 1, Prop. 6 H*(x)=0 et Hy¥(x)=2Z™.

Inversement supposons b), alors le Corollaire de § 2, Prop 1 donne ce
qu’on veut.

Soient X et ¥ deux espaces localement compacts, z € X et y € Y deux
points, alors 'ensemble des U x V, U € ¥(X) V € ¥,(Y) est cofinal dans
Ya,y(X x ¥Y). Par le Théoréme de Kiinneth pour la cohomologie a

support compact, la suite

(1) 0> 3 HXNU)QHV)>HMUxV)~ 3 Tor(HXU),HXV)) 0
1

kt+l=n k+l=n+1

est exacte. Donc si p*(x,Z) < w et si p*(y,Z) < w nous pouvons en prin-
cipe calculer limt9yey-, (HMW), j,,), utilisant les relations de Roos
§ 1, Prop. 8 et Prop. 9, au moins dans le cas ol1 les groupes de cohomologie
locaux aux points x et y sont de types finis.

Nous allons considérer un cas spécial; supposons que H,*(y)=0 et que
H*(y) est de type fini. Il existe des voisinages U,V € ¥,(Y) tel que
V < U et tel que imj,;¥ ~ Hy*(y). D’aprés la Remarque du § 2 on voit que

hm Tq(U, V)eszVy (Hck( U)®Hcl( V)) = hm TqUer(Hck( U)®Hol(y)) )
lim 1kq(U, V)e'j/‘,xVyTor(Hck( U)’Hcl( V)) = lim TqUeyfz TOI‘(Hck( U),Hol(?/))
pour tout ¢=0. Donec par § 1, Prop. 8 et Prop. 9

0
y
lim 115 (Tor (HX(U), H{(y)), Tor(j;V",id))
{
(2) 0~ limty.,,(HXU).j)QHMNy) ~ H - Tor (lim 1y, (HXU),j).Hy)) - 0
y

im A,y (HHU)QHXY ), ju V' @jy"")
¥

0
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(3) im g,y (HEO)YSHAY),ju V' ®jy"") = H(x)@HKy)
aussi par § 1, Prop. 3 nous avons que
lim A1y, (Tor (H X U), Hyy)), Tor (ji',id)) = 0,

d’ol

TaEOREME 3. Sotent X et Y deux espaces localement compacts, x € X,
y € Y deux points et supposons que p*(x,Z)<w et pNy,Z)<w pour tout
k,120, et que H(y)=0 et Hy(y) est de type fini pour tout 1 = 0. Alors nous
avons le diagramme suivant dont les deux suites sont exactes:

0

1\

2. Tor(H*),H(y))
kt+l=n 4

0> K > Hx,y)~ > Tor(Hyx),HXy)) ~ > H*x)QH{(y)

3 k+l=n+1 k+l=n

2 Hifx)®@H(\(y) H™x,y) > 0.
k+l=n A

0

CoROLLAIRE. Soient X et Y des espaces localement compacts cle., et
supposons que H,*(y)=0 pour tout y € Y, et Hy*(y) est de type fini. Alors
dimX x Y <dimX +dim Y si et seulement si, pour m=dimX, n=dim Y

Tor‘l(Hsm(x),H‘”(y)) =0
pour tout ¢ =0 et pour tous s,t=0.
DimonsTrRATION. Considérons la suite exacte (1) et appliquons

lim T(U: ey (z,v)
a tout terme, tenant compte des diagrammes (2) et (3). Il est facile de
voir que cela donne exactement la conclusion du Théoréme. Puisque

Tor(Ho"(x),Hol(y)) =0,

k+l=dim X +dimY +1

nous avons la suite exacte
0 - Hym(x)QH,My) — Hym+n(z,y) -~ Tor(H,™(x), Hy"(y)) > 0

et H,mtn(x,y)=H ™x)QHy(y) pour m=dimX, n=dimY, donc le
Corollaire.

Soit X un espace localement compact plongé dans E™. Définissons
pour un point z € X le groupe d’homologie local de E™— X autour de .
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Soit U € ¥, (E™), considérons le groupe d’homologie singulier H (U — X).
Soit V € 7, (E) V< U, alors I'injection ¥V — X < U — X induit en homologie
iV H(V-X)—- H/(U—-X). Les groupes H/(U—-X) et les homo-
morphismes i;;” forment un systéme projectif (H,(U —X),ip")yey - am)
et nous posons

Hrq(xsE) = lim TqUe«//z(Hr( U- X)’ 7:UV) s

lequel sera le groupe d’homologie local de E™— X autour de x. Il est
clair que, & priori ces groupes dépendent du plongement X — E™.

Or, on démontre facilement que si U € ¥, (£™) est une boule ouverte,
alors par la dualité d’Alexander-Pontrjagin

HT(U—X) = Hcm—r_l(U n X) 5
donc en particulier
HYx,E) ~ H™"(x)

(isomorphisme naturel). Dans [1, § 5] Alexandroff a montré que X est
s-accessible au point x si et seulement si le systéme projectif
(H(U - X),iy") est stable. Puisque ¥;(E™) contient une suite cofinale,
ceci implique que

H}Mz,E) = lim 1 (Hy(U—-X),ip") = 0.

Inversement, supposons que p™~*-Y(x,Z) < w, alors H Mz, B) = H,"~*"(x)
=0 implique que les deux systémes projectifs (H {U—-X )aiUV) et
(H/sY(UnX), jy"¥) sont stables; d’ou

ProrosiTion 2. Soit X un espace localement compact plongé dans E™
et soit x € X un point tel que p™—35-Yx,Z)<w. Alors X est s-accessible au
point = si et seulement st H,™—5-1(z)=0.

4.

Nous allons introduire de nouveaux groupes locaux, analogues aux
groupes d’homologie de X autour de x introduits par Alexandroff [1].

Soit € X un point, ¥, (X) I'’ensemble des voisinages ouverts de « dans
X. Pour U,V e ¥(X), V<U considérons les groupes de cohomologie
H?»(U—-V). Si V'<V nous avons un homomorphisme k" : H*(U - V') -
Hr(U—-V) induit par linclusion U—-V<U—-V’, donec les groupes
H»(U-V) et les homomorphismes ;" forment un systéme projectif
" (H»(U-V),hy""). Pour USU'>V il est clair que 'on a un homomor-
phisme k;.UV: H?(U — V) - H?(U' — V), qui par passage & la limite défi-
nit un homomorphisme

kyU: Limte(H?(T = V),h) - lim1e(H?(T' = V),h) .
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Les groupes lim 1¢(H?(U — V),h) et les homomorphismes k.U forment
un systéme inductif (lim1¢(H?(T - V),k),ky V).

Dierintrion. Nous notons HP(x, X) et nous appelons groupe de coho-
mologie local de X autour de x, le groupe

imi ey, (im19y, . (H?(U = V), k), k)

LA coxprTioN D. L’espace X satisfait & la condition D au point z si
lim+1%; . x,=0 pour tout ¢=2.

Prorosition 3. Soit x € X. St X satisfait a la condition D au point x.
Alors il existe un groupe abélien K tel que les deux suites dans le diagramme
susvant sont exactes:

0

1

0K - H™Y,X) > H™x) >0

T

H,ym ()

?

H,m™ 2z, X)

i

0

DimonstraTION. Pour U,V € 7,(X), V < U considérons la suite exacte
de cohomologie

. > HmYV) > HnYT) - H» YT - V) S Hm™(V) > HYT) - ...

Solient (F, g% h5 ), per un systéme de groupes abéliens F,;, et
hg*: Fog—F .z et hgy: Fog—> Fp pour ’oc' > o> f'>p des homomor-
phismes de groupes, tels que Az *=hz*ohg* pour a”>a'>a et
Gy =hgge o by pour o> B > B’ > B, alors nous disons que (F 5, k5% hip) est
un systéme projectif-inductif. 11 est clair comment définir homomorphis-
mes de systémes projectif-inductifs, et on voit facilement que la catégorie
% de ces systémes et homomorphismes est une catégorie abélienne. Nous
pouvons considérer la suite exacte ci-dessus comme une suite exacte de
systémes projectif-inductifs. Considérons le foncteur lim |lim4 défini
dans € & valeur dans la catégorie des groupes abéliens et ses homomor-
phismes. On voit facilement que lim |4 lim 1, est exact & gauche, et que
les foncteurs satelittes existent. En effet ils sont lim{;lim1¢,. Or,

lim |, lim t‘lV(Hcm(V),jVV', id) = H™(x)
et
lim |, lim ?‘IV(H"‘((—]— V),hVV',IcU,U) = H,™x,X).
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Par la continuitée de la cohomologie
lim {7 lim 42, (H™(U), id, ky.U) = 0
pour tout ¢ =0, donc la Proposition resulte du
LemMMmE. Soit dans une catégorie abélienne une suite exacte
4 U A U1 A le+2
s T L 7 A 7 gz e

et soit F un foncteur a valeur dans la catégorie des growpes et homomor-
phismes. Supposons que F est exacte & gauche et que les foncteurs satellites
existent, que F1=0 pour tout q=2, et que F1A5 =0 pour tout q =0 et pour
l=k,k—1. Alors il existe un growpe abélien K tel que les deux suites dans
le diagramme suivant sont exactes:

0

T
0—)1{-—>FA3k+1—>FA3k+2—>0

T
Fag
0
FlAg o
0
0

DimoNSTRATION. Regarder les suites exactes

0~ kerl3k g A3k g kerl3k+l -0 N
0 — kerly, ;; > Agpyy — kerly, ~> 0,

0 — kerly; o > Agpig —> kerly 3> 0.

Appliquons F & chacune d’elles, il est alors facile de voir que les hypo-
théses faites donnent exactement ce que 1’'on veut.

Nous remarquons que nous utilisons seulement la propriété suivante
des foncteurs satellites: Soit

0->4">4->4"~>0
une suite exacte dans la catégorie €; alors la suite
. > F14' > F14 - F14" > FiH1 4" > F+14 — ..

est aussi exacte.
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Appendice.

11 faut bien montrer que sous I’hypothése p*(x,Z)<w les groupes
H *(x) ne sont pas toujours triviaux.

Nous allons construire un espace compact contenant un point x pour
lequel p*(x,Z)<w, H(x)=0 et H,2(x)+0.

Soit M, un ruban de Moebius modulo p. Soit @, la frontiére de M et
soit b, un cycle tel que pb, est homologue & a,. Plongeons M, par g,,
dans un espace euclidien £™ de dimension suffisamment grande. Suppo-
sons que

1) go(M,) est contenu dans une boule ouverte B, de diamétre 1,
2) go(by) est contenu dans une boule ouverte B, =B, de diamétre }.

Construissons successivement des plongements gg, 01,0s,03, - - - ,0,, tels que

) ou(M,) =B

n’

2,) Qn(M)an(M):0 pour k:t:n_'l;n et Qn(M)nQn—l(M)=Qn(a0):

Qn—l(b0)7
3’) 0,(b,) est contenu dans une boule ouverte B, ,, < B, de diamétre
(31,
Posons I'y*=U}_q0,(M)UB,,,, alors 'espace cherch¢ est
r,=Nr,=Uae)u B
nz0 k=0 k=0

Or NP ,=B,=x est un point, et nous voyons facilement que
HXB,nI'))=Z, H2x)=0, H*(x)=K ou K est limt'(F,,7),., pour
F.=Z et n,%: F,— F, est définie par 5,*(1)=p""*. On peut de la
méme maniére fabriquer un espace I et un point x dedans tel que H,%*(x)
est plat.

Soit I, = E™, par Prop. 2 de § 3 I', n’est pas (m—3)-accessible au
point 2. Donc p*(z,Z) < w ne garantie pas I'accessibilité.
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