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RELATIONEN ZWISCHEN DIVERGENZ UND ROTATION

JOSEF WEIER

In der Literatur nimmt die Behandlung der Rotation, des dusseren
Differentials, einen viel breiteren Platz ein als die Behandlung der Diver-
genz. Die Struktur einer Mannigfaltigkeit ldsst sich aber mit Hilfe der
Divergenzgruppen ebenso beschreiben wie mit Hilfe der Gruppen ge-
schlossener Differentialformen. Dies weiss man, seit G.de Rham und
W.V.D. Hodge gezeigt haben, dass jedes schiefsymmetrische Tensor-
feld eindeutig in einen rotationsfreien, einen divergenzfreien und einen
harmonischen Teil zerfallt. Es sind aber iiber die Divergenz eine Reihe
von Sitzen noch nicht explizit bewiesen worden, die den glatten Dualis-
mus zwischen Divergenz und Rotation demonstrieren. Hierzu einen
Beitrag zu liefern, ist der Zweck dieser Arbeit. An den urspriinglichen
Beweis des Greenschen Integralsatzes ist iibrigens erst kiirzlich [1] erin-
nert worden.

1. Zerlegung von Tensorfeldern in lokale Tensorfelder.

Sei n Z 2 eine natiirliche Zahl. Bis zum Schluss bedeute M eine kom-
pakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Uber M defi-
nierte schiefsymmetrische r-fach kontravariante Tensorfelder bezeichnen
wir auch als r-Felder, tiber M definierte schiefsymmetrische r-fach co-
variante Tensorfelder wie iiblich als r-Formen. Bekanntlich bedeutet
es keine wesentliche Einschrinkung, wenn man M als in einem Zahlen-
raume liegend voraussetzt. Jede eineindeutige stetig differenzierbare
Abbildung des n-dimensionalen Zahlenraumes R, in M, deren Funk-
tionaldeterminante iiberall maximalen Rang hat, heisse ein Koordinaten-
system von M. Die bei schiefsymmetrischen Tensorfeldern auftretenden
gestrichenen Summen 3’ sind nur iiber die r-Tupel 1, <... <1, zu er-
strecken.

Ist ¢ ein Koordinatensystem in M, N eine offene n-Zelle mit N < g(R,,).
weiter ¢ ein Tensorfeld iiber M und gilt ¢(p) = 0 fiir alle Punkte pe M — N,
so heisse ¢ ein lokales Tensorfeld iiber M.

Eingegangen am 4. Mérz 1961.
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THEOREM 1. Zu jedem r-covarianten Tensorfelde t itber M gibt es endlich
viele lokale r-covariante Tensorfelder t,,t,, ... dber M mit t=73t,.

BEWwEISs. Seien ¢;: R, - M endlich viele Koordinatensysteme iiber M
mit Ug,(R,)=M. Dann gibt es eine offene n-Vollkugel V in R, derart,
dass sogar Ugpy(V)=M. Sei U;=g,R,) und V,=¢,(V), ferner W, eine
in M offene Menge mit V,< W, und W,<U,. Fir p € W, bedeute &,(p)
die Zahl dist(p, W, — W,)/(dist (p, W, — W, )+dist(p, V).

Fiir alle Paare (i,p) mit p € U; seien e;(p), j=1,2,...,n, die kontra-
varianten und ei(p), j=1,2,...,n, die covarianten Basisvektoren von M
in p beziiglich ¢;. Es seien t,1 .5, die. Komponenten des Tensorfeldes
t|U, beziiglich ¢,, so dass diet, , also relle Funktionen iiber U/, sind.
Setzt man hierauf

ti(p) = t(p) fir peV,, Lip) = 0 fir pe M-W,,
t(p) = X [ED)y,. (PP R...Qek(p)  fir pe W,—

0 ist ¢; ein lokales r-covariantes Tensorfeld iiber .
Wir machen nun die fiir m=1 richtige Annahme, es seien bereits
lokale r-covarianten Tensorfelder ¢,,t,, . . .,t, tiber M definiert, so dass

m m
Hp)— D t(p) =0  fir alle pe U V,.
i=1 i=1
Der Tensor t(p)— 37 .t,(p) heisse T'(p).
Fir pe W,,, sei wie oben die Zahl T, ,(p) definiert als die
(41 -..4,)-Komponente des Tensors 7'(p) beziiglich des Koordinaten-
systemes ¢, .,. Wir setzen nun wieder

tm+1(p) = T(P) fiir pPe Vm+1? tm+l(p) =0 fir pEe M~ Wm+1

und
busa(P) = 2 [Epsa(D) Ty,.. (D] em+1(p) ®...8Q em+1(P)

fir pbe Wm+1_ Vm»rl :

lst dann p erstens ein Punkt aus UV, so ist T(p)=0, daher
tmr1(P)=0 und also #(p)— 37 t(p)=0. Wenn zweitens pe V,,,,, so ist

m+1

Hp)— 2 ti(p) = T(p) —tpulp) = T(p)-T(p) =

=1
Der (m + 1)-te Schritt ist also ausfithrbar und daher der obige Satz richtig.
THEOREM 2. Sei t ein schiefsymmetrisches r-covariantes Tensorfeld, eine

r-Form, itber M. Dann gibt es endlich viele lokale r-Formen t,,t,, . .. iber
M mit t=3¢t,
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Bewgis. Die Bedeutung von ¢;, U, V. W,, &, e;, ¢l und by, . 3, €I
die gleiche wie im letzten Satze. Wir setzen jetzt

t(p) = X (6P, 1 (D] (D) A ... ael(p)  fir pe W,—V,.

ferner t,(p)=t(p) fir pe ¥V, und t,(p)=0 fir pe M- W,.
Dann kann man den Beweis wie im Falle des letzten Satzes weiter-
fithren. Lediglich ¢, ,,(p) ist fir pe W,,,,—V,,., durch

tma(P) = Z [P (P)] em+1 (P)A ... A e:y'iﬂ('p)

zu definieren.

THEOREM 3. Zu jedem r-kontravarianten Tensorfelde t dber M gibt es
endlich viele lokale r-kontravariante Tensorfelder t,,t,,.. dber M mit
t=3t,. Zu jedem r-Felde t itber M existieren endlich viele lokale r-Felder
fyty, ... mit t=3t,.

Der Beweis verlduft wie fiir die beiden ersten Sitze.

THEOREM 4. Sei w eine r-Form itber M und [ w-x=0 fiir jedes r-Feld
x iber M. Dann ist w=0.

BEwEIs. Seien ¢ ein Punkt aus M, ¢ ein ¢ enthaltendes Koordinaten-
system von M und e,(p), ei(p) fiir jeden Punkt p aus X =¢(R,) die kon-
travarianten bzw. covarianten Basisvektoren von M in p beziiglich ¢.
Fiir p e X seien o, ,(p) die Komponenten von o(p) beziiglich ¢. Sei
(41 - - - p,) ein r-Tupel natiirlicher Zahlen Zn.

Zum Nachweis, dass o,  ,(q)=0, seien Y, Z kleine offene Umge-

bungen von ¢ beziiglich X mit Z< Y, ferner &(p) fiir alle p € Y die Zahl
dist (p, Y — Y)/(dist(p, Y — Y) + dist(p, Z)). Sei t folgendes r-Feld iiber M :

t(p) = e, (P)A...Ae, (D) fir pe Z. t(p) =0 fur peM-Y.

tp) = &p)e, (P)A. .. e, (D) fir pe Y -7
Nach Voraussetzung ist fw-t=0. Also ist

w* t+fw f = 0.
Y-Z

Ist Y eine hinreichend enge Umgebung von Z, so ist das erste Integral
der linken Seite gegeniiber dem zweiten sehr klein. Nach dem Mittel-
wertsatze gibt es einen Punkt ¢’ in Z mit

[0 = 1210@) 1)
4
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Andererseits ist
(DA ... Ae"(D)) (e, (DA . .. e, (p)) = &},
(@) 4q') = @, .4) -

In jeder Néhe von ¢ und zu jeder Zahl ¢ > 0 gibt es daher einen Punkt ¢’
mit o,  ,(¢) <e. Alsoist w, ,(q)=0, wie behauptet.
Wie den letzten Satz beweist man:

also

THEOREM 5. Ist w ein r-covariantes Tensorfeld iber M und yfw-2=0
far jedes r-kontravariante Tensorfeld x iber M, so ist w=0.

Ist t etn schiefsymmetrisches r-kontravariantes Tensorfeld, ein r-Feld,
iber M und ,fE-t=0 fir jede r-Form & diber M, so ist t=0.

Ist t ein r-kontravariantes Tensorfeld iber M und ,,[&-t=0 fir jedes
r-covartante Tensorfeld & iber M, so ist t=0.

Fiir relative Tensorfelder gelten leichte Modifizierungen der vorauf-
gehenden Sitze.

2. Neuer Beweis eines Stokesschen Integralsatzes.

Sei t eine (n—1)-Form iiber M. Dann ist nach dem Stokesschen
Integralsatze jfrotf{=0. Nach dem ersten Abschnitte lisst sich jedes
Tensorfeld als Summe lokaler Tensorfelder darstellen. Sei t=3¢,, wo t;
lokal, und ¢; eines der ¢;. Da ¢; lokal, gibt es ein Koordinatensystem ¢
von M und eine offene n-Zelle W in M mit W <g(R,) derart, dass
t;(p)=0 fiir alle Punkte p ¢ W. Somit folgt

frott,:()
M

aus dem nachstehenden Satze.

THEOREM 6. Seien ¢ ein Koordinatensystem in M, N die Menge ¢(R,),
weiter Q eine offene n-Zelle in R, und W das Bild von Q bei ¢, schliesslich
t eine (n—1)-Form tber N, die in einer Umgebung von ¢W wverschwindet.
Dann ist g Jrott=0.

Beweis. Sind e,(p) die kontravarianten Basisvektoren im Punkte p
von N beziiglich ¢ und g(p) die Determinante des Masstensors in p
beziiglich ¢, so ist definitionsgemiss

frott = f(rott)-(g-*el/\ ... Ae,) = f(rott)-(g—*ellx ...Ae,) gt dQ .
w w Q

Fir pe R, sei s(z) derjenige (n— 1)-kontravariante Tensor in z, der be-
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ziiglich der identischen Abbildung von R, die Komponentent, , ()
hat. Dann ist (rots)(x)=(rotf)p(x). Sind E, die natiirlichen kontra-

varianten Einheitsvektoren von R,, so ist also
(rot t)ym  (e1A ... Ae,) = (rots), (K A... . AE,).
Somit folgt der obige Satz aus dem nachstehenden euklidischen Satze.
THEOREM 7. Seien @ eine offene n-Zelle im n-Zahlenraume R, und v

eine (n—1)-Form iiber R,, die in einer Umgebung von 0@ verschwindet.
Dann st gfrotv=0.

Bewzis. Seien e; die natiirlichen kontravarianten Einheitsvektoren
von R, und {(p)=e.A... Ae, fiir jeden Punkt pe R,. Dann ist

frotv = f(rotv)-t
Q Q
und nach Theorem 8 weiter

(rotv)-t = +div(v-t)—v-divt,

wegen divi=0 daher
frotv = + fdiv(v-t) .
Q Q

Andererseits ist die rechte Seite nach dem Greenschen Integralsatze
Null.

THEOREM 8. Seten w ein schiefsymmetrisches r-kontravariantes und v ein
schiefsymmetrisches (r — 1)-covariantes Tensorfeld tber R,. Dann ist

div(v-w) = (—1)"Yrotv) -w + v-divw .

Bewzis. Mit v=(v, , ) w=(w""*) und v-w=t=(t') ist

(r——l)lz A dpa W wht At
also
ot
divt = Y —
o ; oxt
1 avﬂl»nlr—l A,...Ar.lz owh e
(r——l) 22 " (r——l)’ zz e da T
Nun ist
ov
A= 4.. lr—lwll = (—=1)r-1 lx lr—x,wz,ll Ar_a
2 o = ? =

_(_l)rlz ‘r wh A
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Sei (x;...«,) eine Permutation von (1...r). Ist dann (4,...4,) ein
r-Tupel von Zahlen A; zwischen 1 und =, so bedeute (y,...u,) immer
diejenige Permutation von (4,...4,), die («,...«,) entspricht. Es ist
also (uy...u,)=(,, --.4,). Dann ist

o ov
o _ Vs....ttr o in...ur _ . My Uy Tug. . v Ay A
(-lyrd = 2w ?S’g“(a,...h) dart
1 . My lr avﬂz..-#r AL, .. Ay
‘ﬁ%%mgn(zl-w)' oz "
1
= - (rOtv)ﬂl...lrwAI.“Ar
)

r
= (r—1)! (rotv)-w.

Also ist divt=(—1)""(rotv)-w+v-divw, wie behauptet.

3. Bedingungen fiir Quellen- und Wirbelfreiheit.

Sei M wie oben eine kompakte Riemannsche n-Mannigfaltigheit. Ist
t ein r-Feld iiber M und bezeichnet grad ¢ die covariante Ableitung von ¢
beziiglich der Riemannschen Metrik von M, so ist bekanntlich div¢
das (r—1)-Feld mit

(divt)hu.lr—x = z (gr&d t)i“"’l"-l" )

Offenbar héngt divi von der Metrik von M ab.

Ist o eine r-Form iiber M, so ist rotw=dw eine (r+ 1)-Form. Sind ¢
ein Koordinatensystem von M, N die in M offene Menge ¢(R,), fiir jeden
Punkt p aus N weiter ¢~}(p)=(x}, . ..,2;), ferner Q=w|N und

Q =30, ,de"a. .. adar.

80 ist

1 o2
_ O NS S/ TR s
(rOt'Q)l;...lrﬂ A En. A o

rotQ = 3" dQ, ., adaa.. . adatr.

Ersichtlich ist dx® ein covariantes Vektorfeld iiber N: es ist (dz%)(p) der-
jenige covariante Vektor im Punkte p, der beziiglich des Koordinaten-
systemes ¢ die Komponenten &,...,8, hat. Dabei ist ai=z%(p) eine
Skalarfunktion, f. iiber N, und df=da? ist die covariante Ableitung
von f.

Sei I'y(M) der lineare Raum der ¢-Felder und I"(M) der lineare Raum
der i-Formen iiber M. Dann sind div und rot lineare Abbildungen
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div: I'(M) - I',_y(M) und rot: I'(M) - I'*Y(M) mit divdiv=0,
rot rot=0 und der weiteren Eigenschaft: fiir alle Paare (w,t), wobei
eine r-Form und ¢ ein (r+ 1)-Feld iiber M bedeuten, ist

fm-divt = f(rotw)-t .
M i

Man findet die letzte Gleichung z. B. in [3, p. 434-436] bewiesen.

THEOREM 9. Set w eine r-Form iber M. Fir jedes r-Feld x=divy
itber M sei yfw-x=0. Dann ist v geschlossen.

BewEls. Sei ¢t ein (r+1)-Feld iber M. Dann ist ,f(rotw)-t=
mfw-divi=0. Es ist also pf(rotw)-¢=0 fiir jedes (r+ 1)-Feld ¢ iiber M.
Nach einem obigen Satze ist daher rotw=0.

THEOREM 10. Sei t ein r-Feld dber M. Fiir jede derivierte r-Form &
sei 3 fE-t=0. Dann ist divt=0.

BewEls. Sei ¢ eine (r—1)-Form iiber M. Dann ist [o-divi=
[(roto)-t=0. Es ist also [o-divi=0 fir jede (r—1)-Form o. Nach
einem obigen Satze ist dies nur bei divi=0 méglich.

4. Lineare Transformation von Tensorfeldern.

Sei C,.(M),CT(M) der lineare Raum der r-kontravarianten bzw. r-co-
varianten Tensorfelder iiber M. Bekanntlich bestimmt dann jede line-
are Abbildung von C.(M) bzw. C"(M) in die reellen Zahlen ein Feld
aus C7(M) bzw. aus C,(M).

TaEOREM 11. Seien C. (M) der lineare Raum der r-komtravarianten
Tensorfelder iiber M und @ eine lineare Abbildung von C, (M) in die reellen
Zahlen. Dann gibt es ein r-covariantes Tensorfeld w #ber M derart, dass
ufw-x=>D(x) fir jedes Feld x aus C,(M).

Bewgis. Seien R, der n-Zahlenraum, ¢ ein Koordinatensystem von
M und U die Menge o(R,). Sind V eine offene n-Zelle in M mit V< U
und 2, ...,4, natiirliche Zahlen =<n, so sei das r-kontravariante Ten-
sorfeld E[o, V], , wie folgt bestimmt.

Es bedeute « die grosste Zahl derart, dass eine beziiglich M gebildete
sphéarische Umgebung des Durchmessers « in V liegt. Sei V' die offene
(x)2-Umgebung von V beziiglich M und W=UnV’. Fir alle p € U seien
e)(p), . . .,e,(p) die kontravarianten Basisvektoren und e!(p),...,e"(p)
die covarianten Basisvektoren in p beziiglich o. Fiir alle p e W sei &(p)
die Zahl dist(p, W — W)/(dist (p. W — W) + dist (p, V)). Hierauf setzen wir

Math. Scand. 11 — 7
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Elo,V}i..4(p) = ,(P)®...®¢,(p) fir peV,
§(p)e,(P)® ... Re, (D) fir pe W-V
und E[e, V], ,(p)=0 fiir pe M —W. Offenbar ist limu/(x+a?)=1 fiir

x — 0.

Fiir alle Punkte p € U und alle r—Tupel (A;...4,) setzen wir nun

v a(P) = hm = ¢(E[0', V]zl )
V—>p I |
wobei V eine sphirische Umgebung von p und |V| das Volumen von V
bedeutet. Hierauf sei

o(p) = 3w, 4 (p) MP)R ...Qe"(p)

in allen Punkten p aus U. Man bestétigt leicht, dass die Erklirung von
w(p) vom Koordinatensysteme unabhingig ist. Man kann daher w(p)
als in allen Punkten aus M erklirt ansehen.

Zum Nachweis, dass w die verlangten Eigenschaften hat, sei ¢ ein
r-kontravariantes Tensorfeld iiber /. Nach dem ersten Abschnitte kann
man weiterhin voraussetzen, es sei t lokal. Hierauf kann man annehmen,
dass o ein zu ¢ gehoriges Koordinatensystem ist, dass also eine n-Zelle

X mit X< U und
t(p) =0  fir alle pe M- X

existiert. Sei t(p) =3t} " e, (P)R ... R e, (p) fir alle pe U.
Wir zerlegen nun X in kleine n-Zellen X,. Dann ist

fwt—fwt—zz w- (th "ex® .®e,) .

Nach dem Mittelwertsatze liegt daher in jedem X; ein Punkt ¢, mit

fart
M

z 2 IXin(ql {t lrell qz)@ ®e/1, q'l,)}

ll

r_! E Z lXilwAI...x,(Qt)tll"'A'(Qi)

l

Z

T A

? (; ; th-*(g;) Elo, Xt]zl...z,) .

D(E[o, X .. ) -

I

Andererseits ist
Z ; th--*(q,) E[o, Xy ~ 8
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sofern nur die Unterteilung von X hinreichend fein ist. Also [w-t=
@(t), wie behauptet.

5. Darstellbarkeit von r-Feldern als Divergenz von (r+1)-Feldern.

Wie oben ist M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n.

TeaEOREM 12. Sei t ein r-Feld iber M. Fir jede geschlossene r-Form ¢
itber M gelte y[@-t=0. Dann ist t Divergenz eines (r+ 1)-Feldes.

BewErs. Sei A™+1(M) der lineare Raum der derivierten (r + 1)-Formen
iiber M. Fiir jedes Feld &=dn aus A7 (M) setzen wir

F§) = [n-t.
M

Zum Nachweis, dass F eindeutig ist, sei £=d7. Dann ist

fn't—fﬁ't = f(n—ﬁ)'t.
M

M M
Andererseits ist dn=dij, also 5 —7 geschlossen und nach Voraussetzung
daher das letzte Integral Null.

Offenbar ist F eine lineare Abbildung von A7+1(M) in die Menge R der
reellen Zahlen. Sei I'"*(M) der lineare Raum der (r+ 1)-Formen und
F': I'Y(M) — R eine lineare Fortsetzung von F iiber I'"+}(M). Im Sinne
des letzten Abschnittes bezeichne f das der linearen Abbildung F” ent-
sprechende (r+ 1)-Feld.

Sei ¢ eine r-Form iiber M. Dann ist

fa-t — F(roto) = F'(roto) = f(mta)-f - fo-divf,
M M M
also

fa-(t_divf) —0.

M
Da die letzte Gleichung fiir jedes o gilt, ist nach einem obigen Satze
t—div f=0, wie behauptet.

THEOREM 13. Sei o eine r-Form iber M. Fur jedes divergenzfreie
r-Feld x itber M gelte yf w-x=0. Dann ist w eine derivierte Form.

Bewegss. Sei 4,_;(M) der lineare Raum derjenigen (r—1)-Felder iiber
M, die Divergenz von r-Feldern sind. Fiir jedes Feld x=divy aus
A, (M) setzen wir

() = f wy.

M
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Zum Nachweis, dass @ eindeutig ist, sei z=divy. Dann ist

[oy-[wg=[ow-9.
M M M

Andererseits ist divy=divy, daher y—7 divergenzfrei und nach Vor-
aussetzung also das letzte Integral Null.

Offenbar ist @ eine lineare Abbildung von 4, _ (M) in die Menge R
der reellen Zahlen. Sei I',_,(M) der lineare Raum der (r — 1)-Felder iiber
M und @': I',_,(M) — R eine lineare Fortsetzung von @ iiber I",_,(M).
Im Sinne des letzten Abschnittes bezeichne ¢ die der linearen Abbildung
@’ entsprechende (r—1)-Form.

Sei ¢ ein r-Feld iiber M. Dann ist

fw-t — B(divi) = @'(dive) = frp-divt - f(rot(p)-i,
M M M

also
f(m—rottp)-t =0.
M

Da die letzte Gleichung fir jedes ¢ gilt. ist nach einem obigen Satze
m—rote =0, wie behauptet.

6. Die Divergenzgrupﬁen.

Bekanntlich lasst sich jedem reellen r-Cozyklus derart eine geschlos-
sene r-Form zuordnen, dass diese Zuordnung den de Rhamschen Iso-
morphiesatz liefert. Entsprechend kommt jedem reellen r-Zyklus ein
divergenzfreies r-Feld zu. Man vergleiche auch [2, p. 87-101].

THEOREM 14. Zu jedem reellen r-Zyklus z in M gibt es genau ein diver-
genzfreies schiefsymmetrisches r-kontravariantes Tensorfeld t ber M derart.

dass
fm = Jm-l‘

B M
Jitr alle r-Formen o iber M.

Bewzis. Setzt man f(o)=_fo fir alle o, so ist f eine lineare Abbil-
dung des linearen:Raumes der r-Formen iiber M in die reellen Zahlen.
Nach Theorem 11 gibt es genau ein schiefsymmetrisches r-kontrava-
riantes Tensorfeld ¢ iiber M mit yfw-t=f(w) fiir alle . Andererseits ist

fw't = [w = jdi] = J.n =0
M ;; Lz oz

fiir jede derivierte Form w=dy. Nach Theorem 10 ist also div ¢t =0.
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THEOREM 15. Sei H (M) die reelle r-dimensionale Homologiegruppe von
M. Setzt man dann @{z}={t} fir jede Homologieklasse {z} aus H (M),
wobei t das nach Theorem 14 zu z gehorige divergenzfreie r-Feld bedeutet.
so ist @ eindeutiyg.

Bewns. In Theorem 15 bedeutet {t} natiirlich die Divergenzklasse
von t. Seien jetzt 2, ~2, Zyklen aus {z} und #; das z; entsprechende Feld
im Sinne von Theorem 14. Nach Theorem 12 ist nur zu zeigen, dass
Jfw- (t;—t,) =0 fiir jede geschlossene r-Form w. Nun ist

Jw-(tl—tg) :Jw—;!w =a£(o %de =0,

wie behauptet.

THEOREM 16. Seien z,,z, zwet reelle r-Zyklen @ber M und t; das zu z;
gehorige divergenzfreie r-Feld im Sinne von Theorem 14. Gehéren dann ¢,
und t, zur gleichen Divergenzklasse, so ist z, ~z,.

BewEgis. Es geniigt zu zeigen, dass (2,—2,)-¢=0 fiir jeden reellen
r-Cozyklus ¢. Nun gibt es zu jedem reellen r-Cozyklus ¢ und zu jedem
reellen r-Zyklus z eine geschlossene r-Form o mit fw=z-c. Daher
geniigt es zu zeigen, dass

f o =0 fir jede geschlossene r-Form .
2122
Wie man dem Beweise von Theorem 14 entnimmt, entspricht dem
Zyklus z, —z, gerade das Feld ¢, —t,. Also ist

fw = fm-(tl—tz) = fw-divT =0,

2)—2g M M
woraus der vorstehende Satzt folgt.
THEOREM 17. Sei A7(M) der lineare Raum der Coklassen geschlossener

r-Formen iiber M und A (M) der lineare Raum der Divergenzklassen diver-
genzfreier r-Felder iber M. Dann sind A"(M) und A4,(M) isomorph.

Bewsis. Fiir jedes Element Q aus A47(M) und jedes Element 7' aus
A,(M) sei Q-T die Zahl
() .Q'Tzfm-t.
M

wo o eine r-Form aus 2 und ¢ ein r-Feld aus T sind. Zum Nachweis,
dass Q-7 eindeutig bestimmt ist, seien «©,,w, Formen aus £, also
0y —wy=rot&, und t,,t, Felder aus T, also ¢, —¢,=divs. Dann ist
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fortu st = (fortcfona) + (fortfont)

= f(rotf)-tl-{-fwz-divs .

Wegen divt, =0 ist [(rot&)-¢, =0, wegen rotw,=0 ist fw, divs=0.
Wir wollen zeigen, dass

(2) annihilator(4,(M)) = 0.

Sei £, ein Element aus A7(M) mit 2,-7' =0 fiir alle 7. Zu zeigen, dass
£2,=0. Hierzu sei w, eine r-Form aus £,. Dann geniigt es offenbar zu
zeigen, dass w, deriviert ist. Da Q,-7T =0 fiir alle 7', ist [w,-t=0 fir
alle divergenzfreien r-Felder . Also ist w, nach Theorem 13 deriviert.
Entsprechend ist

(3) annihilator(47(M)) = 0.

Hierzu sei T, ein Element aus 4,.(M) mit 2-7,=0 fiir alle 2. Zu zeigen,
dass Ty=0. Sei ¢, ein Feld aus T,. Da 2-T,=0 fiir alle 2, ist [w-t,=0
fiir alle geschlossenen r-Formen w. Also lisst sich ¢, nach Theorem 12
als Divergenz darstellen.

Nun gilt folgendes elementare Lemma [4, p. 345-346]. Seien H,H*
durch ein skalares Produkt gepaarte Vektorrdume. Sei annihilator(H)
und annihilator(H*) beziehungsweise die Null von H* und H. Sei H
der zu H duale Vektorraum. Ordnet dann @ jedem Element h* aus H*
jene lineare Abbildung von H in die reellen Zahlen, also jenes Element
aus H zu, das durch [®(h*)](k)=Fh*-h bestimmt ist, so ist @ ein Iso-
morphismus von H* auf H.

Sind V ein Vektorraum endlicher Dimension und ¥ der zu V duale
Vektorraum, so sind sie bekanntlich isomorph. Hieraus und aus dem
vorstehenden Lemma folgt der obige Satz.
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