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ABBILDUNGEN VOM HILBERT-SCHMIDTSCHEN
TYPUS UND IHRE ANWENDUNGEN

KRZYSZTOF MAURIN

Einfiithrung

Die Theorie der abstrakten Eigenfunktionsentwicklungen ist seit der
Abhandlung von Gelfand-Kostjucenko ([6], 1955) immer mehr verall-
gemeinert worden ({2]-[7]); dabei wurden die Beweise immer einfacher.
In einer interessanten Note hat Berezanskij [2] bemerkt, dass viele der
oben erwihnten Ergebnisse sich durch eine Anwendung der Hilbert—
Schmidtschen Operatoren einfach herleiten lassen. Das gab u.a. Anre-
gung zu den Untersuchungen der vorliegenden Abhandlung.

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit werden Hilberi—Schmidtsche Abbil-
dungen zwischen zwei Hilbertrdumen £ und F eingefiihrt, die sich im
Falle E=F auf die wohlbekannten Hilbert-Schmidtschen Operatoren
reduzieren. Auch werden dort die Eigenschaften dieser Abbildungen
studiert; es wird u.a. bewiesen, dass das Produkt zweier Hilbert—-Schmidt-
schen Abbildungen nuklear ist.

Im Abschnitt 2 betrachten wir den Raum H¥({2) aller komplexen
Funktionen, deren Ableitungen bis zur Ordnung k in einem offenen
Gebiet (2 des euklidischen Raumes EV quadratisch integrierbar sind.
Es wird im Falle 2m > N bewiesen, dass ({2 beschrinkt und regulir be-
randet) die Sobolevschen Einbettungen

H™+(Q) - H¥(R)

Hilbert—Schmidtsche Abbildungen sind. Diese Tatsache ermdglicht im
3. Abschnitt einen einfachen Beweis eines Satzes von Browder [4].

Im Abschnitt 4 wird dann der Hauptsatz iiber abstrakte Eigenfunk-
tionsentwicklungen bewiesen. Durch Verbindung dieses Satzes mit den
Ergebnissen des Abschnitts 2 werden schliesslich im letzten Abschnitt
Verschirfungen interessanter Sitze von Berezanskij [2], Browder [4],
Gelfand-Kostjulenko [6], Garding [7] u.a. bewiesen.

Uber diese Ergebnisse wurde bereits auf dem 2. Ungarischen Mathe-
matischen Kongress (Budapest, September 1960) und der Banach-Kon-

Eingegangen am 31. Januar 1961.
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ferenz (Jablonna, September 1960) kurz berichtet. — Zu grossem Dank
bin ich Herrn Professor Lars Géarding verpflichtet, der das Manuskript
kritisch durchgesehen hat.

1. Hilbert-Schmidtsche Abbildungen.

Wir betrachten lineare Abbildungen, die Elemente eines separablen
Hilbertschen Raumes £ in Elemente eines separablen Raumes F iiber-
fithren. (Im Falle #=F handelt es sich also um gewdhnliche lineare
Operatoren eines separablen Hilbertschen Raumes, und auf Grund der
Isomorphie zweier separablen Hilbertrdume existiert natiirlich im ab-
strakten Sinne kein Unterschied zwischen »Abbildungen« und »Opera-
toren«. Es wird sich aber zeigen, dass unsere Terminologie zweckméssig
ist). Wir werden eine wichtige Klasse von solchen Abbildungen charak-
terisieren, die sich im Falle £ =F auf die Klasse Hilbert—Schmidtscher
Operatoren reduziert und die wir deshalb die Klasse der Hilbert—-Schmidt-
schen Abbildungen (kurz H.S.-Abbildungen) nennen werden. Es wird
sich zeigen, dass H.S.-Abbildungen etwas allgemeiner sind als nukleare
Abbildungen aber spezieller als vollstetige. Auch wird bewiesen, dass
durch Superposition einer stetigen und einer H.S.-Abbildung wieder eine
H.S.-Abbildung entsteht und dass das Produkt zweier H.S.-Abbildungen
sogar nuklear ist.

Wir betrachten in der ganzen Arbeit nur separable Hilbertriume; oft
wird diese Voraussetzung nicht ausgeschrieben.

Im folgenden sind £ und F zwei Hilbertsche Réume, {e;} und {f,} sind
vollstindige orthonormale Systeme (v.0.8.) in £ bzw. F, und (-, )z " |z
u.s.w. bezeichnen Skalarprodukt und Norm im entsprechenden Raum.

Es sei jetzt 4 eine lineare Abbildung von £ in F':

Esu—>AuelF .

Ist A stetig, d.h. ist ||4||=sup||du||p/|lu|g < oo, wird die zu 4 adjungierte
Abbildung A* von F auf K durch die Identitat

(1.1) (Au,v)p = (u, A*v)g, wuel, vel,
erklart.

Wir definieren so die Zahlen
(1.2) 1412 = Yl dellx?,

|[4*|2 = Zk”A*fk”E .

LemMa 1. Es sei die Abbildung A von E auf F linear und stetig. Dann
sind |4| und | A*| von den Ortogonalsystemen in (1.2) unabhdingig, und es gilt

(1.3) |4} = |4%].
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Bewers. Es gelten die Gleichungen

|42 = 3l delz? = 3.2 (Ae.fi)pl?
= 2r2.il(€s A*fi)pl?
= 2ulld¥f il = 1A%,
Da das erste Glied von {f,} und das letzte von {¢;} unabhingig ist, folgt

die Behauptung. Speziell folgt also, dass die Zahlen |4| und |A*| ent-
weder beide endlich sind oder sie sind beide = co.

Sarz 1. Es set A eine lineare Abbildung von E in F und es sei |A| < co.
Dann ist A stetig, und es gilt die Ungleichung

(1.4) Al = 14] = |4%] .

BewEris. Wir betrachten solche u=3 a,e; in E, wo hichstens endlich
viele @; von Null verschieden sind. Dann ist

ldullz® = IIZ-%-A%HFZ = (Eil“i‘ HAeiHF)Z =
£ ZilaiP2illdelp® = AP |lullg®.
Daraus folgt auch fiir allgemeine v € ¥
(1.5) ldullp = 4] |Julg

und der Beweis ist fertig.
Wir sind jetzt imstande, H.S.-Abbildungen zu definieren:

DEFINITION. Die lineare Abbildungen A, die die Voraussetzungen des
Satzes 1 erfillen, werden Hilbert-Schmidtsche (H.S.) genannt. Die Zahl |A|
heisst H.S.-Norm.

Es gilt der einfache

Sarz 2. Produkt endlich vieler stetigen Abbildungen, von denen minde-
stens etme H.S. ist, ist wieder H.S.

Bewers. Es geniigt offenbar, den Satz fiir das Produkt von zwei
Abbildungen zu beweisen. Es seien also ¥, F und ¢ drei Hilbertraume
und A4 und B zwei stetige Abbildungen:

E5r3a.
Dann sind
(1.8) |BA| = |B| |I4]],
(1.7) |BA| = |4] ||B],

und |BA| ist also endlich falls [4| oder |B| endlich ist. Man hat namlich
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|BA[? = 3,|IBde,lls* = 2lB(4e))llg?
< DBl || Ae;llp?
= ||B|? |42,

woraus mit Hilfe von (1.3) auch (1.7) folgt, weil
|BA? = |(BA)*|* = |A*B*|* < |B**|4*|® = |BJ* | 4|?.

Dass jede H.S.-Abbildung vollstetig ist, sieht man unmittelbar (genau
so wie bei den Hilbert-Schmidtschen Operatoren), und es ist wohlbekannt,
dass ein vollstetiger Operator nicht Hilbert-Schmidtsch zu sein braucht.
Wir werden jetzt die Relationen zwischen H.S.-Abbildungen und nuklearen
Abbildungen begrinden, und geben deshalb zuerst die Definition einer
nuklearen Abbildung.

Die Abbildung 4 von E auf F wird nuklear genannt, wenn die folgende
Voraussetzung erfiillt ist. Es existieren zwei Funktionenfolgen {g;} und
{h;} mit Elementen aus E bzw. F, derart dass fiir jedes » in £ das Bild-
element Au durch

(1.8) Auw = 3 (u,9)gh;,  9;€E, helF,
gegeben ist, wobei
(L.9) 2.illgdle 1Al < oo

Wir zeigen zuerst, dass jede nukleare Abbildung H.S. ist. Ist namlich
{ex} ein v.0.8. in E, so hat man

ldeyllz? = HEi(ek’gi)Eki”F‘z = (Zil(elmgi)El “hi”F)2°

Ohne die Giiltigkeit von (1.9) zu stéren, kénnen wir immer die Funktionen
{9} und {h;} derart normieren, dass ||g;||z%= ||;||?=p;. Dann folgt wegen

(-9 Dulldeylls® = ZR(Zi[(eksgi)E| ”hi||F)2
= zlc{Ei!(ek’gi)E|2Zi”hi”F2}
= Zi”hi”F2{zizkl(emgi)EP}
= YillkllF? 2illgal £
= (zipi)Z < o0,
Eine H.S.-Abbildung braucht dagegen nicht nuklear zu sein. Um das

einfach zu zeigen, nehmen wir an, dass {¢;} und {f;} v.0.S. in E bzw. F
sind, und erkldren die Abbildung 4 durch

Ae; = a;f;,
mit
(1.10) zi|ai|2 < oo, Zilail = 00.
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Dann ist 4 offenbar H.S. Wire 4 auch nuklear, dann wire
Ae; = a;f; = du(ei Iu)uhn
zk”gk”E hillp < oo
2ilal = 2il(afo, fo)rl
= Zilzk(ei’gk)E(hk’fi)Fl
s Zk{Zil(ei,gk)Eiz zil(hkyfi)ﬂz}*
= zk”gk”E“h’k”F < o0,

was aber der Voraussetzung (1.10) widerspricht. Also ist 4 nicht nuklear.
Die Zusammensetzung zweier H.S.-Abbildungen ist aber immer
nuklear:

mit

Also wire

SaTz 3. Es seien E, F und G Hilbertsche Riume und A und B zwet
H.8.-Abbildungen : 4 B
ESFSG@G.

Dann ist die Abbildung Bo A von E auf G nuklear.

Brweris. Wie friiher sind {¢;} und {f,} vollstindige Orthogonalsysteme
in ¥ bzw. F. Dann gilt fiir jedes » in £

u = (u,e)pe; Au = 3 (Au, fi)p fr »
und folglich

(Bod)u = B(Au) = 3 (Au.fi)p Bfic = 21w, A*fi) g Bfyc »
und rechts steht hier ein Ausdruck in der gewiinschten Form (1.8). Dass

auch (1.9) erfillt ist, zeigt die Ungleichung
illd*filz|Bfille = (Sl A*fills?)} (SallBfille?)t = |4%]|B| < .

2. H.S.-Eigenschaft der Sobolevschen Einbettungen.

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen treten oft die
Funktionenriume H* auf. Wir erinnern zuerst an die Definition dieser
Raume.

Wir bezeichnen mit « ein N-tupel (x;,x,, . ..,xy) von nicht negativen
ganzen Zahlen, mit |«x| die Summe zjilzxj, und schreiben

Da a o1 a 23} a aN

(@) &) &)

Es sei 2 ein offenes Gebiet des N-dimensionalen Euklidischen Raumes
EXN, (Die folgenden Definitionen und Sétze iibertragen sich unmittelbar
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auf N-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten £2). Der Raum
H™(Q) besteht aus denjenigen Funktionen, fir die alle Ableitungen bis
zur Ordnung m in 2 existieren (fast iiberall) und iiber 2 quadratisch
integrierbar sind. Mit dem skalaren Produkt

(%, 0),, = 2 fD"‘u D*v
laj=m o

wird H™ bekanntlich ein vollstindiger separabler Hilbertscher Raum.

Speziell ist H® mit L* ) identisch. — Wir definieren auch Hg(£) als

die Abschliessung in der H™-Norm der Menge Cy’(£2) von beliebig oft

differenzierbaren Funktionen mit kompakten Trigern in .

Es ergibt sich unmittelbar, dass H™* bzw. H"* im Raume H™ bzw.
HYy' enthalten ist fir jedes £>0. Somit kann H™+k in H™ kanonisch
abgebildet werden. In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
spielen diese Einbettungen, die man nach Sobolev und Rellich zu benen-
nen pflegt, eine wichtige Rolle. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass
unter gewissen Voraussetzungen die Einbettungen H.S.-Abbildungen sind.

Es sei jetzt u ein Element in H™¥*(m = 1) und y ein Punkt in 2. Wir
konnen » auf die komplexe Zahl D*u(y) abbilden, falls |«| <k ist, und
dadurch wird also ein lineares Funktional 7' auf H™* definiert:

H % sy — T (u) = D*u(y) .

Ahnlich wird H™+* auf den Raum der komplexen Zahlen abgebildet.

Fiir beschrianktes 2 ist fiir m > 3N die oben definierte Abbildung von
H?** in die komplexen Zahlen sogar stetig; es gilt (Sobolev-Friedrichs,
siehe z.B. [13])

21) DU S Clullps  m>3N, lal=k, weHp™,

wo die Konstante C nur von « und £ (und also nicht von y) abhingt.

Analoge Ungleichungen gelten auch fiir die Rdume H™+*, wobei aber
noch gewisse Forderungen dem Rande 002 des Gebiets © auferlegt wer-
den miissen. Im folgenden Lemma geben wir nicht die exakten Voraus-
setzungen iiber den Rand an, sondern weisen den Leser auf die wohl-
bekannte Literatur (z.B. [13]) hin.

LeMMA (Sobolev). Es sei Q2 ein beschrinktes GQebiet des Raumes EN,
dessen Rand die Sobolevschen Forderungen erfullt. Weiter sei m> 3N und
|| £ k. Damn ist die Abbildung

Hm+ Q) s u — T (u) = D*u(y)
Jir jedes y in 82 ein stetiges lineares Funktional. Dabei gilt die Ungleichung
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(2.2) ID*u(y)] = Cllullysr »
mat C unabhingig von y.

Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir

SATz 4. Hs ser 2 ein beschrinktes, Sobolevsches Gebiet des N-dimensio-
nalen euklidischen Raumes EN; es sei auch m> 3N und k= 0. Dann sind
die kanonischen Einbettungen

(2.3) Hm+k(Q) —~ H¥(Q)
und
(2.4) HyHQ) > Hy(Q)

Abbildungen vom H.S.-Typus. Fur die Abbildung (2.4) gult dies sogar fiir
jedes beschranktes Gebiet ohne Voraussetzungen iber den Rand.

BewEIs. Sei « beliebig, |¢|<k. Dann gibt es fiir jedes y in 2 eine
Funktion gj(x) in H™* derart dass

(2.5) Ty(w) = D*w(y) = (w,9g)m, € H™E,

weil ja nach dem obigen Lemma das Funktional 7' stetig ist. Bekannt-
lich folgt dann |jg;|l%, =TI Ist {e;} ein v.0.8. in H™+k, so folgt aber

aus (2.5)

l95lmer = 2il(Ggedmnl® = 2i D ei(y)I*
und also, wegen (2.2),
(2.6) i D%ey)* = lgylimee = ITI? = C*.

Hier kann natiirlich C so gewihlt werden, dass (2.6) fiur alle |x|=<Fk
richtig ist. Wir summieren iiber « und integrieren dann iiber Q:

)« > [[ 3 lgha]a = | 3 Sd0ewr] a

lol=k
-3 [ > |D“e,-<y)|2dy] = Sl
lelsk 5

Schreiben wir die Einbettung (2.3) in der Form
Hmk sy Y (u,e;)e; € HY,

so folgt nun aus (2.7) unmittelbar, dass die Einbettung H.S. ist. Ahnlich
beweisst man, unter Beriicksichtigung von (2.1), dass auch die Einbet-
tung (2.4) H.S. ist. Damit ist der Beweis erledigt.

Aus den Sitzen 3 und 4 bekommen wir sofort das folgende
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KoroLLAR (vgl. [9]). Unter den Voraussetzungen des Satzes 4 sind die
Einbettungen
(2.8) Hmik(Q) ~ HKQ) ,
(2.9) H{™H2) ~ Hy(Q) ,
nukleare Abbildungen.

BEMERKUNG. In [9] wurde die Nuklearitdt von (2.9) auf ganz andere
Weise auf dem Umwege iiber einen Satz von Grothendieck gewonnen.

3. Eine Anwendung auf elliptische Randwertaufgaben.

In letzter Zeit hat man fiir elliptische Operatoren (und Systeme) all-
gemeine Randbedingungen ermittelt, bei welchen das Problem r-ter
Ordnung
(3.1) Au = fe H¥Q), k=0,1,2,...,

B,ul,q = 0, v=12...,p,
eindeutig 16sbar ist und die Ungleichungen

(3.2) lellrrre = Cplldully

mit gewissen Konstanten C,, erfillt sind. (4 ist hier ein Differential-
operator 3, ,a,(x)D* und B, sind Differentialoperatoren auf dem Rande.)
(Vgl. [1] und [12].)

Aus (3.2) folgt, dass die durch (3.1) definierte Abbildung 4 eine In-
verse A-1 hat, die H° stetig auf H" abbildet, und dass auch die Operato-
ren (A-1) von HO auf H'* stetig sind. Betrachtet man A-! als einen
stetigen Operator R von L?=H® auf L2, bekommt man R=17,4-! und
Ri=1I,(A-'), wo I, die kanonische Einbettung H* - H° bedeutet. Weil
(A-1y stetig ist, folgt ans den Sitzen 2 und 4

Satz 5. Fir jr> 3N ist die j-te Potenz der Resolvente des Operators (3.1)
r-ter Ordnung etne H.S.-Abbildung und ist also als Integraloperator mit
einem Hilbert-Schmidtschen Kern darstellbar.

BemerrUNG. Der Satz 5 ist eine weitgehende Verallgemeinerung eines
vor kurzem von F. E. Browder ([4], vgl. auch [3]) auf ganz komplizier-
tem Wege gewonnenen Satzes fiir den Dirichletschen Operator.

4. Allgemeine Eigenfunktionsentwicklungen.

Wir kommen jetzt zu dem wichtigsten Anwendungsgebiet der H.S.
Abbildungen: den singuldren Eigenwertsaufgaben. Um die Lektiire zu
erleichtern und die Bezeichnungen zu fixieren, formulieren wir zuerst den
sogenannten vollstindigen Spektralsatz (von Neumann [11], 1949).
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Es sei A ein lokalkompakter Raum und u(1), A€ A, ein positives
Mass auf A. Fir jedes A€ A sei H(A) der Hilbertsche Folgenraum der

Dimension k(1) :
u(4) EI']( ) = @A) = {d,(2),8y(2), . -,ﬁk(/l)(l)}

k()
Z %;(4)> < oo

mit

(Die Dimension k(1) von H(A) variiert also mit A und braucht nicht end-
lich zu sein). Dann ist bekanntlich das »direkte Integral«

(4.1) A= f AR du(2)
A

ein separabler Hilbertscher Raum, wenn das skalare Produkt in A durch

110 o
i,9) = [ |2 6050) au
a vt
erklart wird.

Der allgemeine Spektralsatz besagt nun, dass wenn {4,} ein System
(beliebiger Michtigkeit) von starkvertauschbaren, selbstadjungierten
Operatoren 4, in einem Hilbertschen Raum H ist, dann existiert eine
unitdre Abbildung F, die H auf ein direktes Integral vom Typus (4.1)
iiberfiihrt und die gleichzeitig das System {4,} diagonalisiert:

Hsu-Fu =zi=fd(l)dy(l)EH

(42) ((Fu,F’I))) = (urv)Ha u,v eH ’
(FAu)A) = 680, j=1,2,....kA).

Wenn 4 variiert, durchlauft d,(1) das Spektrum von 4g, d.h. dy(-) bildet
A auf Sp(4,) ab

Um unseren Hauptsatz zu beweisen, geben wir zuerst das folgende

LeMMA. Es ser G eirn Hilbertscher Raum und A eine lineare Abbildung

¢ 4 ﬁ=fﬁ(,1)dﬂ(1).
A

Ist A vom H.S.-Typus, dann ist auch die Abbildung
(4.3) G>sf— (Af)A) e H(A)
vom H.S.-Typus fir fast alle A.
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Brweis. Wir haben, wenn {¢;} ein v.0.S. in @ ist,

8

Af =z(f,e,i)A z fe Ae,; = éi, ’b. = 1,2,... .
=1

Weil 4 eine H.S. Abbildung ist, gilt

él!éﬂlf =§ Af [}: |64(2) |2] du(d) < oo.

Daraus folgt aber
oo k()

(4.4) ; ; (62 = Elle’ Weam < o

fiir alle 4, abgesehen hochstens von einer y-Nullmenge N. Da die Ab-
bildung (4.3) sich als

oo

[~ (4f)(2) =3 (f.e;)é4(2) e H(A)
schreiben liasst, besagt (4.4) eben, dass diese Abbildung H.S. ist fiir
A¢N.

Havuprrsatz. Es sei @ eine lineare Untermenge von H, die eine solche
prehilbertsche Struktur besitzt, dass die identische Einbettung von @ in H
eine H.8. Abbildung ist; es sei weiter F die Fourier-transformation, die das
System {4} diagonalisiert.

Dann ist die Abbildung
(4.5) D>5u— (Fu)(d) = 4(A) e HA)
fir fast alle 2 stetig (und sogar H.S.) und kann also in der Form
(4.6) wi(A) = (u,e5(A)), J=12,...,dimH(1),

dargestellt werden, wo die e;(A) stetige lineare Funktionale auf ® sind.

Beweis. Bezeichnet I die identische Einbettung von @ in H, dann ist
FoI die Abbildung von & auf #. Nun ist I Hilbert-Schmidtsch und F
unitdr, und folglich ist Fol auch H.S. Dann ist aber nach dem Lemma
auch (4.5) vom H.S.-Typus, wenn 4 nicht einer u-Nullmenge angehort.
Damit ist der Satz bewiesen.

BemMERKUNG. Die Funktionale e(4) in (4.6) diirfen als verallgemeinerte
Eigenelemente des Systems {4,} betrachtet werden, weil nach (4.2) fir
ued

(Agu,ed)y = (FAgu)i(d) = dg(A)d;(2) = (u,dgA)e(A)), A¢N.
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Es ist klar, dass F' auf @ durch die {¢;(A)} bestimmt wird. Wenn &
in H dicht liegt, ist also {e;(A)} ein vollstindiges System von verallgemei-
nerten Eigenfunktionen, und die {¢;(4)} bestimmen eindeutig die Fourier-
transformation F.

Aus dem Hauptsatz folgt

Sarz 6. Es seien H;,j=1,2,..., lineare Untermengen des Rawmes H
mit einer solchen prehilbertschen Struktur, dass die identische Einbettung
H; -~ H vom H.S.-Typus ist. Wenn @ induktiver limes der Riume H; und
F die {Ag}-Fouriertransformation H -~ H 1ist, dann ist die Abbildung
@ — H(A) stetig fur fast alle A.

BewEgis. Wir wissen aus dem Hauptsatz, dass die Abbildung
H;>u—d(2) € HA)
stetig ist, wenn A nicht zu einer u-Nullmenge N; gehort. Die Abbildung
@ >u—u(d) e H(A)

ist also stetig, wenn 4 nicht zu U2, N; gehort. Da auch U2, N, eine u-
Nullmenge ist, folgt die Behauptung.

5. Folgerungen aus dem Hauptsatz.

Einen dichten Unterraum &, der den Bedingungen des Hauptsatzes
geniigt, kann man natiirlich auf viele Weise konstruieren. Es sei zum
Beispiel B ein dicht definierter Operator in H, derart dass B-1 H.S. ist.
Mit dem skalaren Produkt

(u,0) = (w,v)g + (Bu,Bv)y
wird das Definitionsgebiet Z(B) von B ein Hilbertscher Raum, und die
Einbettung DB) = Pou—>ucH
ist H.S., weil sie sich aus den beiden Abbildungen
®>3u—>BueH

und H > Bu—~ B-YBu)e H

zusammensetzen lisst. Die erste Abbildung ist ndamlich stetig, die andere
nach Voraussetzung H.S. Es gelten also fiir & = 2(B) die Behauptungen
des Hauptsatzes. Damit haben wir einen Satz von Berezanskij [2] sehr
einfach bewiesen; aus diesem Satz folgt nach Berezanskij [2] ein Satz
von Mautner [10] iiber die Eigenfunktionen eines Carlemanschen Inte-
graloperators.

Math. Scand. 9 — 24
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In manchen Fillen, zum Beispiel wenn {4} ein System von Differen-
tialoperatoren ist, enthilt H die Menge C;’(£2), wo 2 ein offenes Gebiet
des Euklidischen Raumes E¥ ist. Auf der Menge aller Funktionen mit
kompakten Trigern in 2, deren Ableitungen bis zur Ordnung » quadra-
tisch integrierbar sind, definieren wir eine Topologie durch die Halb-
normen

3
(51) [ 3 dorpr@ra
lal=r
wo p(z) eine beliebige, positive und stetige Funktion ist. Den so ent-
stehenden Raum bezeichnen wir @7(2). Ist dann {Q;} eine Folge pre-
kompakter Gebiete, die wachsend gegen 2 streben, ist, wie man sofort
sieht,
(5.2) D7(2) = limind H"(£2;) .
J—>o0

Ist S,u — {S,u), eine Distribution auf Cy*(£2), die sich stetig auf @
erweitern liasst, nennen wir § eine Distribution der Ordnung =<r, und
den Raum dieser Distributionen bezeichnen wir @-". Eine equivalente
Forderung ist, dass es zu jedem kompakten K < (2 eine Konstante C(K)
gibt, derart dass

(5.3) K8, w) = C(K) |ull, ,

wenn u ausserhalb K verschwindet. (Hier hat ||-||, die im Abschnitt 2
definierte Bedeutung.) Ahnlich sagen wir, dass das skalare Produkt
b(u,v) von der Ordnung =<r ist, falls es zu jedem kompakten K < 2 eine
C(K) gibt, so dass

(5.4) lb(u,v)| = C(K) [lull, llvll,,  uweCT(K).

Fiir unsere letzte Anwendung der obigen Theorie nehmen wir jetzt an,
im Hilbertraum H > Cy’(£2) sei das Skalarprodukt von der Ordnung <r.
Dann enthélt H die Raume H{(£2;), weiter sind die identischen Einbet-
tungen H{(£2;) — H stetig. Wir haben dann

Sarz 7. Im Hilbertschen Raume H > Cy(2) mit einem skalaren Produkt
von der Ordnung =r sei {Az} ein System starkvertauschbarer, selbstadjun-
gierter Operatoren; weiter sei F die unitire Abbildung H — H, die das
System diagonalisiert. Dann st fir m > 3N und fast alle 2 die Abbildung

&r+m(Q) 3w ~ (Fu)(A) = 4(A) € H(A)

stetig, und die verallgemeinerten Eigenelemente e;(2), die durch (4.6) erkldrt
werden, sind folglich Elemente in @-"-7(8), also Distributionen, deren Ord-
nung nicht [3N]+r+1 dbertrifft.
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Die verallgemeinerten Eigenfunktionen {e;,A)} sind vollstindig, wenn
Cy(R) in H dicht liegt.

Beweis. Die Einbettung H7*"(£;) - H schreiben wir
HEH(Q)) - Hy(92;) ~ H .

Die erste Abbildung hier ist H.S. nach Satz 4, die zweite ist stetig, und
also die Zusammensetzung H.S. Aus dem Satz 6 folgt dann die Be-
hauptung.

BEMERKRUNG. Der obige Satz ist eine Verschirfung von Sdtzen von
Gelfand—Kostjucenko [6] (verschirft von Garding [7]), Berezanskij [2]
u.a. ([4], [5]). Friither wurde nur e;(1) € (DN+r)" gezeigt. — Wie einfache
Beispiele (Diracsche d,) zeigen, kann im allgemeinen die Ordnung der
Distribution e;(4) nicht unter die von uns gegebene Grenze herunter-
gedriickt werden.

SCHRIFTTUM

1. S. Agmon, The coerciveness problem for integro-differential forms, J. Analyse math. 6
(1958), 183-223.

2. Ju. M. Berezanskij, Eigenfunktionsentwicklungen selbstadjungierter Operatoren, Ukrain.
mat. Zurn. 11 (1959), 16-24. (Russisch.)

3. F. E. Browder, Eigenfunction expansions for singular elliptic differential operators,
Proc. nat. Acad. Sci. USA 40 (1954), 459-463.

4. F. E. Browder, Eigenfunction expansions for non-symmetric partial differential operators
IT1, Amer. J. Math. 81 (1959), 715-734.

5. C. Foias, Sur la décomposition spectrale en opérateurs propres des opérateurs linéaires
dans les espaces nucléaires, C.r. Acad. Sci. Paris 248 (1959), 1105-1108.

6. I. M. Gelfand und A. G. Kostjutenko, Entwicklung nach Eigenfunktionen von Differen-
tialoperatoren, Doklady Akad. Nauk SSSR 103 (1955), 349-352. (Russisch.)

7. L. Garding, Eigenfunction expansions. A seminar in applied mathematics, Boulder,
Colorado, June 23 to July 19, 1957.

8. K. Maurin, Eine Bemerkung zur allgemeinen Eigenfunktionsentwicklungen ..., Bull.
Acad. Polon. Sci., Sér. Sci. Math. Astron. Phys. 8 (1960), 381-384.

9. K. und L. Maurin, Nuklearitit gewisser Rellich-Sobolevschen Einbettungen, Bull. Acad.
Polon. Sci., Sér. Sci. Math. Astron. Phys. 8 (1960), 621-624.

10. F.I. Mautner, On eigenfunction expansions, Proc.nat. Acad.Sci. USA 39 (1953),
49-53.

11. J. von Neumann, On rings of operators, Ann. of Math. (2) 50 (1949), 401-485.

12. M. Schechter, Qeneral boundary value problems for elliptic differential equations, Com-
mun. pure appl. Math. 12 (1959), 457-486.

13. L. Schwartz, Théorie des distributions I et 1I, Paris, 1950 et 1951.

UNIVERSITAT WARSCHAU, POLEN



