MATH. SCAND. 9 (1961), 207—228

SUR UNE CERTAINE CLASSE
D’EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES

V. STENSTROM

Dans cet article je vais ajouter quelques remarques sur I’équation
intégrale

P(x) = 4 Sf (x—oy) @(y) dy

—00

considérée dans un article antérieur [3]. Mon but essentiel est ici de
montrer 'unicité de deux types de solutions et de donner, dans quelques
cas particuliers, des développements, dits « canoniques », du noyau.

1. Sur un théoréme de Carleman.

Nous allons d’abord montrer une généralisation simple d’un théoréme
démontré par Carleman ([1, voir p. 74-77]). A cet effet nous démontrons
les deux lemmes suivants.

Lemme 1. Soit K(x) une fonction bornée dans chague intervalle fini et
telle que Uintégrale

S]K(t)t"] dt < oo

—oo

pour une constante k=0. On a alors

S \K (@ +1) 8% dt < A(k) x|+ B(k)

—00

ou A et B sont des constantes positives dépendant de k.

En effet, on a

Regu le 17 juin, 1959.
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= A(k)|z* + B(k).

LeMME 2. Posons
I

F(w,) = | (x= B0y (B—ayt

Bo

g(x)

on z, B, B, sont des nombres réels quelconques, n un entier 20 et g(x)=+0
pour des valeurs réelles de «x. On a alors

F(x,p) = O (l2[~?)

+oo

do

et

S |[F(z,f)xmte|de < o0, 0 =Ze< 1.

Nous mettons pour abréger

x=Po = (B—Po)t ,
- = (B—Bo)(1-1),

n+l ( 1— t)""’l

hey = =0T
) (130 + (ﬂ - ﬂo)t)
On a done .
F(x,B) = (B—po)" P e S h(t) e B50 gy
0
et, comme on a h#(0) =A®(1)=0 pour »=0, 1, ..., n, on obtient par une

suite d’intégrations partielles

o~ %UB~Bo) d"“h(t) 1
m(ﬂ_ﬁo))n+2 dgn+1 ]
dn+2h(s)

e dt}

S—

= O (|z|="~?).

1
1 S e—fm(ﬂ—-ﬁ 0)
+o0

WCTEAR
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Nous dirons qu’une fonction ¢(x) est de la classe M,, si elle a une

majorante de la forme
Alz|*+ B,
A, B des constantes > 0.

THEOREME 1. Supposons que la fonction K(t) est bornée dans chaque
intervalle fini et que Uintégrale
S|K(t)tk| dt < 00, k=0,

St sa transformée de Fourier

g(x) = \'K(t) e-iot i + 0
pour des valeurs réelles de o, I'équation
() SK(x—y)w(y) dy =0

n’admet pas d’autre solution de la classe M, que @(y)=0 (presque partout).

Multiplions I’équation (1) par la fonction F(x,f) et intégrons par rap-
port & . D’aprés les lemmes 1 et 2 on peut intervertir I'ordre d’inté-
gration et on obtient pour n=[k]

( (6= B0 (B— o)+

@ \owdy\

oo

doc g e~ K(x—y) dx

% A g(x) A
= g
= { o) dy-{ (=g (- arreivedo = 0.
— o

Nous introduisons les fonctions analytiques
0

Dy(z) = Se_iz”w(y) dy, Imz >0,

—00

\e “Wo(y)dy, Imz<O0,
0

Z

Yi(z) = (Z—C)”“(C—,Bo)"*l@l(é) d¢c, Imz>0,
i

Wy(2) = S(z (L= B Dy() dE,  Imz < 0.
Bo

Math. Scand. 9 — 14
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Par des intégrations partielles on obtient

|Dy(2)] < \ e¥™*(Ay*+ B) dy

e YImz (fyn+e 4 B) dy

ce 8 o B

An+1—e)(n—e)...(1=¢) [ —yImz e B
_ Ty S)e ydy + Tma

o

A B
=1 Se-ttedt+ 2

(Imz)l+n+e J Imz
C B
1 1
= s 0e<.
[Imz|+nt+e * |Imz|
De la méme maniére nous trouvons
B,

Cl
(/) .
(=)l < [Imz|1+n-te + [Tmz|

La fonction

{ -0 —pornrer ag
Bo
a la majorante C(1 + |2[27+3)

1+ [y|n+2
dans les domaines

y=0, Imzz=0; y20, Imzg0.

11 s’ensuit que les fonctions ¥(z), ¥y(z) ont des valeurs limites continues
sur I’axe réel. Selon (2) on a donc
Pi(B)—-Wy(f) = 0, ¥y(f) =lim¥y(z), 1 =1,2,
z—>f
d’ol1 'on conclut que ¥,(z), ¥,(z) peuvent se prolonger analytiquement
& travers 1’axe réel et que 'un est le prolongement de ’autre. Comme
nous avons de plus

Wi(z) =0 (Iz|2n+3)7 1= 1,2 )
+oo

il suit que les fonctions ¥,(z) sont égales & un méme polynéme du degré
2n+ 3 au plus.
Nous avons
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P 9(z) = (n+1)! (2= Bo)" 1 Dy(2) ,

ag" M +az"+ ... +a A A
®,(2) = 0% 1 'n+1=A0+ LS n+1

et
(z—Po)™+* z—Bo (z—Bo)"*!
Comme @,(z) - 0 quand |[Imz| - c il faut que 4,=0, et, comme P,(z)
est indépendant de f,, on a aussi 4,=...=4,,,=0, c’est-d-dire
?,(2)=0, et de méme D,(z)=0. A l'aide du théoreme de Fourier on en
conclut que ¢(y)=0.

2. Quelques propriétés de la fonction G(x;c) et de sa transformée de
Fourier.

Nous désignerons par L la classe des fonctions qui sont absolument
intégrables dans I'intervalle (— oc,o0). Posons

g(x) = Sf(t)em dt,  g0) =1,
A(x; o) = ﬁg(oc"x), z,0 réels, |x| <1,
»=0
(@) = (2m)1 S G(t; o) et di .

LemmE 3. Supposons
f®yeL, tfityeL.
Alors le produsit

11 9(«’2)

v=0
est absolument convergent et la fonction G(x;x) est bornée dans (— oo,00).
On a de plus
(*) lim G(z;«) = 0.

|| — 00

En vertu de l'inégalité

o) =1] = | | fe)e=t) di
=2 S F(t) sin 3o’ at ebist dt | < 210&«18 tf)| dt

il suit que le produit est absolument convergent.
Nous choisissons un nombre positif N tel qu’on ait
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lg(x)| < ¥ pour |x| >N

et un nombre positif »,(x), dépendant de , ol1 |z| > N, tel que |+ 2| = N,
|a"z| < N. Sil’on pose
max |G(z; ) = M,

el <= N
on trouve y1—1 o
|G(x; )| = Hog(oc”x) IT9(«2) < )M,
y= V=1

ou M ne dépend que de N, donc que du choix du nombre 4. La fonction
G(x; x) est bornée et on a (*) puisque v, - oo quand |z| - oo.

Lemme 4. Supposons f(t)eL, tf(t)eL, f'(t)eL et limy . f(t)=0.
On a alors
lim [x*G(x; )] = 0,
|#| =00
ou k est un nombre positif quelconque.
En effet, on a

¢ - , 1T
ol = | § soetar = |2\ oo < — {ipola,
R rJ 2 J
et par conséquent
m—1 00
|G(z;0)| = l:IOg(oc”w)gg(oc”x)l

1\
=

< |(x|}m(m+l) lem

(S lf'(t)ldt> Gloamz;0),  m

et

lim 2™ G(x; o)] = lim |G(a™x; )] = 0,
|@|—>o0 || —>00

d’apres le lemme 3.
LeMME 5. Supposons que

t"f(t) e L, n=0,1...,m.

Alors des dérivées G™(z; ), n=1,2,...,m, existent et on a
lim |z ()| = lim 5 GM(t;x)e-=t dt = 0 .
|| —>o0 |#|—>00 ¢

En effet, on a
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dG [ oo
l (@3 ) =iy« S tf (t) et dt (H’ g(rx”x)) 1
dx v=0 v=0
u\ 1ef(0)] de
< T R
1— o
ou la série est uniformément convergente dans l'intervalle (— oo, o0).
De méme
d*G(x;
d(xxz & — z o2 S tzf t)ew”zt dt (H g(oc’ ) —
~ S \ e @yeieat as 5 1 (1) eieat (H ocx)) ,
7 =0 —& —00 ¥=0
oo (<] 2
d2G(x; e) M .
w1 _az( \ It2f(t)1dt+< \ Itf(t)ldt) >
et ainsi de suite.
On a maintenant

(—ix)"p(x) = (27)~

(—tx)re~ " Q(t; &) dt

i
(a—t;e—“”) Gt ) dt

= (~1(2m)

—00

3 g

= (22)1

8m
"33

GM(t; o) e-i=t dt |

d’otlr il suit que

lim |z*p(x)| = lim

|| —>00 2| >0

OSO G™(t; ) e=iot dt ‘ =

CoroLLAIRE. St t"f(t)e L pour un nombre n entier positif quelconque
la fonction G(x; ) a des dérivées de tout ordre et

lim |2 g(x)| = 0, n=2012....

|| —>o00

3. Théorémes d’unicité sur des solutions des équations intégrales
données.

LemME 6. Soit m un entier positif,
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(1) y(x) =i0(|x|”‘) ,

et o

2) Sq)(”)(x)y)(w) dz =0, n=0012...
On a alors W) = 0.

En effet, posons

fla) = (L+22)™

et o g
= )2
o) = 3 9@ .
Selon ’hypothése (2) on a
\ ox@ 0/ @v@)f @) de = 0 ;

done, d’apres le théoréme de Parseval,

S‘PN(':t)f(S) pfHs)ds =0,

(fsignifie la transformée de Fourier de f) ol

M(s) =_S (ng:ogtp(n)(x)) (@) e~ismda
{ < ( )" dn '
=_S’°(p(x) (nzo n! @,’; (f(x)e—'lsa:)dx
et o i

3 !
n=0
En vertu de I'inégalité
(- t)" ar S (sl +2)
(3) z (f -'¢s:c) <
n=0 n!

n=o| n!
= elllsl+2(ym 1)2(1 4 |2|)2m

que nous démontrerons ci-dessous, on a

— (f(@)e~12) = f(x—t)e-iseD

n! dz»

(m1)2(1 + |a])?m

————

lim gy(-,1) f(s) = q)x)f ~t)e~ise0 dg
N—>oo

Q/?

—
S p@+1)f(x)et* dx
&
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et, par conséquent,

§o(-+07e) v7s) ds = { pa+ (o) d = 0

et, d’aprés le théoréeme 1, p=0.
Nous allons démontrer maintenant I'inégalité (3). On a

v

ot - §eeficim-():

1 2\m .
dz™ y=0 dx”( +a%) ]

di'

dx”(1+x2)m = > (:1> mm—1) ... (m—»;+1)m(m—1) ...
v1+vg=vy

coe (M—vy+ 102 — 1721 +2)" "Y1 —gx)™ "2

donec

L4

dz’

(L+22)™ | < 2(m!)>(1 + |z|)>™ ,

a . N
ez | < 1 lel)m 3 s () 2

»=0

= (m!)2(1+|a])>™(|s| +2)",
et, finalement,

:ZO:O (;f)"(%;%(e—izs(l +x2)m) < (m!)2(1+|x|)2mm20£ﬂi72;)!1w

= (m)2(1+ |z|)2melsl+DlEl

THEOREME 2. Supposons que la fonction

oo

g@) = { @y at + 0

—00

pour des valeurs réelles de x et que les fonctions t"f(t), n=0,1,..., f'(t)
appartiennent & la classe L et que, de plus, lim,_, ., f(¢)=0.
Si alors yi(x) est une solution de I'équation

oo

(1) we) = 2\ fy—ovp)dy, s récletla] <1,

2
qut satisfait @ la condition
0 <a < |y )k < A4 < o0,  a,A des constantes ,

pour des valeurs de x suffisamment grandes, on a yi(r)=0 pour
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A=o,v=0,1,2,..., k+ nombre entier, et y,(x)= polynéme du degré k,
k un nombre entier =0, pour A=x"*.

En effet la fonction ¢™(z),

A

ol o
(@) = (2m)1 S Qt;x)e=2t di

est une solution de I’équation transposée de (1) pour A=x-". Par un
raisonnement bien connu on en conclut, & I’aide des lemmes 4 et 5, que

S v@)e™(x)dx = 0, n=0,1,2,...,
—o0
k un nombre entier =0. Selon le théoréme 1 on a donc
o0
| o+t dz = 0,
et comme G(t;«) pour & réel n’a pas de zéros réels il s’ensuit que y,(z) =0.
Supposons ensuite que A=x"", » un entier 20, et que le polynéme
@,.(x) du degré n est une solution de I’équation (1) pour cette méme valeur
de . On a alors

S Qu(x)p™(x)dx = 0, pour m % k,
et par conséquent

0o

S [pe(®) — CQu(@)lg™(x) dz = 0, m = 0,1,2,...,

en attribuant & la constante C' une valeur convenable. On a donc
Yi(®) = CQy(x) .

THEOREME 3. Supposons que g(x)+0 pour des valeurs réelles de x et
que @, (x) est une solution de I’équation

(o]

() = 4 Sf(w—ocy)cp(y) dy, e@rel,

—o0

pour qui la transformée de Fourier @,(x) existe au sens classique et tel que

limz*p,(z) = 1,  k un nombre entier 2 0.
z—>0
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On a alors A=wn"% et

pr(x) = (2m)71 S ZQ(z;a)e" "2 dz .

Mettons -
Fule) = #9(e) = 4 { o= dx( | fa—o)ouw) dy)
.y ﬂ F(t)ei dt S () €= dy
~ ) 0apa) = S Gyl

11 s’ensuit que

¥RE) _ o Gl5a)

p(xz) Gaz;n)’
done
? AP CT)
p(anz) G(xmz;0)
Or . .
lim p(a”2) = 1, lim G(6"z;x) =
par conséquent w(z) = Oz;x) lim (Aak)m

n—>oo
et, comme on a y(z)=*0,

A=o* k) = Gz;x),

ou(@) = (27) \ G (z;0) e dz = kg(z) .

4. Développements des noyaux.

Nous allons chercher un développement du noyau f(x—ay) suivants
les solutions @, (y), ¢™(x), en supposant la fonction entiére f(z) soumise
aux conditions suivantes:

(1) |f)] < K.e4¥*', o, > 1, dans tout le plan complexe,
(2) If(@)] < Kpe 4™, sur I’axe réel ,

et que sa transformée de Fourier

oo}

(3) o) = { f)ere ar

—00

n’a pas de zéros (réels ou complexes).
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1l s’ensuit que ([3], voir p. 238)
|G(z;0)| < Kpe¥®,  1jw+1/w, = 1, dans tout le plan complexe ,
|G(x; )] < Kge451#1”)  sur ’axe réel ,
et, selon un théoréme bien connu d’Hadamard,
|G(z;0)] > Ke ", >0, [z > Ne.

Comme les fonctions g(z) et G(z;x) n’ont pas de zéros on peut les
soumettre aux conditions suivantes:

(4) |g(z)| < B |G(z;a)] < €B#®,  pour |z| suffisamment grand ,
(5) lg@)|

(6) l9(z)] > e B |G(z;a)] > ¢ BF®,  pour |z| suffisamment grand ,

IIA

e Bkl® 1Q(x;x)] < e B, sur I’axe réel ,

ol B est une constante positive, B, = B(1—|x|”).
LeEMME 7. La série

Q)
E (—x) 7

¢"(@), o] <1,
est absolument et uniformément convergente pour x, y réels dans Uintervalle
—co<x<oo, —R=Zy=<R, R arbitraire.

Nous avons

eelyl"‘BQw

(7)

b

ez
S o™

G(z; ) (e2) 1

ou le dernier membre atteint son minimum pour g¢=g,, ¢, la racine

positive de 1’équation
elyl+Bwe® =

n\*"
Qn < (‘B‘;) ’

n—inyl
(1)

On a évidemment

done
0alyl+Be,” = enlyl+

_n eyl _m Yl (_’1)
o0 w o ; \Bw

w1

et
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Cn = 5T p
" Bw Bw

o1 B wp—1
Bw Bw\Bow Bw Bo\ n

pour y fixé et n suffisamment grand, n>N(y). On a

)17 ()@~ -
0," > (1)70/0, {1 _l?/l (E(f)_) }(n/w ) > (lﬁ_)nlme—(lyllw)(nle)“’ 1

Bow Bo\ n Bow
donc _ _
elvlentBen® Mo Hyljwnm/Bw)o ™! rlo+lylm/Bw)* ™!
< =
e (n)BoyieeWlieowBe™ T (n/Bo)Te

) \
et, d’apres (7), oyl Bay™

(n/Bw)"/‘"

Q.(y)

n!

Pour des valeurs réelles de  nous avons ensuite

@) < (271 e o) at

—o0

[e )
< K‘S tre—B dt
0

_ KIB—"/wP<n+ 1)
w
njo—wy—1
< Ky,B-m/ (-7f 1 ) eletort i
0
nlo —wy~1 (nwy/w) 03— 1—wy—1
= K2 (_.’_nl.') <1b> (1 —_ _a)__) e-nlw'i'wl_ln*
Bw ) nwy
n njw n —wp—1

<ki(g) () o

W w

ou K, sont certaines constantes. On a par conséquent

—wy—1
(8) ‘ Qn('y) (p(n)(x) < Kae'yl(n/Bw)w“l (ﬁ) 1 ,nf
n! @
et Q (n) n—1
(9) lim M =1.
n—>00 n!

Le lemme 7 est donc démontré.
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THEOREME 4. Supposons que G(z;x) satisfont aux conditions (4), (5),
(6). On a alors

*© (n)
(10) fe—ay) = 3 (—ay LOP)
n=0 n:
) ()
(10 ula—amy) = 3 (—amp LD,
et, pour le noyau résolvant,
(10") R(z,y;A) = len—lfn(x—oc”y)
S (= 1)Qu(y)e™ () B
—,230 (1—Ax®)n! h=1.
Mottons Q) #e)

N
Fy(x, y) = go("o‘)n n!

Désignant par le symbole Fy(-,y)(z) la transformée de Fourier de
F y(x,y) par rapport & z on a

N ~ -
Fy(-9)(2) = ( 2 (iaz)” Q—;(;y—)> P(2), @(z) = G(z;4) .
Il s’ensuit que

n=0

. N y n iutdt
Frloo)e) = @G| 5 Wy
)2 Gy

ou y est un cercle entourant 1’origine, ([1], (10b)), donc

Fn(*39)(2) ~ (27)71(G(z;2)

S el dt _ Gza)etv
G(t;0)t—0z)  G(xz;x)
= g(z)e**?#¥, pour N — oco.

Si les fonctions y(y) forment la classe schwartzienne S [2] le théoréme
de Parseval donne

VFxC0@ vio) &2 = { Fuwy)pia) de,

d’ol, pour N —

~

9@)evp(z) dz = | Flay)pia) da

—00

Y]

:

et o
Fla,y) = (2n) | g)e-ise- &z = f(z—ay) .

—00
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Pour avoir le développement du noyau f,(r —«?), nous multiplions
les deux membres de I’égalité

Fs—ag) = 3 (= 22D g
n=0 n:

par f(x — «s) et intégrons par rapport & s. A cause de

| £z —as)g(s) ds = anqmia)

on obtient donc

3 » @n(y)
On en conclut immédiatement que
e Q.(y)
Inlw=amy) = 3 (—amp 2L gioe)
n=0 .

et que le développement (9) du noyau résolvant est valable.

REMARQUE. On peut aussi démontrer I’égalité (10) de la fagon suivante.
La série

n!

Fig) = 3 (o 22 g

est absolument et uniformément convergente dans un intervalle arbi-
traire, fini |z| < oo, |y < K. On démontre de méme que c’est le cas aussi
pour les séries

oF & Qn(y)
—_— = — ) 2 pn+1)
- go( W gl V(a)
oF [<3)
d’ou il suit que
aF oF
=0.
c?x 9y
F(x,y) est donc une fonction du seul argument x — ay.
La série Q ( )
S y n)(
2 (== = g(@)

est uniformément convergente par rapport & « dans un intervalle
x| £k<1. En effet,
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Q(z;0) > g(2) quand «x-—>0,

en vertue de
(o]

Sf(x)dx =1,

—o0

@n(y) 1 S e dz
—_ — S —
n! 271 IZI-—kg(z) (gz)n+1

quand o« -0,

eM(x) - fP(x) quand «—0.

De plus I’évaluation (8) reste valable si I’on remplace B par B;. Par
conséquent on a

F@,y)so = F@—oy)yo = Fl) = f(z),
d’otr égalité (10).

On peut remarquer dans le cas trivial ou I’on a f(x) au lieu de f(x — «y)

que les fonctions
( Qn(y)) ot ™)
a=0

n!
sont des solutions correspondant & A=1 (n=0), A=00 (n>0).

ExeEMPLE. Prenons ici f(f)=(n)"le~". Ce cas se rameéne facile-

A

ment & la théorie des équations & noyau symétrique, le noyau étant
symétrisable par multiplication de la fonction e@-+%2%,

e—@—ayP+(l-ata? _ o—al@®+yD)+20ay
On obtient
g@) = =, Gla;a) = e

@) = (1 a2l 0-NH, (o(1 - a?)f)

n H'n(y( 1- 0‘2)})
(L—a2)in

@) = (%)

ou H, sont les polynémes d’Hermite. On a, par conséquent,

P n —x2(1—a2)
et = 3 (0) (L—at)h S H a1 - ) Hyy( - o))

n=0 !
formule qui se vérifie facilement.
REMARQUE. Si la fonction A(y)eL, on peut, aprés avoir multiplié les

deux membres de 1’égalité (10) par cette fonction, intégrer terme par
terme. Mettons
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\ fa—op)h@ de = k).
On obtient -
3 n @uly) B R ®
By = 3 (—ora, P, ay = | g hia) de
n=0 n: 5
P~ _ (27-[)%,-/ B 1 % Z(z)e—iz”‘
T(z) = —I“—lh(z)g(~—z/oc), done k(&) = S el

On en conclut:
La fonction k(y) est développable dans une série absolument conver-

gente dans 'intervalle (— oo, o) suivant les polynomes @,(y) si la fonction

by ’]; —ixz

\ LiCLr W

2 9(—2x)

Nous considérons maintenant le cas ou la fonction g(z) a des zéros
complexes z,,. La fonction G(z;«) a donc les zéros z,[x™. Pour simplifier
les formules nous supposons de plus que les zéros sont simples. Nous
les indiquons de maniére que

2] S 2] S 2| = ...

Pour pouvoir maintenir les hypothéses (4), (5), (6) nous supposons
que I’exposant de convergence de la suite |2,], |25],]25], . - . est £ w et nous
excluons, en vue de I’hypothése (6), du plan de z les cercles

z—2,| < p=2w, &>0.

[
Soit D la partie restante du plan.

L’inégalité (8) est obtenue par une évaluation du minimum de I'ex-

ressi
pression glov|+Be®

J

Qn
atteint pour p=p,, ol g, est la racine positive de 1’équation
elyl+ Bag® = n .

Si le cercle |z| =g, sort du domaine D il faut échanger g, contre une

valeur g, de sorte que le cercle |z|=p,  reste dans ce domaine et que
Pinégalité
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—1
en/o+|yl n/Bw)®

(2m)~1 (n/Bw)"/‘" ’

K une constante,

S e dz
Q(z; ) (1z)n 1

lzl=en’

soit valable & partir d’'une certaine valeur de l’indice n. A cet effet nous
supposons que la distribution des zéros z, satisfait a la condition suivante:
Si Izm——ll < Izm[ e = Izm+k—1| <|%m+zxl O &

(11) |zm+k| -

2] + — -
Izm+k|p " lzmlp

Si le cercle |z| =g, entre par exemple dans l'intérieur du cercle
[z—2,| = 1/z,Pt
on peut remplacer g, par g, = |2,|+1/|2,,|?. On a done
lon—lzml| < Lzu?*, lon—l2ml| < 1/lznl”,

d’ou1 il suit que ,
l@n_enl < 2/|zmip .

0n ~ (0/Bw)”™
lim (%) =1,
On

et par conséquent, pour n suffisamment grand,

En vertu de

on a done

n—>00

e@nlyl+Ben’® Moyl Bo)@™!

K
=< (n/Bao)®

i K une constante .
On

Nous avons maintenant

Qn(y) + ey
n! |zl <e'n G’(zv > “) (izv)n+1

e dz B
27 S G(z; ) (iz)+|

2l=e'n

(12)

enloHylBa)> ™t

K——m—,
< T (w/Bay®
ce qui donne le motif de considérer la série
@ly) 2 it
13 — )" () .
(13) ngo( %) ( nt ygl G (z,;0) (iz)"“) P

Cette série est absolument et uniformément convergente pour x, y réels
dans l'intervalle — oo < <0, — R <y < R, R arbitraire, et pour || <k <1,
en supposant que
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eV dz
(14) lim S T m=-1,012...,
n—>00 G(z; ) (12)m+!
[zl="n

existe, ou les cercles |z| =7, sont situés dans D et tendent vers I'infini
avec n.

Voici, comme exemple, un cas ou cette condition est satisfaite. En
vertu de la supposition que le genre du produit canonique de G(z;x) est
plus petit que le genre de G(z;«) il y a des domaines angulaires oll on a

|G(z;x)] > ekl=l®, k une constante positive,

pour z suffisamment grand et appartenant au domaine D. Si alors les
zéros z,, & partir d'un certain rang, sont tous situés dans ces domaines
angulaires, I’hypothése est évidemment remplie.

Les séries

o eiz,,x

(15) El G (2,; ) (1z,)"+

n=—-—1012,...,
sont donc convergentes, et nous allons évaluer les restes
eiz,,y
|20]>e'n G (zr ) (X) (zzv)n-‘—l
On peut mettre

eizvy
- -l < K, yfixé,
G'(2,;%)
et on obtient, pour » suffisamment grand,
eiz,,y K
< “miice 2,7
|2y|>0'n G( o‘)zn+1 @nn+1 |2v|§(2'n
KK (n|Baw)® elviB
(n/Baw)"® ’
done »
0 ey L M o+yl(nBo)®
K,(n/Bw)*t ————————
) G(z ) n+1 2( / ) (’I’L/Bw)"/“’

On trouve done, d’aprés (8) et (9), que les séries (15) sont absolument et
uniformément convergentes dans l'intervalle —co<x<oo, —R<y<R,
|| <k <1.

Mettons

(18) F(z,y) = g

11 s’ensuit que

(05

w T2 Gl ) o )M) PM(x) .

Math. Scand. 9 — 15
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0,0 N
o _-ng - (‘; * z 1G'( z JX (zz )ﬂ+1) @),
aF oo N Q (o) e’izv?/ -
5& = — (Xng 0‘) ( ! g G’(Z )( )7L+1) (p( 1)(33) +

+(3 G‘Zzya)) P(@)

v=1

en vertu de la convergence uniforme des séries des membres droits. La
fonction F(z,y) satisfait donc & I’équation

aF+aF <§ ey ) @)
P x),
Yo Ty T\ AGem) Y

dont la solution générale peut se mettre sous la forme

4 oo e‘izvt
(17)  F(z,y) = hlr—ay) + (S @(ot + ) < 21 G'(z ;)) dt)

0 To=x—0Yy

En comparant les expressions (16), (17) de F(z,y) on obtient pour « =0

oo eiz,,y o) eiz,,y 1
(1+ 2 5e) 0 =m0+ (3, (e veg) )1

v=1

® 1

v=1
On peut donc énoncer le théoréme suivant.
THEOREME 5. Si la fonction Q(z;w) satisfait aux conditions

|G(z; )| < eBE®,  pour |2| suffisamment grand,
|G(x;0)| < eBlel®,  sur Paxe réel ,
|G(z; &) > e~Ble®,  pour |2| suffisamment grand dans le domaine D,

et st, de plus, les zéros z,, de cette fonction sont distribués de sorte qu’on a

Izm+kl - Izm+k|p | ml ml— l m,p pour lzm+k| > Izml ’
et que
etV dz
lim S T m=-10L12,...,
n—>oo G(z;x) zm+1
|2l=rp

existe, alors on a
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ey

(2,5 o) (iz, )"+

(
- <§ Plat+ ) <p§1 m;)) dt>x0=w_ay) ' (1 +v§1 q'(z,) izv> ’

REMARQUE. Si I’égalité

Qn 2
—or ( n(!y '+ 2@ ) ¢~

[e)

(=) (1m | T [ gt
— xx m e = J1m —_ —
AL L, e ,HOO_S I G e
est valable, la fonction

) e dz

llm S AN N7c el ? m=0’17"':

oo 9 G(z; ) (zz)m+1
est une solution de 1’équation

pa) = A\ fy—spiydy  pour A=

On le voit immédiatement en substituant y —xx=s dans 'intégrale du
membre droit. On obtient alors

g gliazx (S:f(s) izs ds) dz = S éiii"z_g_(i) dz

A G(z;x) \ T (z; o) (d2)m+2
- S xe*?® dz o S €% dz
-~ o Gz ) @)

ExempLE. Comme un exemple simple auquel la théorie ci-dessus est

applicable on peut choisir
PP P f(t) = ate(1-1).
On en obtient

g(z) = e?"4(1—Yiz) et G(z;6) = €2"/40- 2)10_0[ (1-Yow) .
v=0
La série
o0 ey 2% e2V—(1—a?~1
G T T (=) | 2o
0o o207 Y=o (1—a21 | Jutr—1) \(nt1)

“ (—-1)” H;:l (1_0‘#)27»-#1

+

+

est évidemment convergente.
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