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SUR LES ESPACES D’INTERPOLATION; DUALITE

J.-L. LIONS

Introduction.

On introduit au chapitre I une classe d’espaces, des «espaces de
traces », qui jouissent de la propriété d’interpolation par rapport aux
applications linéaires (Chap. I, Théoréme 3.1). — Nous avons déja intro-
duit dans Lions [17] [18] [19] des espaces de ce genre, dont nous avons
donné plusieurs définitions équivalentes & l’aide de la théorie des semi-
groupes. — Notre objet essentiel est ici la détermination des duals de
ces espaces de traces; le résultat principal est le Théoréme 1.1, Chap. II
(dont la démonstration occupe les N° 2 et 3 du Chap. II). Diverses
remarques et applications sont données aux N° 4 et 5, Chap. II.

Les résultats d’interpolation du Chap. I reposent sur des méthodes
de fonctions de variable réelle. — (Pour l'utilisation des fonctions de
variable complexe, cf. Thorin [34], et Aronszajn [1], A. P. Caldéron [4],
S. G. Krein [14] [15], J. L. Lions [21]).

Un cas particulier des résultats du Chap. II, N° 4, a été obtenu indé-
pendamment, par une méthode différente, par J. Peetre [27].

Des applications & la théorie des problémes aux limites linéaires sont
données dans Lions-Magenes [22] [23] [24]. — Des applications & la
théorie des problémes aux limites non linéaires seront données prochaine-
ment. — D’autres propriétés des respaces de traces« sont données dans
[21 bis] et [24 bis].

On peut remplacer les espaces de Banach A4, A, par des espaces de
Fréchet, mais nous n’insistons pas sur ce point.

Chapitre I. Les espaces de traces.

1. Les espaces T;(p, a, 4y q,5,4,).

Les notations seront les suivantes: soit X un espace de Banach,
feX, |Ifllx la norme de f dans X; on désigne par LP(a,b; X), 1 <p< oo,
Pespace des (classes de) fonctions ¢ — u(t), ¢ € (a,b), mesurables & valeurs
dans X, telles que
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b 1/p
(L) (ﬁmam§m> < o

c’est un espace de Banach pour la norme définie par (1.1); on utilisera
spécialement l’espace LP(0,00; X); lorsqu’aucune confusion n’est &

craindre, on écrira
Lr(0,00; X) = LP(X).

Modification habituelle si p = oco.
Soient maintenant 4, et 4; deux espaces de Banach, tels que

(1.2) Agc A, A< A,
o étant un espace vectoriel topologique, les injections de 4; dans &/

étant continues.

DfFiNtTION 1.1. On désigne par W@ (p,x,4,; q,8,4,) Pespace des
(classes de) fonctions u telles que
(1.3) tru € LP(0,00; Ay) = L2(4,),
(1.4) $Bum™ e Li4,),

ol p, q sont donnés avee 1 <p,q=< o0, et our
1 1
(1.5) 0 = 1—D+oc € 10,1[, 0, = §+ﬂ e 10,1[;

voici la signification de (1.4): il résulte de (1.3) que la fonction u est
localement sommable sur 'ouvert ]0,00[ & valeurs dans 4,, par consé-
quent définit une distribution (encore notée w) sur l'ouvert ]0,o0[ &
valeurs dans A4, (cf. Schwartz [31]). — Alors d™u/dt™ a un sens dans
I’espace 2'(]0,00[; 4,) des distributions sur ]0,oo[ & valeurs dans 4, et
comme t* est indéfiniment différentiable dans ¢> 0,

Bum e 9'(10,00[; Ay) < 2'(10,00[; )
et (1.4) a un sens.

On posera:

[o0]

(1.6) X, .(u) = X(u) = ( f

0

1/p
wwm@,

o 1q
(L7) %M=WHOWWWMO-
0



SUR LES ESPACES D’INTERPOLATION; DUALITE 149

On munit W@ (p,«,4,; q,8,4,) de la norme
(1.8) el = max (X, (), ¥y 5w)) .

Muni de cette norme, c’est un espace de Banach; en effet, si u, est une
suite de Cauchy, alors, 'espace LP(X) étant complet lorsque X est un
espace de Banach, t*u, - t*u dans LP(4,) et tPu,™ — tfg dans L(4,);
mais alors ##u,™ — tfu™ dans 2'(]0,c0[; &), donc ##g=tFum, d’ou le
résultat.

Jusqu’ici les hypothéses (1.5) ne sont pas intervenues; on va mainte-
nant les utiliser en partie; en effet, 7' étant un nombre fini quelconque,
on a:

f o) j £ [u(®)lLay = dt

v 11
ftw @), dt) (ft—w dt) , 4 =1,
p P

T
1 ,

0 =—+a <1, jt""l’ dt <
p 0

et comme

de sorte que:
(1.9) w € LY0,T; 4,), u™ e LY0,T; 4,);

si 'on introduit Pespace E™(0,T; A,,A,) des (classes de) fonctions u
telles que (1.9) ait lieu, muni de la norme

T
J e + o)L,
[1]

(qui en fait un espace de Banach), on a donc une application continue
u—>u de W™(p,«,4,; q,8,4,) dans E™0,T; 4y, A4,).

Considérons maintenant ’espace 4+ 4, < & défini algébriquement
de fagon évidente, et muni de la norme

(1.10) lall gg+a, = Inf (ol gy +llallyy), @ = ao+ay,
ag, a1

qui en fait un espace de Banach.
On a alors: 4,=4,+A4,, ©=0,1, l'injection de 4, dans 4,+ 4, étant
continue; par conséquent

E™0,T; Ay, A,) < E™0,T; Ay+ A,)
avec I'injection continue, o E™(0,7"; X) désigne 1’espace E™(0,T'; X, X).
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On ale

LemMmE 1.1. L’espace 2([0,T]; X) des fonctions indéfiniment différen-
tiables dans [0,7] a valeurs dans X est dense dans E™(0,T; X).

DEmMONSTRATION. A l'aide d’une partition de I'unité sur [0,7'], on peut
se contenter d’approcher par des éléments de 2([0,7]; X) une fonction
u € E™(0,7T; X) et nulle au voisinage de 7T'.

A T'aide de translations dans le sens négatif, on peut supposer que u est
restriction & (0,7') de V € LY — o0, 4+ 0; X) avec Vi € LY — oo, 4+ 00; X);
on approche V par ses régularisées et par restriction & (0,7') on a le
Lemme.

LeEMME 1.2. Pour 0<j<m—1, Papplication
(1.11) u — u(0)

de 2([0,T]; X) - X, se prolonge par continuité en une application linéaire
continue, encore notée uw — u9(0), de E™(0,7T; X) dans X.

DfimonsTrATION. 1) Utilisant le procédé de Babitch [2], on voit que
tout w e E™(0,7; X) est restriction & (0,7") de U € E™(— oo, + c0; X);
mais alors U’,...,U™-De LY(—oo, +00; X), de sorte que

w,...,umDe LY0,T; X)
et

T T
(L12)  [ln0Olxdt < o (uOlx+lumOlx)dt =1, m—1.
0 0
2) Si 6(t) est une fois continiment différentiable dans [0,7") avec

6(0) = 1, 0T) =0,
on a, pour % € Z([0,T); X):

Cd
u0) = — | — (6ud)t)) dt,
i

d’olt T
[WOO)x < o (R0 + W5+(0) ) dts
0
le résultat suit de cette inégalité, de (1.12) et du Lemme 1.1.

Revenant & l’espace W™(p,x,4,;q,8,4,), il résulte des remarques
précedentes que l'on a la
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ProrosiTioN 1.1. Pour 0 <j<m— 1, Papplication
(1.13) u — u¥(0)
est définie et continue de W™ (p,x,4,; ¢q,8,4,) dans 45+ 4,.

Désignons par W;™(p,x,A4,; q,6,4,) le noyau de Papplication (1.13),
i.e. 'ensemble des u avec «¥(0)=0.

On considére alors I'application u* - u®(0) de W™/W ™ (avec des
notations abrégées évidentes) dans A,+ A4, et 'on pose la

D&rintrion 1.2. On désigne par T,™(p,x,4,;q,5,4,) 'image de
Wm[W m dans application u — u%)(0).
Si aeT™(p,x,Ay;q,6,4;), on pose

(1.14) llall,emy = inf [fu]| jycm), ui(0) = a .
u

L’application ' — u9(0), u € ', est alors un isomorphisme de Wm|W @
sur T'm,

Les espaces T;™(p,x,A,; q,8,4,) sont des espaces de traces.

Notons ceci:

(1.15) Agn A, < T{™(p,x,4g; q,,4,);

soit en effet a € 45N 4,, et ¢ indéfiniment différentiable dans ¢ 0, &
support compact, avec ¢@(0)=1. Soit wu(f)=¢(t)a; puisque 0>0 et
0,>0, ue Wm(p,x,4,; q,5,4,) et

(1.16) [ullwem = K (llallg,+ llall4,)

(les ¢;, K, K; désignent des constantes diverses); comme u%(0)=a, on a
Pinclusion algébrique (1.15) et de (1.14) et (1.16) il résulte que I'injec-
tions dans (1.15) est continue.

REMARQUE 1.1. On peut également, pour ce No, utiliser les résultats
de E. T. Poulsen [29].

2. Premiéres propriétés des espaces de traces.

LemmE 2.1. Pour a € T ™(p,x,4,; q,,4,), on a:

(2.1) lallgom = inf X(u)*" Y, u9(0) = a,
ol

i+ 0
(2.2) Vi = 7

m+0—01 )
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DEMONSTRATION. Pour € W, posons (j étant fixé au cours de la dé-

monstration) .
u,(8) = A7u(A), A>0.

Alors . .
w(0) = u9(0)
de sorte que d’aprés (1.14), si u9(0)=a,
”a”Tj(’”) = inf (ma,x (X(uz): Y(“a))) .
>0

Mais .
X(uy) = A750X(w), Y(u,) = A"V 1Y (u).

Si 'on choisit A de fagon que X(u,)= Y (u,), on a donc
lallzm < X(u) Y (u)i,

et ceci quel que soit u € W™ avec u¥)(0)=a, d’ou le Lemme.
On va en déduire la

ProrposITION 2.1. Pour a € A,n Ay, on a
(2.3) lallzym g0, o3 g,8,4p < Kllalla, ™ llalla,i,

ou
K = K(Z’,O‘,(I;ﬁ) ’

y; donné par (2.2).

DMONSTRATION. Soit ¢, m fois contintiment différentiable dans =0,
a support compact, avec ¢¥(0)=1; alors

u(t) = @(t)a € W
et par (2.1):

o]

L a—y)lp
lallzm = lallad= lall oy ( [1evgle dt) ( [
0

jlq
|¢ gm]a dt)
0
d’ou le résultat.
11 ne serait pas sans intérét de connaitre la meilleure constante K pos-

sible dans (2.3).

REMARQUE 2.1. Il suit de (2.3) que la norme “a”Ti(m)(p,a, Ao; 9,8, A est:,
différente des normes |||l 4, et |l 4, supposées non comparables. — Voici
toutefois un probléme non résolu dans cette direction: soient p,x, ¢,p

donnés; posons )
é = ':'1"&, 61 el
p

+8,

Q] -

et supposons que
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v =5 e j+0 _j+o
T © om4+06-0, m+0—0;

en supposant p=p, ..., les normes

lallz,omp,a d0; 0,84 €6 llallmm Gz, 44; 4.5, 4p

sont-elles différentes? (Trés probablement, elles sont « en général » diffé-
rentes; cf. toutefois la Proposition 2.2. ci aprés).

REMARQUE 2.2. Les inégalités (2.3) sont du type des inégalités prises
comme définition des « échelles d’espaces » par S. G. Krein [15].

REMARQUE 2.3. Il est intéressant de comparer les espaces T{™(p,x,4q;
q,8,4,) lorsque p,«, ¢, varient. Nous nous bornons dans ce sens au
résultat suivant:

PRrOPOSITION 2.2. On suppose que 1 <p< oo, 1 <q=oo. Dans ces condi-
tions

(24) To(l)(pro‘>A0; q’ﬂ:Al) = To(l)(p»%AOQ q’y!Al)
o
0 -0
(2.5) _ot+Op—Olg
146-0,

DimonsTrATION. Soit u € WO(p,«,4,; ¢q,8,4,). Introduisons la fonc-
tion v définie par
(2.6) v(s) = u(s?
ou

(2.7) =1.

] 1 (1 + 1 ) 1 + 1
1+0-6:\p ¢'/° ¢ ¢
On vérifie alors que v e W®O(p,y,4,; q,7,4,), vy étant donné par (2.5).
Comme l’application » — v est surjective et que %(0)=v(0), on obtient
le résultat (noter que y+1/p et y+1/g sont dans 'intervalle ]0,1[).
En fait la démonstration qui précéde montre que 7' (p,x,44; q,8,4,)
ne dépend que de p,q et 6/(1—0,).

3. Propriétés d’interpolation.

Soint By, B, deux espaces de Banach, avec B,c%, ¢1=0,1, # étant
un espace vectoriel topologique et I'injection de B, dans & étant continue.

Supposons que 4,n4, est dense dans 4, et dans 4,. Soit # un opéra-
teur linéaire de A,nA4, dans BynB,, tel que
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(3.1) lmallp, = dollally, @€ Agnd,,
(3.2) llzallg, = @llall4,s a€ d,n4d,.

Alors, par prolongement par continuité, n € £(4,; B,) et £(4,; B,), ou
Z(X; Y) désigne l’espace des applications linéaires continues de X
dans Y. Si maintenant a € 44+ 4,, alors na € By+ B, et

Inallpysm, < inf (|lnaglls, + lnalls,)

aptai=a
< max(®y,@,) inf (el gq + llallay) 5
agtay=a
donc
(3.3) lnall g+ p, S Max (Do, dq) ||l gs.a, -
Done

ne L(Ay+Ay; By+B,) .
Ceci fixé, on a le

THEOREME 3.1. St Aond; est dense dans A, et dans A, et st we
L(Ay; Bo)nZ(A,; By) avec (3.1) et (3.2), alors, pour tout p,«x, ¢,8, avec
1sp=Soo, 12¢= o,

1 1
0=—'+(XE]0:1[> 01=_+/3€]O:1[’
p q

et pour tout j=0,1,...,m—1, on a:
(3.4) T € g(Tj(m)(P,“,Ao; 9,8,4,); Tj(m)(P’“’BM ¥I>ﬁ>B1))§
la norme de m dans ce dernier espace est majorée par
Do 7 @y
y; donné par (2.2).

DimonstraTION. Notons d’abord que si a € T™(p,«,4,; ¢,5,4,) alors
na est défini, car T ™M < A + A, et w est défini sur A+ 4,.

Soit donc aeT/™; soit u € Wm|W, ™, avec ui)0)=a pour tout
u € w', 'application ¢ — u* étant continue. On considére nu: ¢ - mu(t),
qui est dans W™(p,x,By; q,8,B,); alors 7u®0) est dans 7 ,™(p,x,B;
q,8,B;) et dépend continiment de a dans cet espace; or wu¥(0)=na
d’ou (3.4). — En outre, par (2.1)

IA

||7mHT7,(m) < inf X (nw)' i Y (wu)i

u

lIA

inf o' 716,"1 X (w) 771 Y (u)i = &9 71,1 ||l m)
u

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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4. Exemple.

Soit X un espace topologique localement compact, du(x) une mesure
positive sur X et L?(X,du)=LP, 1 <p=<oo, les espaces de classes de
fonctions de puissance p*™ intégrable sur X pour du. On va étudier
les espaces T V(p,x,4,; q,8,4,) lorsque

Ay =17, A, =1In

(si par exemple ¢, =0, on remplace L™ par 'adhérence de L**n L™ dans
L™). On utilisera le

LemuMmE 4.1. Soit v une fonction définie (p. p.) sur (0,00), avec

dv 1 1
t*v € LP(0,0), th— e LY0,00), ~—-+ax =10, —+f=0,.
dt y q

Alors
(4.1) [P(O)] S o] 10000 gy =00

ou
* 1/p
Il = ( | If(t)l”dt) :
0

id. pour ||f|l,q et ow ¢ est une constante ne dépendant que de p,«, q,p.

DimonsTrATION. Utilisant la Proposition 1.1 avec m=1, j=0, 4,=
A,=0, on voit que

[0(0) £ ¢y (t*0ll,p+ #%0'll,)), ¢y = constante .

Par un raisonnement d’homogénéité analogue & celui de la démonstra-
tion du Lemme 2.1, on en déduit le résultat.

On désigne désormais par c¢(p,x,q,f)=c la meilleure constante possible
dans (4.1).

ProrposiTioN 4.1. Soit 4,=L"M, A;=L%, p,2p, g, Z2q. On suppose que

1 1
(4.2) —+ax=-+p=20.
p q
Soit ry défini par
1 1-60 0
(4.3) — = + —.
" Y21 51

Dans ces conditions Ty®(p,x,Ay; q,8,4,) = L™, avec

(4‘4) ”f”y'. = C(p:o‘,q,ﬁ) “f“Toh f € To(l)(p:“’AM q’ﬂ’Al) .



156 J.-L. LIONS

D#MONSTRATION. Soit u € WO(p,«,4,; ¢,8,4,); d’aprés le Lemme 4.1,

on a, p.p. en x:
0o 1-6)/p , 00 6lq
ou 7
|u(x,0)] < ¢ (f |8 u(x,t)|P dt) (f ‘ﬂ’ P (,?) dt)
0 0

d’ol

( [ ute,0)1 due )
X
J’ © A-6)r/p ,o0 ou
< c( ( It"‘ulpdt) ( li/’——
N i
Utilisant l'inégalité de Holder, il vient
( [ 100 duge )

¢
Q-0)pri/p 1/pry 0 P'rile 1/p'r1
ou |?
]t"‘ulpdt) d‘u(x)) ( f (f v dt) dﬂ(x)) )
0

X

1/r1

1jry

q br1/q
dt) d,u(x))

1/ry

0o

(U

ou 1/p+1/p’=1. On choisit p de fagon que (1 — 0)pr,=p,; alors 0p'r, =q,,
donc

( [ 1u@, 0 dﬂ(x))

x o p1lp (1-6)/p1 0o oul qlq 01

gc( (Itm,pdt) dﬂ(x)) ( ( 2 dt) dy(x>) .
N e

Comme p, 2p, ¢; ¢, on peut utiliser I'inégalité de Jessen; donc

1/r1
( [ iz, o du(x))
X

oo pip1 1-0)/p ,o0
< c(ﬂf ( }! [P d,u(x)) dt) ( 6{ ( J

Donc u(x,0)=f(x) définit fe L™ et
Ifllr = ¢ X(u)=0 Y(u)

lIA

1/r1

ou
7
ot

@ q/q91 6lq
d,u(x)) dt) .

pour fout w € W' avec u(0)=f. D’aprés le Lemme 2.1. on en déduit
(4.4).
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ProrositioN 4.2. Hypothéses de la. Proposition 4.1 avec en outre p; =p,
q1=9. On pose ry=r. Alors T(p,x,LP;q,B,L9)=L" et

(4.5) Ifllr = (@, ¢B) [If g -

D#EMONSTRATION. Soit £¢> 0 donné; choisissons » avec t*v € L?(0, o) et
t##v' € L1(0,), de fagon que (cf. (4.1))

[2(0)] = (c—e&) [lE*wll " 17l " -

On peut supposer v réelle et, quitte & remplacer v par v/v(0), v(0)=
Soit f donnée dans L7; soit

(4.6) u(@,t) = f(z) v(tlf@)*),
A étant défini par
(4.7) p—p°A =

On vérifie que
X(u) = [0l IF7P,  Y(w) = [170)| 0 f1l,77

de sorte que ue Wi(p,«,L?;q,5,L%) et comme %(0)=f, on voit que
Tl (p,0, L?; q,8,L8) = L". En outre, d’aprés le Lemme 2.1,

Ifllza = X (@)™ Y(w)” = [Ifll7 1%l 1£72']]e" < (e—) IIfllr -

Comme ceci vaut pour tout ¢ >0, et comme on a déja (4.4), on en déduit
la proposition.

Application: le théoréme de Marcel Riesz.

Soit 7z une application linéaire continue de LP dans LP! (norme @,) et
de L? dans L% (norme &,), avec p; =P, ¢;=4q. Alors m est une applica-
tion linéaire continue de L" dans L™,

1 1-0 6 1 1 -0 0

— J— + —_ — _—

rp ¢ ’1 ISR
de norme < @4'~? @,°.

En effet, d’aprés le Théoréme 3.1, n est une application linéaire con-
tinue de T \p,o«,L?;q,B,L%)=L" (Proposition 4.2) dans T(p,«,L;
q,8,L%) < L' (Proposition 4.1), donc @ fortiori de L" dans L™. En outre,
toujours d’aprés le Théoréme 3.1,

I7fllrg < @'~ @ Ifllrg ;

utilisant (4.4) et (4.5) on en déduit
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lefllyr, < clinfllrg < @'~ @1 ¢ Ifllzg = @o'™" @ Ifll,r

d’ol le résultat. Modifications habituelles si, par exemple, g, = co.

On notera que si, comme il semble probable, T\ (p,x,L';q,B,L%)
était strictement contenu dans L™ lorsque p, >p ou ¢; >¢, on obtiendrait
alors un complément au classique théoréme de Marcel Riesz [30], =
appliquant L7 dans 7'\\(p,«,L*; q,8, L%).

REMARQUE 4.1. Par de simples modifications techniques, on peut
obtenir par les mémes méthodes, les résultats linéaires de Stein [32],
Stein—Weiss [33].

REMARQUE 4.2. On trouvera une autre démonstration «réelle» du
théoréme de Marcel Riesz dans Gagliardo [9]; I'idée d’introduire (4.6),
pour un choix particulier de v, est diie & Gagliardo, loc. cit. (c’est pro-
bablement & cause du choix particulier de v que cet auteur n’obtient
pas complétement I'inégalité de convexité); les résultats de Gagliardo
s’étendent & certains cas non linéaires. Nous ignorons si les résultats
de Marcinkiewicz—Zygmund (Zygmund [35]) peuvent étre obtenus par
des méthodes de ce genre.

REMARQUE 4.3. On trouvera dans [17] [18] [19] d’autres exemples ou
les espaces T';™(p,x,A,;q,8,4,) regoivent une interprétation simple.
On déduit de 13, & ’aide du Théoréme 3.1, un certain nombre de théo-
rémes d’interpolation. Cf. Lions [20].

Chapitre II. Dualité.

1. Enoncé du résultat principal.

On considére 44,4, <& comme au Chap. I, N° 1, 4,n4, étant dense
dans 4, et dans A4,; on munit 4,n4, de la norme |a| 4, + |lall 4. Si P
et @ sont deux opérateurs linéaires continus de 4, dans lui méme et de
A, dans lui méme, coincidant sur AynA4,, on écrira P=¢. On supposera:

il existe une suite d’opérateurs P,, n=1,2,..., linéaires con-
(1.1) tinus de 4, dans 4,nd,; et de A, dans A,n4,, tels que
P,a, — a, dans 4,, P,a, — a, dans 4, (a; € 4,) lorsque n — co.

LemuME 1.1. L’hypothése (1.1) ayant liew, Uespace Aqgn A4, est dense dans
Tj(m)(p”x,Ao; q’lg’Al)-

DEmonsTRATION. Soit a € T, (p,x,4y; q,8,4,)=T;™; a=u9(0), pour
u élément de W™(p,«,A,; ¢,8,A4,); considérons v,(t)=P,u(t); puisque
P,ay > ay, P,a, >ay, ona:
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”Pn”-g’(Ao;Ao) = ¢, ”Pn”-?(Al;Al) =S¢,
de sorte que

0n®)llay = Colullags  0a™ @)y £ €1 1), 5

comme v,(¢) - u(t) dans 4, (p.p.) et v,™(t) > u™(t) dans 4; (p.p.) il en
résulte, d’aprés le théoréme de Lebesgue, que v, -« dans W™(p,«, A4,;
q,8,4,). Alors v,9(0) > a dans T/, Comme P, est continu de 4, et
A, dans 4ynA4,, on voit que t*v, € LP(A,n4,), t#v,™ e LYA,nA4,), de
sorte que v,9(0) € A,nA4,, ce qui démontre le Lemme.

L’hypothése (1.1) est vérifiée dans toutes les situations que nous
avons rencontrées. Elle est vérifiée dans le cas important pour les appli-
cations ou 4, est le domaine d’'un générateur infinitésimal d’'un semi-
groupe dans A4, (cf. Lemme 5.1 plus loin).

On va maintenant supposer que

(1.2) A, et 4, sont réflexifs .

Soient 4,', 4," les duals de ces espaces. Alors

(1.3) AfNA € A < Af+A4,, i=0,1,
et
(1.4) 4 N4y = T (p,x,4y; q,8,4,) < 4 +4,,

toutes les injections étant continues.
Si 1< p =< oo, on posera toujours 1/p+1/p’=1. Notons, que si
1 1
-+« =0 € ]0,1], -+p =20, € 10,1,
p q

alors 1

1
——B=1-0,€ 101, ——-a=1-0 € 10,1[,
q P

’

de sorte que 1’on peut introduire
T™(q ,—B,4,; v, —x,4,), 0<ksm-1.
Dans ces conditions:

TaEOREME 1.1. On suppose que (1.1), (1.2) ont lieu. On donne p,q avec
l<p<oo, 1<g<oo; on suppose que x+1/p=0€10,1[ et f+1/g=0,€
10,1[. Alors

(1'5) Tj(m)(p:“’Ao; qaﬂ’Al)l = Tm-j—l(m)(q" —ﬁ’Al,; p'> '—‘X’Ao,) ’
algébriquement et topologiquement.

La démonstration de ce théoréme occupe les No 2 et 3.
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2. Lemmes.
Au cours de ce N° et au suivant nous poserons
W(m)(p’“er; q’ﬂ’Al) = W;
t
© W (p, o, Agn Ay 6,8, AgNA;) = W(A,NA,) .
LeMME 2.1. Sous Uhypothése (1.1), Pespace W(A,nA4,) est dense dans
Vespace W.

Ceci résulte de la démonstration du Lemme 1.1.

LemMuME 2.2. L'espace W (Ay,nA,) des éléments de W(4d,nA4,) a support
compact dans t =0 est dense dans W(4q,nA4,).

D#MONSTRATION. 1) Posons 4on4,=X; soit donc » € W(X); alors, en

particulier tru € Lp(1,00; X), Bum e L9(1,00; X) .

Utilisant I'inégalité de Holder, on en déduit, que
(2.1) u € LPY1l,00; X), um™ e L9(1,00; X)
pour p; et ¢; quelconques, vérifiant

1 1
(2.2) — < —-+4a, —<-+f.
q

2) Il résulte de (2.1) et de Gagliardo [12], Nirenberg [25], que

(2.3) uP e L'(1,00; X),
pour tout r; tel que
1 . .
(2.4) -~ J
ry  mpy  mg

3) On considére maintenant une fonction M indéfiniment différentiable
dans ¢20, M(t)=1 si 05t<1, 0SM(#)=1, M(t)=0 si ¢t=2. Posons
My(t)y=DM(t/R). Nous allons vérifier que Mpu appartient a W(X)
(donc & W (X)) et que Mzu —~ u dans W(X).

Il est évident que #*M zu — t*u dans L?(0,00; X); reste donc & mon-
trer que (M pu)™ — hu™ dans L9(0,00; X), i.e. que

(M p)m-Dy® >0  dans L9(0,00; X)

pour B — oo, 05j<m—1. Vu Pexpression de My, il est équivalent de
montrer que
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2R
(2.5) R-m-ia f e i t)edt -0  lorsque R — oo
R

(ol ||u¥(t)]|=norme de u¥(t) dans X). Mais

2R 2R 1/p ,2R 1/p’
[ oy < ( [ Inoeyer dt) ( [ dt) ,
R R R

1/p+1/p’=1; choisissons p avec gp=r;. Alors

2R
R_(m—j)qf,ysq “u(f)(t)”q dt < cR-(m~i)q+ﬂq+1/p, O(R) ,
R

puisque P'on a (2.3). On aura donc (2.5) si

v

. 1 . . 1 1
(m—j)g—pg—— 2z 0, i.e. m—3—<—+ﬂ)+_ >0,
P ' q r].

et utilisant (2.4), il faut voir si I’on peut choisir p,,q, avec (2.2) et en
outre

1
(2.6) m—j— <E+ﬁ) +
Il en sera ainsi si

i ()22 () o) o

1 1
me(beg) o (Baa) >0
q p
ou encore 0; <m+ 0, ce qui est vrai, puisque m=1, 6>0et 0, <1.
Ceci achéve la démonstration du Lemme 2.2.

o
Iy L 5o,
mp, ' mg,

ie.

LeMME 2.3. Toute forme linéaire w — L(u) continue sur W peut s’écrire

(2.7) Liw) = [ @un, f@)y dt + [ @umie), o)) de

oil 0 0

(28) fe 00 4)), g€ LA0e054y), b= hs =1,
rpr 4949

les crochets dans (2.7) déstgnant respectivement le produit scalaire entre
Ay, Ay et Ay, A4

Math. Scand. 9 — 11
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Ceci résulte d’'un théoréme de R. S. Phillips [28].
LemME 2.4. Posons: W;™(p,x,Ay; q,p,A4,)=W; et (W;)°®=espace po-

J
laire de W; dans W'. La condition nécessaire et suffisante pour que

Le (W, est que Uon puisse Uécrire

(2.9) L(w) = [ (um,@ydt + (=1 [ w0t
0 0

ol
(2.10) tG € L9(0,00; 4,), t—*Gm ¢ LY (0,00; 4,),

(donc G e Wm(g', —B,A,); p', —&, Ay))=W') et o
(2.11) G®0) =0 pour k+m—j—1, 0sk=m—1.

DEMONSTRATION. 1) La condition est nécessaire.

Soit L € (W,)?; alors L est de la forme (2.7) avec L(u)=0 pour tout
w e W;. Donc, en particulier, L(u)=0 pour u(t)=¢(t)a, a€ Ayn4,, ¢
indéfiniment différentiable & support compact dans ¢>0; alors

(2.11) #*f+ (=) Dm(g) = 0,

D™= (d/dt)™ étant pris au sens des distributions sur ]0, o[ & valeurs dans
&/ (Schwartz [31]).

Posant ##g=G@, on a donc t#G € L1(0,00; A,") et DG =(—1)m+1¢=f,
done t—*Dm@ € L?(0,00; 4,'), et on peut écrire L(u) sous la forme (2.9).

Ecrivons maintenant que L(u)=0 pour toute u(t)=¢(t)a avec ¢ indé-
finiment différentiable dans ¢=0, avec ¢¥(0)=0.

Par des intégrations par parties dans (2.9) (loisibles, puisque dans ce
cas u est indéfiniment différentiable a valeurs dans 4,n4,, et les fonctions
GG, ...,G™ sont sommables & valeurs dans 4,"+4,’) on en déduit
(2.11).

2) Reste & voir maintenant que réciproquement, ¢ étant donnée avec
(2.10) et (2.11), la forme L(u) définie par (2.9), verifie

(2.12) L(u) = 0  pourtout u e W;

(de sorte que L e (W;)°).
Comme la forme » — L(u) est continue sur W, il résulte des Lemmes
2.1 et 2.2 qu’il suffit de montrer (2.12) pour

(2.13) u € Wg(dyn A4;), avec uP0)=0.

Soit done 4 donnée avec (2.13). Posons:



SUR LES ESPACES D’INTERPOLATION; DUALITE 163
1 i
(2.14) (t) = —- f(t— o)™ 1 um(g) do .
(m—1)! J

On définit ainsi une fonction m —1 fois continfiment différentiable 3
valeurs dans 4,n4,, avec

v(0) = ... = v™D0) =0
et
D™u—v) = 0.
Done
u=v+P, ;,

P,,_,=polynome de degré <m —1 a coefficients dans A n4,.
Soit M indéfiniment différentiable dans ¢>0, égale & 1 au voisinage
du support de u, et & support compact. Alors

Mu =u
donc
(2.15) W= Mo+ P, , - w+Q
avec
(2.16) @ indéfiniment différentiable & valeurs dans 4,n4,, & sup-
) port compact, avec Q9(0)=0,
et
(2.17) w= Mv.

Il résulte de (2.16) que L(§))=0 (les intégrations par parties étant loi-
sibles), et par conséquent pour montrer (2.12) il reste seulement & véri-
fier que

(2.18) L(w) = 0.

On va montrer qu’il existe une suite de fonctions ¢,, indéfiniment
différentiables dans ¢ >0, & valeurs dans 4,n4,, et nulles au voisinage
de t=0, telles que

(2.19) ¢, >w dans W;

comme L(p,)=0 (intégrations par parties loisibles), (2.18) en résultera.

Soit @, une suite de fonctions indéfiniment différentiables dans ¢=0,
avec @,(t)=1 pour t22/n, D,(t)=0 pour t<1/n, |D,B(¢) < Mn*, k=
0,1,...,m. Posons

w, = ®,w

et montrons que

(2.20) w, >~v dans W,
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lorsque 7 — co. Comme il est évident que *w, —» t*w dans LP(0,o0;
A,nA4,), il reste & vérifier que #w,™ — tuw™ dans L9(0,00; Ayn4,),

done que
## D, My >0 dans LI(0,00; 4,nA4,)

pour k+r+s=m, k= 1. Le cas le plus défavorable est r=0, s=m —k;
il faut donc montrer que

2/n

(2.21) yn = [0210,]2 |ptmR(0)]e dt > 0
0

lorsque 7 — co (ot || || désigne la norme dans 4,nA4,). Mais

12

1
vm-R(f) = k=11 f(t— o)k-1 u™(o) do ,
0
donce
t g ,t g
Jom-o(e)| = e ( [o om0z da) ( Jt—oysni g-a do)
0 0
t 1/q
= cyth-1-p+1d ( f o [Jum) (g da> .
0
Alors
2/n 2/n
Yn S C3 ( f #ha llu<m>(t)Hth) ( f tk-Da+ard dt) nka
0 0

2/n

ca [ 2 Jumieye at
0

It

ce qui montre (2.21) et achéve la démonstration du Lemme.
D’aprés le Lemme 2.4, on voit qu’a L € (W})° on peut faire correspon-

dre G(m—j—l)(o) € Tm—)’—l(m)(q,’ —ﬂ’All; p” ““’Ao') =7.

La fonection @ n’est pas définie de fagon unique mais

LeMME 2.5. Lélément Gm-1-D(0)e T est défini de fagon unique a
partir de L e (W)

DEMONSTRATION. Soit Gy € #” avec 4,¥(0)=0 pour k+m—j—1, et

L(u) = f @™ Gt + (—1)mH J Cu, Gy di .
0 0
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Alors -
f ™, G — Gy df + (— 1)m+t f Cu, G — Gy dg = 0
0 0

pour toute fonction w € W. 1l en résulte que

Gn-3-D(0) = G4m-4-D(0),
d’ou le résultat.
On peut donc poser

(2.22) RL = Gm-i-10) .
Lemme 2.6. L'application L — RL de (W;)° dans I est surjective.

DEMONSTRATION. Soit &€.7. Alors il existe F.e# , telle que
F m=i-1(0)=¢&, Tapplication & — F, étant linéaire continue de J dans
# . Considérons (variante de Babitch [2]):

m
(2.23) Gy(t) = kZ e Fe(kt)
=1
o1 les constantes ¢, sont définies par les relations:

m
Skre, =0, r+m—j—1, 0srsm-1,
k=1

m
S kmi-lg, = 1.
k=1

Alors G, e,
G0) =0 pour r£m-—j—-1, GMmID0) =

et £ — @, est continue de .7~ dans #".
Considérons L, € W definie par

(2.24) Ly(u) = f U™, Gy i+ (— 1)m+1 f (u, G dt;
0 0

d’aprés le Lemme 2.4 et les propriétés de G,, L, est dans (W;)° et
RL,=¢&. Ceci démontre le Lemme 2.6, et en fait, £ - L, étant continue
de 7 dans # et L -~ RL étant biunivoque, on a:

LemmE 2.7. Lapplication L — RL est un isomorphisme de (W;)° sur .
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3. Démonstration du Théoreme 1.1.
Rappelons les notations adoptées au No 2
W(m)(p>0"A0; q’ﬂ’Al) = ’ W(m)(p"x’ 0’ q,ﬂ’Al) = W
(W;)° = polaire de W, W', —8,4,'; p ,—ox, 4y =W,
Wi(m)(ql’ _ﬁ’Al ’ p ’ _O‘:AO ) =
Tj(m)(p>‘x:A0; q’ﬂ’Al) =T, Tm—j—-l(m)(qla _.3>A1,; p,: _0‘7‘40,) =7.
On sait (Définition 1.2, Chap. I) que si M désigne ’application
w - u0) = Mu
c¢’est un isomorphisme de W/W; sur 7'; donc I'application ‘M (transposée
de M) est un isomorphisme de 7" sur (W;)?, vérifiant

(3.1) CMb,uy = (b,ud0)y, belI, ueW
(et ({Mb,uy=0 si u e W;). L’opérateur
(3.2) S = (—1YR'M

(out R est défini par (2.22)) est alors, d’aprés le Lemme 2.7, un isomor-
phisme de T' sur T .

Si
(Mb,w) = f um, @y dt + (= 1ym+1 f Cu, Gy dt |
o 0
ou
G, e W, GP0) =0, siksm—j—1, 0sksm-1,
on a
(3.3) (=1 R'Mb = (—1)iG,m~i-9(0) = Sb .

Mais soit a € AjnA4,, et soit u(f)=¢(t)e, ¢ étant m fois contindment
différentiable dans >0, & support compact, avec ¢¥(0)=1. Alors, par
intégrations par parties (loisibles), on a:

CMb,uy = (—1) (Gm=3-9(0),uD(0)> = {(Sb,a)
done
(b,a) = {(Sb,a) pourtout a € 4,n A4,

de sorte que Sb=b. L’application b —~ b est donc un isomorphisme de
T’ sur J, ce qui démontre le théoréme 1.1.

4. Remarques diverses.

REMARQUE 4.1. Soit we W™(p,«,4,; q,8,4,), Ge Wm(q', —8,A4,
p', —x,Ay). Alors
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(4.1) [ i, awy dt + (— 1 [, emw) dr
0 0
m—1

= 3 (1" (u(0),G=1(0))
j=0

ol le crochet de rang j dans le deuxiéme membre désigne le produit
scalaire entre

Tj(m)(p’o"AO; q’ﬂ)Al) et Tm—j—l(m)(q,a —ﬁ>A1,; p,, —“’AO,) .

En effet, d’aprés les Lemmes 2.1 et 2.2, il suffit de montrer (4.1) lorsque »
est dans W (4,n4,).
On peut encore écrire u sous la forme (2.15), i.e.

(4.2) u=Mv+@Q,
ol v est donné par (2.14), et ol
u®(0) = Q@(0), 0<k=m-1

(on n’a plus cette fois @¥)(0)=0). D’aprés ce qu’on a démontré au Lemme
2.4,

j (Mo)m, Gy dt + (—1ym+1 f (Mu, Gy dt = 0 .
0 0

Reste done seulement & vérifier (4.1) avec u=6@); comme @ est indé-
finiment différentiable & support compact de ¢ 20 — A;n4,, les intégra-
tions par parties sont loisibles et donnent le résultat.

REMARQUE 4.2. Soit maintenant

b (S T = ,7' = Tm_j_l(m)(q', _ﬁ’All; p,’ "‘(xaAO,)

et soit
a €T ="T"(p«xAy;qp4,) .

On peut trouver

w e Wm(pw«dy; q,6,4,) = W avec u90) = a,
et
u®(0) = 0, 0sk=s=m-—1, k=+j.
Alors

b,a) = (— l)m—f'[<u(m), Gydt + (- 1)1—9‘f<u,G(m)> dt
0 0

ou @ est quelconque dans #~ avec G™-i-1(0)=b. On a donc
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[<b,a)| = |l 1Glly = llallz llgllw
<6, @)
llallz

Si donc I’on désigne par |||b]||7- la norme de dual fort de 7' dans 7", on a:
(4.3) 6l = bl -

REMARQUE 4.3. La réflexivité de A, et 4, est intervenue dans le
Lemme 2.3, qui utilise R. S. Phillips [28]. D’aprés J. Dieudonné [5], si
les espaces 4, et A, sont séparables, non réflexifs, alors la représentation
(2.7) est valable, avec f et g faiblement mesurables & valeurs dans A4,
et 4,', avec

done

< inf||Q|ly = |blls .

o<}

JIr@ragat < o, [lgOlts dt < oo
0 0

Mais des difficultés interviennent alors dans les raisonnements suivant
(2.7) et nous ignorons si le Théoréme 1.1. est correct lorsque 4, et 4,
sont séparables non réflexifs.

5. Dualité des espaces T (p,a; D(A),E).

Soit £ un espace de Banach, G(¢) un semi-groupe fortement continu
et borné dans F (donc ||G(t)]| < M, et pour tout e € E, la fonction ¢ — G(t)e
est continue de ¢ =0 dans £, G(0)e=e). On désigne par A le générateur
infinitésimal de G(t), de domaine D(A) muni de la norme ||+ ||Ae|.

Pour tout ce qui concerne les semi-groupes, consulter Hille-Phillips
[13].

Nous allons prendre 4,=D(A), A,=E. Vérifions le

LeMME 5.1. L’hypothése (1.1) a lieu.

DEMONSTRATION. Soit p,, une suite régularisante: les p,(t) sont indé-
finiment différentiables sur R, & support dans [0,¢,], ¢, — 0 avec 1/n,

[pawae =1, pavzo.
Soit

G = [ 00 a0y dt,
0

intégrale dans #(¥; E). On peut prendre P, =G(p,) dans (1.1). En effet
G(p,) € L(E; D(A)); si ec B, G(p,)e > e dans E lorsque n — co et si
ee D(A), G(p,)e - e dans D(A), car AG(p,)e=G(p,)Ae -~ Ae dans K.
D’ou le résultat.
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On va appliquer les résultats précédents & I'espace T\V(p,«, 44; p, o, A4;).
Pour simplifier I’écriture, cet espace sera désigné par T'(p,; D(A),E).

On a démontré dans Lions [18] que I'espace T'(p,«; D(A),E) coincide
avec 'espace des e € £ tels que

(5.1) t*-1(G(t)e—e) € Lr(0,00; E);
la norme o 1p
lell + ( [t i@tre—ele dt)
0

est équivalente & la norme initiale sur T'(p,a; D(A), E). Comme D(A) est
dense dans E, on peut considérer £’ (dual de £) comme un sous-espace
de dual de D(A4):

(5.2) E' < DAY (injection continue) .

Si 'on suppose E réflexif, alors on peut appliquer le Théoréme 1.1;
donc, le dual de 7'(p,«; D(A),E) sera

(5.3) T(p,x; D(A),E) = T®(p', —x,E'; p', —x,D(A)') .

Etudions ce dernier espace. — Comme on le vérifie facilement G(t) e
Z(D(A); D(A)), la norme de G(t) dans cet espace étant encore majorée
par M et ((t) définissant un semi-groupe dans D(A). Par conséquent,
si H(t) désigne le transposé de Q(t) dans £ (D(A); D(A)) on a:

(5.4) H(t) € L(D(A); D(A))
et H(t) est un semi-groupe fortement continue borné dans D(A)'.
Soit X' le générateur infinitésimal de H(f). On a:
(5.5) D(X)=F,
et
(5.6) Xe' =t!de’, 'A = transposé de A, élément de L(E’; D(A)) .
On voit donc que
TO(p', —,E'5 p', —a,D(A)) = T(p', —; E',D(A))
et la caractérisation de Lions [18] fournit le

TaEorEME 5.1. Soit G(t) un semi-groupe fortement continu borné dans
Vespace de Banach réflexif E, de générateur infinitésimal A; soit H(t) le
semi-groupe transposé dans D(A) (cf. (5.4)). Soit p avec 1<p<oo,
x+1/p=0€10,1[. Le dual de Vespace T(p,x; D(A),E) coincide, algé-
briquement et topologiquement, avec Uespace T(p’, —o; B',D(A)') des élé-
ments e’ € D(A) tels que
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g 1/p
e lpeay + ( f t-a-02" || H(t)e' —€'|[f 4y dt) < co.
0

On peut donner une autre interprétation de ce dual. Comme ’espace
T(p,«; D(A),E) est muni de la topologie la moins fine telle que les
applications e — e et ¢ — 1*~1(G(f)e —¢) soient continue de T'(p,«; D(A),E)
dans E et LP(0,00; E), on voit (on utilise encore une fois le théoréme de
R. S. Phillips [28]) que toute forme linéaire continue sur T(p,zx; D(A),E)
peut s’écrire (de fagon non unique):

(5.7) Le) = {e,,¢) + f 11 (Q(t)e—e.f () dt ,
0

e € B', fe LP(0,00;F), ec T(px;DA),E).
On peut écrire, p.p. en ¢:

(Gt)e—e, f(t)) = (e, HE) f(t)=f(t)) -
Notons le

LemMmE 5.2. Si fe LP(0,00; E'), la fonction

g(t) = =1 (H@®) f() - f(t))
est dans L*(0,00; D(A)").

DfmonsTrATION. 1) Vérifions d’abord que g € LY(1,; E’); en effet

lg®llg = (M+ 1)t If@D)lg

d’ol1 le résultat d’aprés Holder et 6 < 1.
2) Vérifions maintenant que ¢ eLl(O_,l; D(A)"). De fagon générale,
sie ek, ona:

., |[(H(t)e' —e',e)
lH(t)e'—¢€'llpcay = sup [H e e e)

ee D(A) “e“D(A)

" G(t)e—
_pup 6Oy
eeD(A) ”eHD(A)

donec
lg@lpay = Mt IfOllg

d’ou1 le résultat d’aprés Holder et 6> 0.
Noter que ce Lemme joue ici un role «dual» des inclusions (1.3),
p. 391, de Lions [18].
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Revenons & (5.7). Grace au Lemme précédent on peut considérer
Pintégrale

[ e (s —fw)
0

prise dans D(A)’, et 'on obtient par conséquent ceci: Tout élément e’
de T(p', —; E',D(A)’) peut s’écrire (de fagon non unique)

o0

¢ = e + f ==L (H(t) £ (1) — £ (1)) dt

0

e LY (0,00; E"), ¢/ € E'.
0

ou

Il est préférable d’énoncer le résultat final de la fagon (équivalente)
suivante:

THEOREME 5.2. Soit G(t) un semi-groupe fortement continu borné dans
Uespace de Banach réflexif E, de générateur infinitésimal A. Soit 1 <p < oo,
1/p+a=0€10,1[. Tout élément e de lespace T(p,x; D(A),E) peut
s’écrire (de fagon non unique)

(5.8) ¢ = ey + f t==-1(G()f (1) — £ (1)) dt
o ’
(5.9) f € Lr(0,00; D(A)), ¢ € D(A),

et réciproquement.
Ceci conduit naturellement au

ProBLEME 5.1. Soit ¢(t) une fonction continue =0 dans ]0, o[, telle
que

(5.10) @ € LP(1,), tp € LP(0,1).
Alors, pour tout fe LP(0,00; D(A)), la fonction

t - @) Q@) f(t)—f(1))

est dans L'(0,c; E); on peut donc considérer 1’application

(5.11) feud} = e + [ 0l (GOS0 (1)
0

de D(A) x L?(0,00; D(A)) dans E.
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Désignons par S, (p,D(A),E) I'image de E xL?(0,00; D(A)) dans
l’application (5.11), muni de la norme

e 1/p
(5.12) ”a”sq, = inf [”60||D(A) + (f ”f(t)”D(A)p dt) ]
pour ’

e + [0 (@OSO-FO) dt = a.
0

Alors S(p(p,D(/l),E) est un espace de Banach. — On définit ainsi un
« espace intermédiaire »:

D(A) = S,(p,D(A),E) < E .

Le probléme (non résolu) est alors le suivant: quelles sont les functions ¢,
vérifiant (5.10), telles que Sq,(/p,D(/l),E) soit un espace d’interpolation, i.e.
toute application linéaire continue n de E dans lui méme et de D(A)
dans lui méme est nécessairement linéaire et continue de S(p(p,D(/l),E)
dans lui méme ?

Le Théoréme 5.2 (joint au Théoréme 3.1, Chap.I) montre que la
classe des fonctions ¢ contient les fonctions ¢—=-1, 1/p+x=0¢e]0,1[.
Ce probléme est, dans une certaine mesure, « dual » du probléme, égale-
ment non résolu, suivant: soit » une fonction continue =0 dans ]0, o[,
avec

(5.13) p € LP(1,00), ty € Lr(0,1);
désignons par R (p,D(A),E) l'espace des e € E tels que

p(t) (G(t)e—e) € L?(0,00; E) ,
muni de la norme

o 1/p
(5.14) lells + ( [ wor 16me el dt) :
0
qui en fait un espace de Banach. — On a:

D(A) < R,(p,D(A)E) < E .

Quelles sont, dans ces conditions, les fonctions v, vérifiant (5.13), telles
que R (p,D(A),E) soit un espace d’interpolation?

A une identification convenable prés, les classes de fonctions ¢ et y
coincident-elles ?

Une autre question naturelle est la suivante:
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PrOBLEME 5.2. Le Théoréme 5.2 est-il encore vrai lorsque E n’est pas
réflexif ?

REMARQUE 5.1. L’extension des Théorémes 5.1 et 5.2 au cas ol 'on
considére une famille de générateurs infinitésimaux 4,,...,4, « commu-
tatifs » (i.e. les semi-groupes sont commutatifs) (cf. [18]) ne présente pas
de difficulté. (L’on pose D(A)=MN;_,D(A;); soit H,(t) le semi-groupe
transposé de G,(t) considéré dans D(A); si X; est le générateur infinité-
simal de H,(f), on pourra vérifier que M;_, D(X;)=E’ en utilisant A. V.
Balakrishnan [3]).

REMARQUE 5.2. Supposons maintenant que G(t) soit un groupe forte-
ment continu et borné dans E.

Considérons 4,=D(A?) (i.e. 'ensemble des e € D(A) tels que Ae € D(A),
muni de la norme |||+ ||de||+||A%]|) et 4,=E; en accord avec les nota-
tions de [19] posons:

Ty (p,o, D(A%); p,, B) = So(p,; D(A%),E) ,
T, (p,x, D(A%); p,o, B) = S, (p,o; D(A2),E) .

Ces espaces sont caractérisés dans Lions [19]:

e € So(p,o; D(A2),E) est équivalent &

5.15
(5.15) e € D(A) et Ae € T(p,x; D(A),E);
e € 8;(p,x; D(A2),E) est équivalent &
(5.16) :
ceE et t"“zf[G(a)e—{—G(—a)e—%] do € Lr(0,00; E) .
0

Supposons E réflexif, 1 <p< o; on a:
E' = DAY < D(A?%) .

L’opérateur G(t) étant continu de D(A2) dans lui méme, on désigne par
K(t) le transposé de G(t) dans D(A?):

K(t) € £(D(A%); D(A2Y).

On définit ainsi un groupe borné dans D(A2)'; si X est le générateur
infinitésimal de K(¢),

D(X) = D(A) et Xe ='A¢ (ou A € L(D(A2); D(A))
done
‘A e Z(D(A); D(A?))) .
DX =E.

Alors
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D’aprés le Théoréme 1.1, on a:

(5.17) So(p,a; D(A?),E) = T®(p', —,E'; p', —x,D(A2)")
et

(5.18) 8, (p,; D(A2),E) = T, —x, B p', —,D(4?)) .
Mais, d’aprés les remarques précédentes, on en déduit:

(5.19) So(p,; D(A2),E) = 8,(p’, —x; D(Z?), D(A2))
(5.20) 8,y (p,o; D(A2),B) = So(p', —; D(X?),D(A2))

et par conséquent

TrEOREME 5.3. Soit G(t) un groupe fortement continu et borné dans
Vespace de Banach réflexif E, de générateur infinitéstmal A; soit K(t) le
groupe transposé de G(t) dans D(A?), de génératewr infinitésimal 5. Soit p
avec l<p<ooet a+1[/p=0€]0,1[. Le dual de I'espace So(p,oc; D(A?),E)
coincide algébriquement et topologiquement avec I'espace Sl(p’, —o; D(2?),
D(A2)') des éléments e’ € D(A?)’ tels que

P 1/p
dt> < oo.

D a2y

o] t
e’ cazy + (f t-2p f[K(a)e+K( —o)e—2e] do
0 0

Le dual de Sy(p, «; D(A?), E) coincide avec Uespace So(p’, — o; D(X'?), D(A2))
des €' € D(A) tels que X'e' =tAe’ vérifie

11 (K(t)(Ze')— Ze') € Lv(0,00; D(A?)).

Notons maintenant que, d’aprés (5.15), toute forme linéaire continue sur
So(p,x; D(A?),E) peut s’écrire

Lie) = {f'.e) + M(de), f' € DAY, M e T(p,x; D(A),E) .
Mais on a vu que

T(p:“; D(A))E), = T(P': —&; E,rD(A)I)
done

Lie) = {f'.e) + (g'.de), g' € T(p',~o; E',D(A)) = D(4),

et alors

L(e) = {(f'+2Xqg',e).

On obtient donc ceci: tout élément e’ de Sl(p’, —; E',D(/lz)’) peut
s’écrire (de fagon non unique)

e =f'+iAg9’, f' e DA, ¢ € T(p', —w; BE',D(A)),

et réciproquement.
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On peut encore énoncer (revenant a l’espace E): tout élément e de
Sy(p,x; D(A2), E) peut s’écrire (de fagon non unique)

(5.21) e=f+dg, fe DA, g e T(p«;DA2),DA),

et réciproquement.

Notons maintenant que A —I est un isomorphisme de D(A) sur E et
de D(A2) sur D(A), done (par interpolation) de T(p,oc; D(A?),D(A)) sur
T(p,o; D(A),E).

On peut écrire (5.21) sous la forme

e=(f+9)+(Ag9—g) = f+g+h,
f e D), ge T(poa;DA2,D(A), he T(pua;DA),E).

Done
e € T(p,oc; D(A),E) .

Réciproquement, si e est donné quelconque dans 7T(p,«; D(A),E), on
peut Décrire

e=(A=-I)g, g=(A4-I)e € T(p,x; D(4%),D(A)),
e € 8y(p,x; D(A2),E) .

donec

Done
S,(p,o; D(A?),E) = T(p,«; D(A),E)

algébriquement; I'identité topologique se vérifie de la méme fagon, donc

THEOREME 5.4. Sous les hypothéses du Théoréme 5.3, on a
(5.22) Sl(p,oc; D(AZ),E) = T(p,oc; D(A),E')

algébriquement et topologiquement.

Il serait intéressant de savoir si ce résultat est encore vrai lorsque £
n’est pas réflexif (et d’ailleurs, d’obtenir une démonstration directe de
(5.22)).

L’extension au cas ou I'on considére une famille de générateurs in-
finitésimaux de groupes commutatifs ne présente pas de difficulté
particuliére (nous examinerons ailleurs le cas — utile par exemple dans
les problémes aux limites pour les opérateurs paraboliques — ou 'on
considére une famille de générateurs infinitésimaux 4, ..., 4, de semi-
groupes et X\, ..., 2 . de groupes, tous commutatifs).
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