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OPERATEURS DIFFERENTIELS
PARTIELLEMENT HYPOELLIPTIQUES ET
PARTIELLEMENT ELLIPTIQUES

L. GARDING et B. MALGRANGE

Introduction.

Suivant une terminologie récente, on dit qu’un opérateur différentiel
a coefficients constants P est elliptique si toutes les solutions f de Pf=0
sont analytiques et que P est hypoelliptique si toutes les solutions sont
indéfiniment différentiables. Pour que P soit elliptique il faut et il suffit
que la partie principale du polynéme caractéristique de P n’ait pas de
zéro réel en dehors de l'origine (Petrovsky [1]). Une caractérisation
analogues des opérateurs hypoelliptiques a été obtenu par Hérmander [2]
et ses conditions ont été généralisées pour les systémes et les équations
linéaires et non linéaires par divers auteurs ([3], [4], [5]). La régularité
des solutions des systémes elliptiques non-linéaires a été traitée par
Petrovsky [1] et Friedman [6].

Dans un certain nombre de questions il apparait utile d’examiner a
quelle condition les distributions f, solutions de Pf=0, sont réguliéres
en certaines variables «, si ’on les consideére, dans le cas général, comme
des distributions dans les autres. On sait, par exemple, que toute solu-
tion de I’équation de la chaleur est indéfiniment différentiable, et analy-
tique par rapport aux variables d’espace. Nous dirons que P est hypo-
elliptique (elliptique) en « si les solutions sont indéfiniment différen-
tiables (analytiques) en x, et nous caractériserons ces opérateurs par
des propriétés de leurs polynomes caractéristiques (théoréme 3.1 (an-
noncé dans la note [7]) et 4.2.). Nous considérons aussi une classe in-
termédiaire (théoréme 5.1) et nous donnerons des indications sur les
équations avec second membre.

Certains cas particuliers simples de nos résultats ont un interét géné-
ral. Par exemple, si la puissance la plus élevée d’une dérivée 9/0y entre
dans P avec un exposant positif et un coefficient constant, alors toute
solution f de Pf=0 est indéfiniment différentiable en y. En particulier,
f posséde des restrictions aux hyperplans y=constante qui sont des
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distributions; les donnés de Cauchy de f pour ces hyperplans ont un sens.
Un autre cas particulier est que toute solution de I’équation des ondes
posséde des restrictions aux droites de temps qui sont des distributions.
En particulier, si 'on régularise une telle solution moyennant une con-
volution par rapport au temps, on obtient une fonction indéfiniment
différentiable.

Il serait intéressant de généraliser nos résultats aux opérateurs a
coefficients variables et aux systémes.

1. Opérateurs hypoelliptiques.

Soient x=(x,,...,x,) et £=(&,...,§,) les points courants de B™ et
de C™ respectivement et posons

wk =3 a&, P =2 6P =2,
& =&+,
ou & et &' sont réels. Pour les monémes on utilisera la notation

X, = X, «...%

« oy ap

Ky ey =1,...,m,
et de méme dans des autres situations, par exemple
(0/ox), = (0fox,) ... .

L’ordre de z, sera notée |x|. Un opérateur différentiel & coefficients
constants §’écrit sous la forme

P(D), D = i-19/ox ,
ou P(&) est le polynome caractéristique corréspondant. Posons, pour
abréger,

PO(E) = (0[0§),P(8) .

Avec ces notations la formule de Leibniz prend la forme

P(D)(fg) = 3 PfD.g/lx|!

ol f et g sont des fonctions de . Pour abréger nous dirons qu’une fonction
est réguliére si elle est indéfiniment différentiable.

On dit que 'opérateur P, ou bien son polynome caractéristique, est
hypoelliptique si chaque distribution f, définie dans un ouvert de E™ et
y vérifiant Pf=0, est une fonction réguliére. Rappelons le théoréme
suivant dd & Hormander [2].

TutorEME 1. Pour que P soit hypoelliptique il faut et il suffit que les
conditions équivalentes suivantes soient satisfaites:
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(1) P(&) = 0, & borné = & borné,
(2) x| > 0 = P“Y&)/P()—~ 0 pour & — oo .

En utilisant un théoréme d’élimination réelle, dii & Seidenberg [8],
on voit (raisonner comme dans [2]), que ces conditions sont équivalentes
aux suivantes:

(1bis) 1l existe deux constantes ¢ et M > 0 telles que

P() =0 = [&] = c(1+]&")M.
(2bis) 1l existe une constante 7> 0 telle que
POE) 1+ |E)*[PE)
soit borné pour & — c quel que soit x avec |x|> 0.

Les conditions (2) et (2bis) suggeérent la définition suivante, déja
considérée dans [2].

DgrFiniTION. L’opérateur P étant hypoelliptique on dit qu’un opéra-
teur @ est strictement moins fort que P (on écrit Q < P), si Q(&')/P(&')
tend vers zéro pour & — oo.

Il est évident que le degré d’un tel ¢ est plus petit que le degré de P
et, par suite, 'ensemble des @) est un espace vectoriel de dimension finie.
La formule de Taylor,

P(E+n) = 3 0, POE) |«

et (2) montre que 5, - 00 => P(E""')?)/P(E,) 1

uniformément pour n borné. Done, si @ <P, les translatés de @, et par
conséquent les @@, ont la méme propriété. En utilisant encore le théo-
réme de Seidenberg en obtient ceci: Il existe un ¢ > 0 tel que, pour tout

@ <P, la quantité Q(E)(1+|E12)°|P(E")

soit bornée pour & — oo,

2. Distributions régulieres par rapport a certaines variables.

Nous utiliserons dans la suite les notations de Schwartz [9]. En parti-
culier soit &= ¢&(R2) I'espace des fonctions complexes réguliéres définies
dans un ouvert 2, et £ =2(2) 'ensemble des fonctions € & & support
compact, les topologies étant celles de Schwartz. L’espace des distribu-
tions est le dual 2’ de 2, le dual &’ de & est identique & ’ensemble des
distributions & support compact. Outre les espaces R™ et C™ de point

courant z et £=¢& +¢£&"’, nous avons & considérer deux autres espaces
R" et C" de point courant y et n=n"+1in".
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DirintTION. Soit £ un ouvert dans R™x R™ et f(x,y) € 2'(2) une
distribution. Nous dirons que f est réguliére en z si, pour tout couple
d’ouverts Ve R™, W< R», V x W<, et tout p € P(W), la distribution
en x

9@ =\ f(z.) ) dy

est une fonction réguliére de x.
Cette notion a été introduite par Schwartz [11] sous le nom de « dis-
tribution semiréguliére en x ».

Pour 2 de la forme V x W, elle est un cas particulier de la notion de
fonction réguliére & valeur dans un espace vectoriel étudiée par Schwartz
[10]. Il est immédiat que la propriété précédente est de caractére local:
pour que f soit réguliére en x dans Q il faut et il suffit que f le soit dans
tout Vx W<Q.

Introduisons maintenant une classe d’espace dont nous aurons besoin
en relation avec les distributions réguliéres en x; s et ¢ désignant deux
nombres réels, pour ¢ € é’;’y nous poserons

92 = § 1B MR+ 1219 (4 b2 ag
ou ¢ est la transformée de Fourier de ¢.

D#rintTIoN. Nous dirons qu’une distribution f e 2'(£2) est d’ordre s, si,
pour tout ¢ € (), on a

(1) |9fls,e < o0

Soit (s,¢) P'espace correspondant.

Si f est & support compact, alors

lf[s,t < o

est une condition équivalente & (1) (voir [4]).
Donnons enfin une caractérisation des distributions réguliéres en x &
partir des espaces (s,t).

ProrositioN 1. Pour que f e 2'(£2) soit réguliére en x il faut et il suffit
que, quel que soit le nombre réel s et U'ouvert relativement compact O de £,
1l existe un t=1(s,0) tel que f soit d’ordre s,t dans O.

11 est clair que la condition est suffisante; montrons sa nécessité. En
multipliant f par une fonction € 2(2) on voit qu’il suffit de faire la dé-
monstration quand f est & support compact S et réguliere en x dans tout
Pespace. Dans ce cas,
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g—>h= Sf(x,y) 9(y) dy

est une application linéaire fermée de &'(R") dans &(B™). Soit |p|, ,
la borne supérieure des dérivées de ¢ d’ordre <t dans le domaine 4 et
soient V et W des ouverts bornés tels que V' x W> 8. Par le théoreme du
graphe fermé on voit qu’a tout 7 il correspond un o et une constante c¢

telle que
lkly,. = clglw,,  pour tout g.

En particulier, en posant g=expiny on voit que la transformée de Fou-
rier de f admet la majorante

(1) c(L+[E) (L +n))*e

pour & et 7 réels, ou ¢ est une nouvelle constante. Done, quel que soit s,
on peut trouver un ¢ tel que |f]| ;< oco.

ProrosiTiON 2. Soit f(x,y) réguliére en x dans Q, soit Vx W< et
peD(W). Alors la fonction

(2) \f@y+9) o) dy
est régquliére en x,y pour x € V et y voisin de Uorigine.

On peut se borner au cas ou f est & support compact et réguliére en
dans tout ’espace. Dans ce cas on trouve sans peine, en utilisant (1), que
la transformée de Fourier de (2) décroit plus vite que toutes les puis-
sances négatives de |£|+ ||, ce qui prouve la proposition.

3. Opérateurs partiellement hypoelliptiques.
Soit P=P(D,,D,) un opérateur différentiel en x et y.

DgrFintTION. P est hypoelliptique en z si chaque distribution f, définie
dans un ouvert et solution de Pf=0, est réguliére en x.

On a la génération suivante du théoréme 1.1.

THEOREME 1. Pour que P soit hypoelliptique en z il faut et il suffit
que les conditions équivalentes suivantes soient satisfaites

(1) P,n) = 0, & et n bornés = &' borné ,
(2) P(&m) = Py(&)+2 Pi(5)Q;(m), j >0,
ou Py est hypoelliptique et P; < P,,.

REMARQUE. Comme au numéro 1, on montre que la condition (1) est
équivalente & la suivante
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(1bis) 1l existe M >0 et C > 0 tels que
P(&n) =0 = & = c(L+[E"|+nD™.

Nous démontrerons d’abord 1’équivalence de (1) et (2), ensuite la
nécessité de (1) et la suffisance de (2).
a) (1) = (2). Développons P(&,7) suivant les puissances de #:

P = Py(&)+2 0, P (&), |«f > 0.

Tout d’abord, en posant n=0 dans (1) on voit d’aprés le théoréme 1.1
que P, est hypoelliptique. De plus, lorsque &'’ =0, on déduit de (1) que
P,m)=0, & - 00 =5 —> oo. Ceci entraine évidemment que tous les
polynémes en 7, limites de P(&',7)/|Py(&’)| pour & — oo, sont des constan-
tes de valeurs absolue 1. Donc, on a (2).

b) (2) = (1). D’apres les résultats rappelés au § 1, on sait que

& > o0 = Pj(f)/Po(E) -0

uniformément pour £’ borné. Done, P(&,5)=Py(&)+> P;(£)Q;(n)*=0
pour &' — oo, si &’ et 5 sont bornés.

¢) Nécessité de (1). Soit 2=V x W et soit H I’espace des solutions de
Pf=0 définies et continues dans £2 muni de la topologie habituelle. Soit
p € D(W) fixé; par hypothese, 'application

J =g = \f@y) o) dy

envoie H dans &(V) et d’aprés le théoréme du graphe fermé, cette
application est continue. En particulier, pour tout compact K<V il
existe un compact L < et une constante c(p) tels qu'on ait

max|3g/oz;| < o(p) max|f(z.y)] -
K L

Appliquons cette inégalité & une solution exponentielle

f(x,y) = exp(ix+iny), P(&n) =0.

Si ¢ est la transformée du Fourier de ¢, on aura
3) (maxe==)|§(n)| 3 1&;] < c(p) max e,
K L

Soit maintenant B un compact de C*. Par une homothétie contractante
convenable de ¢ on peut rendre g0 dans B, et par conséquent, on
déduit de (3) la condition (1) cherchée.

d) Suffisance de (2). D’aprés la remarque finale du paragraphe 1, on
peut trouver un o> 0 tel que
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(4) [BE)(L+ I3 [Py(&)2, & =& eRn,
soit borné pour tout R< P, Démontrons d’abord un lemme.

LeMME 1. Si f est une distribution dans un ouvert 2 € R™ x R™, alors

fe(init), Pyfe(si),
entraine
Rf € (s+0,?)
pour tout R<LP,,.

Si f est & support compact, on peut calculer |Ef|,,, , par la formule
de Parseval et le lemme est une conséquence immédiate de (4). Passons
au cas général. Il suffit de démontrer que

P,fe(st), Rfe(s,t), VRELP,,
entraine
Bf e (s +0,t), §'" = min(s’,s) .

(En effet, on en déduit le lemme par itération.) Soit ¢ € Z(Q). D’apreés
la formule de Leibniz on a

Py(gf) = oPof + zDa‘PPO(a)f/IO‘“’ lx| > 0.

Par hypotheése, le premier terme & droite est dans (s,f) et les autres dans
(s',), de sorte que Py(pf) € (s',t) et, par conséquent, R(gf) e (s’ +a,t).
Soit, finalement, y € D(£2) donné et choisissons ¢=1 dans le support

de y. Alors .
YEf = yE(gf) € (s" +0,t)
ce qui achéve la démonstration du lemme.

Soit maintenant f une distribution vérifiant P(D,,D,)f=0. Nous
allons montrer que f est réguliére en x. Cette propriété étant locale,
on peut (prop. 1) supposer qu’il existe deux nombres s et ¢ tels que,
pour tout R< Py, on ait: Rfe (s,t). On a

—Pof = z Pj(Dac)Qj(Dy)f
ou, d’aprés ’hypotheése, le second membre est d’ordre (s,t—g), ¢ désignant
I'ordre maximum des ;. D’aprés le lemme 1, on a donc
Rfe (s+o0,t—9q), VR € P, .
En itérant on obtient
Rf e (s+lo,t—1q)

pout tout entier 1= 0. En particulier, f a la méme propriété. Donc,
d’apres la proposition 2.1, f est réguliere en x.
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REMARQUES.

1. Outre les hypothéses du théoréme précedent, supposons que f soit
réguliére en y, & valeurs dans un espace de distributions d’ordre borné en
z (i.e. il existe un s tel que f e (s,t) pour tout £. De telles distributions
sont appelées « intégralement semiréguliéres en y » dans [11]). Alors le
raisonnement précédent montre que f est réguliére en z, y.

2. Equations avec second membre. Supposons que f vérifie 1’équa-
tion P(D,,D,)f=g, g étant réguliére en x et P vérifiant les hypotheses
précédentes. Alors f est réguliére en x (raisonner comme en d) en appli-
quant & g la proposition 2.1).

EXEMPLES.

1. m=1 (cf. Introduction). L’hypothése signifie que les hyperplans
z=constante sont « réguliers », i.e. que le coefficient les plus élevé en &
de P est indépendant de 7. Le théoréeme permet de définir les restrictions
de f et de ses dérivées & ces hyperplans. En particulier, f y possede des
données de Cauchy qui sont des distributions en y.

2. P est I'opérateur des ondes, P(§,n)=&%+ ... +&,2—n,% Le théo-
réme montre que chaque solution de Pf=0 posséde des restrictions aux
droites de temps x=constante que sont des distributions en y=yj;.

4. Opérateurs partiellement elliptiques.

On dit qu’un opérateur differentiel P(D,) est elliptique si toute distri-
bution f, solution de Pf=0 est analytique. On a le théoréme classique
suivant, di essentiellement & Petrovsky [1].

THEROREME 1. Pour que P soit elliptique il faut et il suffit que Q(&)=%0
pour tout & réel +0, Q étant la partie principale de P (i.e. la somme de
termes de P d’ordre le plus élevé).

REMARQUE. On dit qu'un hyperplan ¢ = constante est caractéristique
pour P si Q(£)+0. Donc, pour que P soit elliptique il faut et il suffit
que P n’ait pas d’hyperplan caractéristique réel.

Nous allons démontrer un théoréeme analogue pour les opérateurs
partiellement elliptiques. Les deux définitions suivantes sont naturelles.

DfriniTION. On dit qu’'une distribution f(x,y), définie dans un ouvert
Q< R™x R* est analytique en «, si, quel soit Vx W<Q et p € Z(W), la
distribution

g9(x) = Sf(w,y)<p(y)dy, zeV,

est une fonction analytique.
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DgriniTIioN. On dit qu'un opérateur différentiel P=P(D,,D,) est
elliptique en z si toute distribution f, solution de Pf=0 dans un ouvert,
y est analytique en .

On a la généralisation suivante du théoréme 1 ol 4 ~ B signifie que
A|B et B|A sont bornés et

0 0
POYE ) = (a—f%) P(E,)

sont les dérivées du polyndéme caractéristique par rapport a &,n.

THEOREME 2. Pour que Uopérateur P soit elliptique en x il faut et il
suffit que les conditions équivalentes suitvantes soient satisfaites,

(1) P,n) =0 = [&] = c(1+[&"+n"]),
(2) 2 1POE ) P+ |EP) ~ 3 1PDE ),
pour & et n réels.
REMARQUE. Sin=0, on vérifie facilement que (1) équivaut & la condi-
tion que la partie principale de P ne s’annule jamais pour un argument

réel différent de zéro. Dans ce cas, les conditions (1) et (2) ont été con-
sidérées par Hormander [12]. Notons que (1) entraine la condition (3.1).

ExEmMPLE. P&, np)=an, +b+&2+ ... +&,2% n=1. On trouve que P est
elliptique en « si et seulement si Rea=0.

Démontrons d’abord I’équivalence de (1) et (2).
(2) = (1). Soit ¢ une constante convenable (pas toujours la méme).
Eecrivons (2) sous la forme

S (&P =) PO ) < elPE ) o > 0.
Alors, il est évident que
& 2 ¢, lo] > 0 = [£PPOE, 7| < el PE,7)] .

En particulier, o,
€' 2 ¢ = [P(&,7)] > 0.
Pour 6>0 et

(3) 1€ =z ¢ + o1&+ 1n""])
on a donc

(", POAE )| £ col M PDE )| £ co[PE,7)
de sorte que, sous la méme condition,
[P(& +", n'+in")] =2 (L—cd)|P(&,n')] + 0

si ¢ est suffisamment petit; d’ou le résultat.
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(1) = (2). Supposons d’abord que m=n=1, &=17, =0 de sorte que
(1) prend la forme
(4) P(7,0) = 0 = || = c(L+]|7"[+]0"]).

Ceci entraine que P est hypoelliptique en « et on voit que le degré de P
en 7 est le méme que le degré total ». Donec
P(1,0) = ¢y +ay(0) 1+ ... +a(0), ¢, *+ O,

ou les a; sont des polynémes en ¢. Posons

P(1,0) = ¢y I (v—bi(0)) .
La formule (4) montre que, pour o réel, les b, sont en dehors de la région
7] S e tje| - 1

qui consiste en deux domaines angulaires de sommets +c, symétriques
par rapport a I'axe réel. La distance d’un point réel v au bord de cette
région est minorée par (|7|—c)(1+¢?)~t. Donc, pour 7 et ¢ réels et |7|
assez grand,
|70IP(v,0)| < [T/|P(7,0)| X [(T—by) ... (z—0))|

< ¢|P(v,0)] (0 = 0[oT) .
Par conséquent
(5) 2 [97P(v,0) (1 + |7]¥) < ¢,P(7,0)?

J

°“ P(r,0)* = 3 [20}+P(,0)]?
et ¢, est une fonction de ¢, bornée pour ¢ borné. Maintenant, soit ¢ réel,
lef]£1. En remplacant P(t,0) par P,=P(t,06+¢7), on trouve que P,
satisfait & (4) si 'on change ¢ en ¢+ 1. Donc,

(6) 2 |(0,— €9, P(,0)|2(1+|7|%) ~ ¢, P (1, 0—eT)2.

11 est clair que les cotés droits de (5) et (6) sont uniformément équiva-
lents pour |¢|<1. En faisant varier ¢, on trouve donc la relation cher-

chée 3 10,79 %P(7,0)|%(1 + |7|2)i+* ~ P(7,0)2.
Appliquons cela au polynome

Q(7,0) = P(t&y,0m,), &0l = Imol =1,
ou &, et 7, sont réels. L’équivalence étant uniforme en &, et 7y, on en
déduit facilement (2).
Démontrons maintenant que (1) est nécessaire pour que P soit ellip-
tique en 2. On va démontrer un énoncé un peu plus fort que celui du
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théoréme. Soient C, et U, deux cubes fermés contenant 1’origine et soit
T Tespace des solutions de Pf=0 qui sont réguliéres dans C=C,xC,
et soit @ l'espace des fonctions réguliéres dans 'espace des y & supports
dans C,. Avec leurs topologies naturelles, T' et @ sont des espaces de
Fréchet. Supposons que pour chaque fe T et chaque ¢ € @,

feg) = £y o) dy

soit analytique & l’origine. Alors P satisfait & (1). Dans la démonstra-
tion on va suivre un procédé de Hormander [12]. Posons

ID2g(@)]* = 2 (D) g@)? o] =p.

La fonction f(x,p) étant analytique & l'origine il existe une constante ¢
dépendant de f et de ¢ telle que

|D2f(0,9)] = c?*pl,  V¥p 2 0.

Pour ¢ et ¢ données, ces inégalités définissent une partie fermée convexe
T,,deT et T, - T pour ¢ — co. Done, d’aprés le théoreme de Baire,
une de ces parties est un voisinage de l'origine dans 7. Done, il existe
une norme |f|, dans 7' et une constante ¢ dépendant de ¢ telles que

() |D2f(0, @) = cPHiplifl, VP20, VfeT.

Maintenant on reprend le raisonnement précédent avec un ¢ et une
norme ||, donnés. On obtient des parties fermées et convexes @, , de
® tendant vers @ et on trouve finalement qu’il existe une constante c,
et une norme |-|, sur 7' indépendantes de f et de ¢, telle que

|D2f(0,9)] = P p!|flolel, V¥pz O,

pour tout f et ¢, |p| étant une norme de P.
Maintenant, nous allons choisir un ensemble convenable de fonctions ¢.
Soit @ > 0. Alors

+a
M(7) = %Sei"dt = t-lsinta

—a

Ao(7) = M(7+(20)"17) = (v+ (2a)'7)~! costa

et

sont des transformés de Fourier de fonctions & supports dans |t|<a; et
I'inégalité .
145(2)l 2 [A(Re7)l, Jj =12,
entraine
(8) 121(2)] + 14x(7)| 2 cte(1+|Rez|)~

pour tout 7. Posons dans (7)
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f = exp(ixé+iyn), P(&n) =0.
Alors

©)  PONIIEP < e plig|[L+ €]+ nl) exp o[1+ (& +1"1],
ou . )
pn) = § ety dy

Soit @, le completé de @ par rapport & |@|. Si M est assez grand et a
assez petit, alors

o(n) = l:[ Yim)M, ;= A ou Ay,

est la transformée de Fourier d’'un ¢ € @;. Donc,

fli (A2m)] + gy 1117

est majoré par le membre droit de (9) si 'on y ajoute une majoration
de ||, & savoir une constante convenable qu’on peut faire entrer dans c.
Finalement, utilisant (8) et changeant encore une fois la constante c,
ou trouve que

[P = P p![1+ &)+ Inl]° exp e(1+[E"]+[n"'])

pour tout p=0. Sil’on pose
p = [§léle],

alors

&l = c(L+[&"[+In"]) + clog[1+ &+ [n|]
ou bien
(10) &' = c(X+ 8"+ n"]) + clog(1+|n'])

avec des nouvelles constantes ¢. Donc, si I’on pose, par exemple,
p3(r) = max |&/3(1+ £+ 1n"[5)

pour P(&é,m)=0 et |'| <7, on sait que

(11) u(r) = ¢ + clog(l+7r).

Mais, selon les résultats bien connus de Seidenberg [8], u est pour r
assez grand une fonction algébrique de r de sorte que si u n’était pas
borné, u tendrait vers l'infini comme une puissance positive de r ce qui
est impossible en vertu de (11). Donec u est borné et on a démontré que
(1) est une condition nécessaire pour que P soit elliptique en z.

Montrons enfin que (2) est une condition suffisante d’ellipticité en x.
Soit f une solution de Pf=0 dans un ouvert 2 de la forme Vx W et
considérons la distribution

9(x,y) = Sf(x,?/ﬂ/’) o) dy', @eD(W),
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pour z € V et y voisin de I'origine. Comme P est hypoelliptique en x
nous savons déja que f est réguliére en x, et par suite que g est réguliére
en x et y pour x € V et y voisin de l'origine (proposition 2.2). En outre,
g est une solution de Pg=0. Nous avons & démontrer que g(x,0) est
analytique en . Par conséquent, il nous suffit de démontrer que toute
solution réguliére f de Pf=0 est analytique en .

Pour évaluer les dérivées de f par rapport & x, nous employerons une
variante d’une méthode de Gevrey [13].
Pour abréger nous utiliserons la notation

D25AR = S\ (DS @y dudt, 5] =p, 4 BrxEe.
A

Soient K et L > K deux boules concentriques de rayon r et r+o¢, o< 1.
Posons
If.Kl, = 3 IDJPYS, K| o7, j < |a| > 0.
On a le lemme suivant.
LemMmE 1. 8¢ P satisfait a (1) et Pf=0, alors
o|D,f, K|, < clf,Li,
ou ¢ est une constante qui ne dépend que de P.

Par définition, le membre gauche est une somme de termes
(12) |DJHPOf, K| gdt1-l+l j4+1 < || > 0.
Pour j+1 < |x| ces termes sont majorés par

\fiKl, = |, L,
Supposons que j+1=|x| et soit g € 9(L), g=1 sur K. Alors,
|D A P@f, K |2 < |D,*Pe(fg), L|?

- (2n>~nS |&[2ial | PO, m) 2 | H(E,m)|? dEdn

ou H est la transformée de Fourier de fg. Notons c,cy,¢,,... des con-
stantes qui ne dépendent que de P. 1l suit de (2) qu’on a
(13) |D,MPEf, K| < ¢, 3 |PO(fg), L] .

Maintenant, on a, par la formule de Leibniz,

PO(gf) = 3 PEALD, gfly|!

ou, comme Pf=0, on peut supposer que |3|+ |y|>0. On peut choisir g
de sorte qu’on ait une majoration uniforme

Math. Scand. 9 — 2
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|D,g(x)| < ¢yl
lorsque |y| = degré de P; et, par conséquent,
[PO(gf), L| = 3 2 |PEf, L] o=WI=01, || +|y| > 0,
de sorte que le coté droit de (13) est majoré par
¢ 2, |POf, L| 671V < o,f, L], .
Done, on a obtenu la majoration

clfs Ll,

pour tous les termes (12) qui sont en nombre fini et le lemme est dé-
montré. Soit maintenant,

KycK,<...<K,

une suite de boules concentriques contenues dans £, le rayon de K;
étant r+jo. Une itération dans le lemme montre que

\DPf, K|y = (co™)P|f, Kpl, -

Soit xy,y, un point donné de 2, soit K =L deux boules ayant ce point
comme centre et soient r et r + 7= les rayons correspondents. Choisissons
K,=K, K,=L de sorte que op=1. Si » est le degré de P on obtient

ID2f, K| = |DFf, K|, = c?p?*[p~|f, L]
ol ¢ est une nouvelle constante. Si ’on pose
\D7f, L = 3 |Df, L% o] <P,

on trouve que le crochet est majoré par ||[D’-'f,L|| multiplié par une
constante, et, comme p? <ePp!l, on trouve

|D2f, K| = ceHpl |7, L, Vpz0.
Posons maintenant
ID2f(2,y)12 = 3 (D). fley)E,  |xl =p,

et soit M une boule de centre x,,v,, intérieure & K. D’aprés un lemme
classique de Soboleff on a, par exemple,

sup|D,7f(z,9)| < ¢| DD K|, Vjz 0.
M

Done, avec une nouvelle constante c,

\
o

sup |DPf(x,y)| = cPHpl|Dmnvif I,  Vp 2
M
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Cette inégalité montre que la série de Taylor partielle de f,

2. (@ —x0).(3f0x).f (x,y)]|x]!

converge uniformément vers f(x,y) pour x voisin de z, et y dans M.
Le théoréme est démontré.

REMARQUE. De la méme maniére on peut démontrer que toute solu-
tion f de Pf=g, est analytique en z si ¢ a la méme propriété.

5. Opérateurs conditionellement elliptiques.

Nous allons examiner une classe d’opérateurs différentiels intermé-
diaire entre les deux précédentes. Les démonstrations étant analogues
nous serons treés brefs.

Dgrintrion. On dit qu'un opérateur différentiel P(D,,D,) est con-
ditionellement elliptique en , si toute distribution f, analytique en ¥,
et solution de Pf=0, est analytique en x,y.

THEOREME 1. Pour que P soit conditionellement elliptique en x il faut
et ol suffit que Uune des deux conditions équivalentes suivantes soit satis-
Sfarte:

(1) 11 existe ¢> 0 tel que P(E,77)=0 entraine |&'| <c(1+|n|+|&")).

(2) P=PyD,)+3P,D,)Q;(D,), ©>0, avec P, elliptique et degP;<
deg P, deg P, + deg@, <degP,.

REMARQUE. La condition (1) montre qu’'un tel opérateur est inter-
médiaire entre les opérateurs partiellement elliptiques et hypoelliptiques.
La deuxiéme condition signifie que les hyperplans &z =constante
(&' = 0), ne sont pas caractéristiques.

L’équivalence de (1) et (2) se démontre immédiatement par un raisonne-
ment analogue & celui du théoréme 3.1. Pour démontrer la nécessité
de (1) on opére comme au théoréme 4.2. Soient V et W des ouverts de R™
et O™ contenant l’origine et soit H I'espace des fonctions continues de
z,9 € V x I, holomorphes en 4 € W pour tout x € V, et vérifiant Pf=0.
Par l'intégrale de Cauchy on vérifie immédiatement que, pour tout

pED(V), )
\7(e.) pte) d

est analytique en y. Par le théoréme de Baire on montre qu’il existe
des fermés A<V et B< W et une constante ¢ >0 tels que, pour tout f
dans H et tout p=0

2%
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Z |Daf((p90)l = CZH-lp!M’ I(X! =D,

ou M est le maximum de |f| dans 4 x B. En raisonnant comme au
théoréme 4.2 on en déduit la condition (1).

REMARQUE. On aurait pu démontrer la nécessité de (2), en utilisant
les « solutions nulles » de Hormander [2].

Pour démontrer la suffisance de (2), on commence (régularisation),
par se ramener au cas ou f est réguliere et vérifie, sur tout compact K
ou elle est définie, les inégalités

|D*D Y, K| < ct*q!, Vg 20, 0=sp<v,

ol v=degP et ou I'on a utilisé les notations du § 4, c’est & dire que le
carré du premier membre est la somme

2 [DuDy)f. K% x| =p, B=4q.
Introduisons la norme

\f,.K|, = 3 |D*f,K|d*, 0zk<vw,
pour o¢<1. Notons qu'on a
(3) 1D, K|, £ c?*q!, Vg 20,

avec ¢ indépendant de ¢. On démontre alors le lemme suivant, analogue
du lemme 4.1: si K et L sont deux boules concentriques de rayons r et
r+0o et Pf=0 dans un voisinage de L, alors

|Df, K|, = c(o7*|f, L, +|D,f,Ll,)

avec ¢ indépendant de f et de o.

Ensuite, pour majorer toutes les dérivées de f, on considere p—1
boules intermédiaires entre K et L de rayons r+ (j/p)o (1Sj<p); en
itérant le lemme on trouve

DK < 0 (z) (ployo-2|D,5f, L., -

En utilisant (3) et les inégalités élémentaires suivantes

(p) =2, pl=s1l  p?=ePpl,
q

on en déduit que
|DPf,K| < cPtlpl, Vp =0,

avec une nouvelle constante ¢. On termine en utilisant le lemme de
Sobolev, comme au § 4.
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AJOUTE A LA CORRECTION DES KPREUVES. Un article récent de
L. Ehrenpreis (Solution of some problems of division IV, Amer. Journal
of Math. 82 (1960), pp. 522-288) étudie les problemes traités ici dans le
cas, plus général, ol les opérateurs différentiels & coefficients constants
sont remplacés par des distributions & support compact.
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