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RECTIFICATION A L’ARTICLE
« UNE CARACTERISATION ABSTRAITE DES
OPERATEURS DIFFERENTIELS »

JAAK PEETRE

La démonstration du théoréme de [2] est manifestement incompléte:
Ce n’est pas du tout évident que la famille {a*} soit finie en chaque
point [2, p. 216]. Ce n’est pas d’ailleurs difficile de la rendre compléte
sans changer beaucoup les idées originales. Nous préferons pourtant d’en
donner une autre démonstration qui nous permet de traiter une situation
plus générale. — Je tiens & remercier M. Carleson qui m’a communiqué
Perreur dans la démonstration originale et qui m’a proposé le principe de
cette nouvelle démonstration.

Soit £2 un ouvert de R*. Soit P une application linéaire de 2(2) dans
2'(2) ayant la propriété suivante:
(1) supp Pf < suppf .
(Ceci équivaut & dire que P est un homomorphisme du faisceau & dans

le faisceau 9?', cf. [2].) Nous allons voir que cette condition entraine &
peu prés la continuité de P (th. 1 et th. 2). Introduisons les normes

Il = sup|Df(2)l, lo| =k, =z€,
dans 2(Q2) et les normes duales

lgll-x = llg: Ull-x = supKg:-)I/Iflhes S € 2(U),

dans 2'(Q), U étant un ouvert relativement compact de 2. KEtant
donnés ge2'(2) et U, on a ||g,U|_; < + o pour k suffisamment grand.
Etant donnés ze et k, soit j=j(k,x) les plus petit des nombres + oo et
(8’il existe) le plus petit j tel que

sup|Pf, Ull/Iflly < +o0, f e 2(U),

pour un voisinage convenable U de x. Nous dirons que z est un point de
continuité s’il existe un voisinage U de z tel que la restriction de P &

Recu le 4 avril, 1960.



RECTIFICATION A L’ARTICLE ¢« UNE CARACTERISATION ABSTRAITE ...» 117

P(U) soit continue comme application de Z(U) dans 2'(U), et qu’il est
un point de discontinuité dans le cas contraire. Soit A ’ensemble des
points de discontinuité de P. Si xzeA, on a j= + oo pour tout k; si ¢ 4,
on a j< + oo pour £ suffissmment grand.

LeMME. L’ensemble A est localementi fini. Pour tout ouvert relativement
compact U de 2, la fonction j(k,xz) est bornée dans U — A pour k suffisam-
ment grand.

DimonsTrATION. 1l suffit de démontrer qu’on ne peut pas trouver une
suite (x,) dans U avec x,+x, pour p=+q et deux suites d’entiers (j,) et
(k,) tendant vers l'infini telles que

Jp < Jlkp,xy) .
Dans une telle situation, nous pouvons successivement trouver des
ouverts U, tels que x,eU, et U,nU,=0 pour p+q, et des fonctions
fo€2(U,) telles que
Ifll, =277 et IPfll, 2 27
On a f=3f,e2(U) et Pf=Pf, dans U,. Par conséquent, on a
Pf, Ullt, 2 [1Pfyll-s, 2 27

pour tout p, ce qui est absurde.

TutorEME 1. Soit P une application linéaire de 2(2) dans D'(2) ayant

la propriété (1). Il existe une famille de distributions {a*}, localement finie
et unique en dehors de A, telle que

supp(Pf—Y a*D,f) = A
pour feD(£2).
(Une famille de distributions est dite localement finie, si dans toute
partie compacte de 2, on a a*=0 pour « suffisamment grand.)

DEMONSTRATION. Soit U un ouvert relativement compact de 2. Il
résulte du lemme qu’on peut trouver des entiers j et k tels que tout
o€ U — A admet un voisinage V tel que

IKPf,>! = ClIfll; llgll

pour fe2(V) et geD(V), C étant une constante. Donc, en vertu du
théoréme des noyaux, il existe une distribution Qe2’'(V x V) telle que

(Pfgy = KQ&.9y), f(x)g(¥))>
pour feZ(V) et ge D(V). ({{,)) y désigne la dualité dans 'espace produit,
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pour la distinguer de la dualité (,) dans l'espace simple.) Grice &
I’hypothése (1), le support de @ est contenu dans le diagonal D de V' x V.
Par conséquent, m etant un nombre < j+k+2n+1, on a

L@, h))y = LQ(x,y), h(z,y)))
=2 LQ@%¥(x,y), (D,),(D,)sh(z,y)y), x|+ |Bl < m,

pour toute heD(V x V), les Q** étant des mesures 3 support dans D.
En prenant i(x,y)=f(x)g(y), on en trouve

(Pf.g) =2 <b*,D,fDyg),

b*# étant la projection de @** sur V, ou encore

(Pf.g> = Z (Ds(b* D, ), 9> ,

d’ol facilement
Pf=%a*D,f, |« =m,

pour fe2(V), les a* étant des distributions dans 2’(V). Soit maintenant
f une fonction dans 2P(2) qui est égale & 1 dans V. Alors on voit que

Pf = a®

dans V. En particulier, il en résulte que a® est uniquement déterminé
par P et qu’elle peut étre prolongée comme distribution dans U entier.
En prenant successivement au lieu de la fonction 1 des mondémes z*, on
voit que la méme condition a lieu pour toutes les a*. Donc on a

supp(Pf-Y a*D,f) = A

pour toute fe2(U). Comme U est arbitraire, le théoréme est démontré.

REMARQUE. L’ordre de la distribution @ est au plus m=j+k+2n+1,
cf. la démonstration d’Ehrenpreis [1] du théoréme des noyaux, en parti-
culier le lemme 1:

Soit K un voisinage fermé cubique de z, contenu dans V. On peut
développer toute fonction he Z(K x K) en série de Fourier dans K x K,
les coefficients étant & décroissance rapide. En multipliant les expo-
nentielles par un produit g(z)y(y) dans D(V x V), égal a4 1 dans K x K,
on trouve que, étant donnés j, k et m avec m>j+k+ 2n, toute ~ admet
une décomposition de la forme:

Mz,y) =2 A1@ey); f € 2V), 9,€ DV), 4 e,

telles que les inégalités suivantes ont lieu:
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1A =L gl 1, ZIAL S vkl
v

y étant une constante qui ne dépend pas de 2. Donc, si ’on a

CPf.g) = KQ(=,9), f(@)9(y))
[<PL.g)| = CIIfll; lglhe
pour fe2(V) et ge 2(V), on trouve que

Q.1 = X 14| [(€Q,9).£,(x)9,%)))|
=2 12| [<Pf,95| = Z AICIL) gl
= yClhllm

et

pour e P (K x K), ce qui montre que @ est d’ordre au plus m.

Le théoréme 1 est le meilleur possible, ¢’est-a-dire qu’il peut arriver que
P-3a*D,+0.

En effet, soit z,€2 et choisissons une forme linéaire F définie pour des
suites {c,}, telle qu’on n’a pas
F =3 b%c,

pour une suite finie {b*}. Alors
(Pf) (@) = F({D.f(x,)}) 6 — )

a les propriétés désirées sans étre continue; on a supp Pfc< {z,} et P est
continue sauf au point z,. Du théoréme 1 on déduit immédiatement le
résultat suivant.

TutorEME 2. Soit H un sous-espace de 2'(L2), stable pour la multi-
plication avec d’éléments de D(R2), et supposons que H n’ait pas d’éléments
@ support localement fini. Soit P une application linéaire de 2(2) dans H
ayant la propriété (1). Il existe une famille unique de distributions {a*},
localement finie et localement dans H, telle que

Pf =23 a"D,.f
pour fePD(R2).

Si I'on prend H=2(2), on retrouvera le théoréme de [2]. Dans ce
cas particulier, on peut se passer du théoréme des noyaux et la démon-
stration se simplifie considérablement.
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