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DERIVIERTE SCHNITTE BEI DER
TRANSFORMATION VON MANNIGFALTIGKEITEN

JOSEF WEIER

Einleitung.

Seien n = 2 eine natiirliche Zahl, M eine (2n — 1)-dimensionale und N
eine n-dimensionale orientierte zusammenhingende geschlossene polye-
drale Mannigfaltigkeit, ferner f, g: M — N stetige Abbildungen. Man
kann, wie dies unten dargelegt ist, annehmen, dass die Menge aller Punkte
peM mit f(p)=g(p) ein endliches (n—1)-Polyeder 4 ist. Uber 4 liegt
ein durch (f,g) bestimmter ganzzahliger (n—1)-Zyklus z. Seien z,,
2y, ..., 2, die unten erklirten Homotopiekomponenten von z beziiglich
(f, 9) und, sofern solche existieren, j+% zwei der Zahlen 1,2, ...,r
derart, dass z;~0.

Die ganzzahligen n-Ketten x aus M mit oz =z; zerfallen in Aquiva-

lenzklassen
Y, Y, .

durch die Festsetzung, dass zwei solche Ketten, sie mégen #; und z,
heissen, zur gleichen Klasse gehéren, wenn z; —2,~0. Fir 1=1,2, ...
sei dann oy, die Schnittzahl von (y,, z,), wobei y; eine Kette aus Y
bedeutet.

Ist z;~ 0 und 2z, ~ 0, so erklaren sich die Zahlen ¢;;; analog inbezug auf
2, statt inbezug auf z;. Wenn gleichzeitig z; ~ 0 und z;,~ 0, so sei o;;,;=0;
ebenso wenn j=k. Die Zahlen

ajki’ j=1,2,...,f; k=,1,2,...,1'; 'l:=l,2,---,

bilden dann das »Schnittsystem erster Art« von (f, g).
Zur Erklirung der Zahlen o*;;; sei wieder j+k und z;~0. Es bedeute
y eine Kette aus Y;;. Zwei Punkte a,, a, der Menge

Yl 0 J2]

mogen zur gleichen »Schnittklasse« von (y, z,) beziiglich (f, g) gehdren,
wenn eine @, mit a, innerhalb des n-Polyeders |y| verbindende Kurve
{c*} existiert, so dass (f(c*), 0=7=1, g(¢"), 12720) innerhalb N null-
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homotop ist. Man kann, dies wird im zweiten Abschnitt erldutert, an-
nehmen, dass |y|n|z,| aus endlich vielen Punkten besteht. Diese Punkte
zerfallen also in endlich viele Schnittklassen

bll’bl2""’ l=1,2,....

Der Gedanke, die Schnittpunkte in Klassen zusammenfassen, geht auf
eine bekannte Klassendefinition von J. Nielsen zuriick, die er meines
Wissens zuerst in [2] angegeben hat.

Ist &(b,,) die Schnittzahl [3] von (y, z;) im Punkte b, und B, die Zahl

ﬂl = z é(blm) )

so bilden die Zahlen f,, #,, ... das »Schnittsystem zweiter Art« von (y, 2;)
beziiglich (f, g). Die Anzahl der 8,4 0 heisse

*ii(y) -

Hierauf ist o*;,; die kleinste unter den Zahlen ¢*;;(y), wenn man y die
Aquivalenzklasse Y, durchlaufen lisst.

Im Falle j+k, z;~0, 2;,~0 erklart sich ¢*;;; analog. In allen iibrigen
Fillen ist wieder o*;,;=0. Die Zahlen

ey J=12,...,r k=12,...,r; 1=12,...,

bilden das »Schnittsystem zweiter Art« von (f, g).

Von Nullen und Umordnungen abgesehen, sind die Schnittsysteme
erster und zweiter Art von (f, g) eindeutig bestimmt. Dies wird unten
prézisiert.

Ist das Abbildungspaar (f’, ¢') zu (f, g) homotop, also f’ zu f und ¢’ zu
g homotop, so sind die Schnittsysteme erster und zweiter Art von (f, g)
zu den entsprechenden von (f’, ') dquivalent. Die Aquivalenz ist dabei
80 definiert: Sind 7" eine Menge von Tripeln (j, &, ¢) natiirlicher Zahlen
J» k, ¢, kurz eine Tripelmenge, und 7" eine weitere Tripelmenge, ferner ¢
und ¢’ eindeutige Abbildungen von 7', 7" in die ganzen Zahlen, so
bezeichnen wir ¢ und ¢’ als »iquivalent«, wenn eine Teilmenge 7'* von 7T
und eine eineindeutige Abbildung %: T* — 7", existieren, die die Eigen-
schaften haben:

@, k,2) = 0 fiir alle (4, k,4) € T—T*,
o0, ki) = 0 fiir alle (j, k, i) € T"— h(T*) ,
o0, k, i) = g'h(j, ki)  fiir alle (j, &, ) aus T* .

Sei etwa g eine unwesentliche Abbildung. Dann gilt: die Abbildung f ist
sicher wesentlich, wenn wenigstens eine der Zahlen o;;;+0. Verschwin-
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den alle 0y, so liefert das Schnittsystem zweiter Art weitere Bedingun-
gen: es ist f wesentlich, wenn wenigstens ein o*;,;+ 0.

1. Priliminarien.

Die Mannigfaltigkeiten M und N der Einleitung mégen in einem eu-
klidischen Raume liegen. Sind f, f’, g: M — N stetige Abbildungen, U
eine (2n—1)-Zelle in M und V, W zwei n-Zellen in N, so heisse (f’, g)
eine »lokale Homotopie« von (f, g) beziiglich (U, V, W), wenn

fIM-U=fM-U, fOuf@) <V, gl)c<Ww,

und iiberdies gilt: ist VnW+0, so gibt es eine n-Zelle X in N mit
VuW<X. Das Abbildungspaar (f, g): M — N heisse »egulir«, wenn die
Menge aller Punkte pe M mit f(p)=g(p) ein endliches Polyeder A einer
Dimension <n—1 ist. Wir bezeichnen 4 auch mit

s(f, 9).

Uber s(f, g) liegt ein endlicher ganzzahliger (n— 1)-Zyklus z. Dies ist in
[4] fir den Fall ausfiihrlich dargelegt, dass g(M) ein Punkt aus N ist.
Man vergleiche diese Arbeit auch, was Simplexe, Zellen, Polyeder und
den Abstand d betrifft. Im allgemeinen Falle erklirt sich z fast ebenso.
Statt z schreiben wir auch olf, ) .

Es heisse z der »durch (f, g) bestimmte Zyklus« iiber 4. Offenbar ist
s(f, 9)=|a(f, g)|, wobei wie iiblich |...| den Ubergang von der Kette zum
Trégerpolyeder der Kette bezeichnet. Sind x,y endliche ganzzahlige
Ketten in M mit

dimz+dimy = dimM  und |ox| n|oy| = 0,

so bezeichne ¢(x, y) die Schnittzahl (im Sinne von [1]und [3, 8. 137-147))
von (z, ¥).

Die so erklirte Bedeutung von n, M, N, s und o gelte bis zum Schlusse
dieser Arbeit.

Mit der im ersten Absatz dieses Abschnittes definierten Bedeutung
von f, g: M — N und z=o(f, g) seien y,, ¥5, . . . die Komponenten von 2.
Zwei y,, sie mogen y; und y, heissen, gehdren dann zur gleichen »Homo-
topiekomponente« von (f, g), wenn ein Punkt a in y;, ein Punkt b in y,
und eine @ mit b verbindende Kurve {c} in M existieren, so dass die
geschlossene Kurve

(fe), 0571, ge), 1272 10)
innerhalb N nullhomotop ist.
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Auf einen Beweis der folgenden Sitze 1 bis 3 verzichten wir, da ver-
wandte Aussagen in meiner oben zitierten Arbeit erliutert sind.

TaEOREM 1. Seien y, z zwetr zueinander fremde endliche ganzzahlige
(n—1)-Zyklen in M ferner A, B zwei n-Ketten in M mit 0A=0B=y und
A—B~0. Dann ist 6(4,z)=0(B, z).

THEOREM 2. Sind f, g: M — N stetige Abbildungen, U eine in M offene
Menge mit s(f, g)< U und ¢ eine positive Zahl, so existiert eine stetige Ab-
bildung f': M > N mit fiIM-U=f'|M—U und d(f, f')<e derart, dass
s(f’, g) ein endliches Polyeder einer Dimension <n—1 ist.

TaeorEM 3. Seien f, f', g: M - N stetige Abbildungen, s(f,g) und
ebenso s(f’, g) ein endliches Polyeder einer Dimension <n—1. Dann gibt
es Abbildungen

foooisf M>N mit fy=f und f. =f

und den weiteren Eigenschaften: fur alle ¢ >0 ist (f;, g) eine lokale Homo-
topie von (f;_y,9), fir alle i ist s(f,;, g) ein endliches Polyeder einer Dimen-
sion =n—1.

TaEOREM 4. Seien f, f', g: M — N stetige Abbildungen, (f’,g) eine
lokale Homotopie von (f,g) beziiglich (U, V, W) und (f,g) wie (f',9)
reguldr. Dann lassen sich die Homotopiekomponenten von (f, g) derart mit

29, %9 + s 2y

bezeichnen, dass gilt: jedes z; mit 122 ist zu U fremd und Homotopie-
komponente von (f', g); ausser den z,, ..., z, besitzt (f', g) hochstens zwei
wettere Homotopiekomponenten; hat (f’,g) zwei weitere Homotopiekom-
ponenten , und £y, 80 18t

Li=2, #%nnU=0, ¢ <cU;

hat (f', g) genau eine weitere Homotopiekomponente z,’, so ist entweder
2, =2z, und 2, U =0, oder es gibt eine endliche n-Kette y in U mit

2 —2, = oy;
hat (f', g) keine weitere Homotopiekomponente, so ist z, < U.
Beweis. Mit z=0(f, g) und 2’ =0(f’, g) gehéren alle Punkte aus dem
Durchschnitt zn U zur gleichen Homotopiekomponente von (f, ), ebenso
alle Punkte aus 2’nU zur gleichen Homotopiekomponente von (f, g).

Also lassen sich die Homotopiekomponenten von (f, g) so mit 2, 2, ..., 2,
bezeichnen, dass z; zu U fremd fiir alle > 2. Jedes 2z, mit ¢ =2 ist auch
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Homotopiekomponente von (f’,g). Weiterhin unterscheiden wir drei
Fille.

Wenn erstens 2’nU=0, so ist 2’ —(z3+...+2,)<2z. Im Falle 2'=
23+ ... +z, ist nichts weiter zu beweisen. Im anderen Falle setzen wir
2,/ =2, —U. Wegen 2'n(U—U)=0 ist auch zn (T —U)=0. Also besteht
2z, — U aus Komponenten von z,. Hier ist also Satz 4 richtig.

Es sei zweitens 2’nU+0 und z,—U=0. Hier setzen wir z,'=2'nT.
Dann ist 2,"+2,< U. Daher gibt es eine n-Kette y in U mit z,’ —z, =dy.
Auch hier ist Satz 4 richtig.

Verbleibt drittens der Fall, dass 2’nU+0 und z,— U=+0. Sei & die
2, — U enthaltende Homotopiekomponente von (f’,g) und &, die 2’nU
enthaltende Homotopiekomponente von (f’, g), wobei nicht notwendig
& # &, gilt. Unmittelbar aus der Erklirung der &, und 2, folgt, dass

2 =&+t (2t ... +2,) .

Ist & =&,, so sei 2,"=§,=&,. Hier liegt z,"—2, in U, also existiert ein y
von der in Satz 4 erklirten Art.

Jetzt sei & +&,. Wir setzen {;=§, fir =1, 2. Angenommen, es wiire
2,nU=+0. Dann seien a ein Punkt aus z,nU, b ein Punkt aus z,— U
und {c*} eine @ mit b verbindende Kurve, so dass (f(c*), 07 <1, g(c),
127> O) in N nullhomotop ist. Sei @’ ein Punkt aus £,n U und {e’} eine
a’ mit @ innerhalb U verbindende Kurve. Dann bestitigt man leicht,
dass die geschlossene Kurve

(f' ) 0st=1 f'(¢), 0719, 12720, 9(e), L 2720)

in N nullhomotop ist, dass also a’ und b zur gleichen Homotopiekompo-
nente von (f’, g) gehtren. Dabei ist aber be&, und a’eé&,: ein Wider-
spruch. Mithin 2,n U =0, wie in Satz 4 behauptet.

2. Eindeutigkeit der Schnittsysteme zweiter Art.

Seien y eine endliche ganzzahlige n-Kette in M, weiter f, g: M - N
stetige Abbildungen, (f, g) regulir und z eine Homotopiekomponente

von (f, g), so dass
(-9) oyl J2] = 0

und |y|n|z| aus hochstens endlich vielen Punkten besteht. Ist [y[n]z|
leer, so besteht das Schnittsystem zweiter Art von (y, z) beziiglich (f, g)
nur aus der Zahl Null. Jetzt seien

ay, Qg, ...

die endlich vielen Punkte der Menge |y|n|z|+0. Es bedeute &(a;) die
Schnittzahl von (y, 2) in a;.
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Zwei a;, etwa a; und a;, mogen zur gleichen »Schnittklasse« von (y, z)
beziiglich (f, g) gehdren, wenn in dem n-Polyeder |y| eine a; mit a, ver-
bindende Kurve {c*} existiert derart, dass (f(c*), 07 <1, g(¢?), 12720)
innerhalb N nullhomotop ist. Dadurch zerfallen die a; in endlich viele
Klassen by, by, ...,9=1,2, ..., die vorgenannten Schnittklassen. Die
Schnittzahl der Klasse B;=U;b,; ist die Zahl B,=3;£(b;). Hierauf
bilden die Zahlen B,, f,, ... das »Schnitisystem zweiter Art« von (y, z)
beziiglich (f, g).

Seien {f*}: M — N eine Homotopie, g: M — N eine stetige Abbildung,
(f%, g) fiur alle v regulidr und z der Zyklus ¢(f, g). Existiert dann eine
Homotopie {¢°} eineindeutiger simplizialer Abbildungen von z in M
derart, dass ¢° die Identitit und ¢%(z) fiir alle v der Zyklus o(f7, ¢) ist,
so heisse {(f", g)} eine »kanonische Homotopie«.

THEOREM 5. Eindeutigkeitssatz. Seien y eine in M gelegene ganz-
zahlige endliche n-Kette, {(f%, 9)}: M — N eine kanonische Homotopie, z
eine Homotopiekomponente von (f°, g), weiter z* die z entsprechende Homo-
topiekomponente von (f*, g) und

oyl n |2F] = 0 fir alle 7.

Fuar 1=0, 1 bestehe |y|n|2f| aus nur endlich vielen Punkten. Dann ldsst
sich das Schnittsystem zweiter Art von (y, 2%) beziglich (f%, g) derart mit

(06r%y &gty vy 5, ByE, Baty - v l)
bezeichnen, dass «? =yt fir j=1, ..., r und B=0 fur alle (3, j).

BewEgis. Wie Theorem 3 in meiner oben zitierten Arbeit [4] und wie
Theorem 3 oben ergibt sich, dass man {(f7, g)} in lokale Homotopien
zerlegen, dass man also in die Voraussetzungen den Zusatz aufnehmen
kann: es ist (f1, g) eine lokale Homotopie von (f9, g) beziiglich (U, V, W).

Seien B,, B,, ... die schon in der Einleitung erwdhnten Schnittklassen
von (y, 2%) beziiglich (f° g). Unter den Klassen B, gibt es hochstens
eine, die zu U nicht fremd ist. Denn alle in U liegenden Punkte des
Durchschnittes |y|n |29 liegen in der gleichen Schnittklasse von (y, 29)
beziiglich (f°, g). Sei etwa B,nU =0 fiir alle £>2. Dann ist jedes B,
mit k= 2 auch Schnittklasse von (y, 21) beziiglich (f*, g).

Fir 1=0,1 sei At die Menge der in U liegenden Punkte von |y|n (2.
Ist A? leer, so setzen wir £(A%)=0. Sonst seien p,%, p,t, ... die Punkte
von A*, weiter &(p;f) die Schnittzahl von (y, 2%) in p;* und &(4%) =3, &(p;?).

Dann ist E(AY) = £(AY) .
Denn {f} ist ja eine Deformation von f, die f auf M — U festhilt. Bei
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einer solchen Deformation kann sich aber die Summe derjenigen Schnitt-
zahlen nicht dndern, die zu Punkten aus U gehéren.

Ist A?+0, so liegen alle Punkte von A% in der gleichen Schnittkompo-
nente C¢ von (y, z°) beziiglich (f%, g). Denn es ist fi(T)ug(T)<VuW,
weiter VNW =0 und daher VnW in einer n-Zelle aus N gelegen. Im
Falle A%+ 0 4! ist also

§(C°) = &(CY).

Ist A° leer und A'+0, so ist £(A1)=0. Ist A! leer und 4°40, so ist
£(4°) =0. In allen von 4% 0+ A! verschiedenen Fillen ist daher

£A4° = {4 = 0.

In diesen Fillen trigt also weder 4° zum Schnittsystem von (f°, g) noch
A? zum Schnittsystem von (f?, g) etwas bei. Im Falle 440+ 4! sichert
die Gleichung &(C?) =£(C1) die Aquivalenz der Schnittsysteme.

TaEOREM 6. Existenzsatz. Seien P ein homogenes endliches n-Polyeder
in M, & eine positive Zahl und f, g: M — N stetige Abbildungen, (f, g)
reguldr, z der Zyklus o(f, g) und

1oyl nlel = 0.

Dann gibt es eine kanonische e-Homotopie {(f7, )} von (f, g), so dass die
Zyklen z°=o(f", g) die Eigenschaften haben:

[oy| n 27| = 0 fir alle ©,
es besteht |y|n|zt| aus hichstens endlich vielen Punkten.

Bewzis. Seien K eine simpliziale Zerlegung von M, die in z eine
simpliziale Zerlegung 2z’ induziert, und a ein Eckpunkt von 2z’, ferner 4
der abgeschlossene Stern von a in K. Ist K hinreichend fein, so gibt es
eine (2n—1)-Zelle U in M und eine n-Zelle V in N mit A<U und
f(D)ug(TU)<V. Fiirs folgende kann man annehmen, dass U und V
Simplexe sind.

Ist o’ ein von @ hinreichend wenig entfernter Punkt aus A4, a” der
Punkt (1-7t)a+1a’, setzt man ¢°(a’)=a und ¢°(b)=> fiir jeden von a
verschiedenen Eckpunkt b aus K, so bestimmt ¢° fiir 0S7<1 eine
topologische Selbstabbildung von M. Setzt man

F(p) = 9(p)+[f¢"(p) —9¢"(P)]

in allen (p, 7) mit peM und 0<7t<1, so ist ¢ °(2') gerade der Zyklus
o(F, g). Denn ist p ein Punkt aus ¢—7(|2|) und ¢ der Punkt ¢*(p) aus |z,

80 ist
for(p)—g9*(p) = f(@)—9(9) ,
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und wegen ge€|z| ist f(g)=g(q). Die Homotopie {(¥*,g)}, die offenbar
kanonisch ist, zeigt, wie man den Zyklus z innerhalb M topologisch
verschieben kann.

Wegen |9y|n|z|=0 ist auch der deformierte Zyklus zu |dy| fremd,
sofern nur die Deformation hinreichend klein ist. Der Durchschnitt
|y] N]21| besteht sicher dann aus héchstens endlich vielen Punkten, wenn
gich 2! zu y in allgemeiner Lage befindet. Offenbar lidsst sich aber z mit
Hilfe von Deformationen {F¢} in allgemeine Lage zu y bringen.

Damit ist Theorem 6 bewiesen.

Sind y eine n-Kette in M und f, g: M — N stetige Abbildungen, (f, g)
regulidr und z eine Homotopiekomponente von (f, g) mit |dy|n|z|=0, so
gibt es nach Theorem 6 eine kanonische Homotopie {(f7, g)} von (f, g)
derart, dass die z entsprechende Homotopiekomponente z* von (f7, g) die
beiden Eigenschaften hat:

oyl n]zf| = 0  fiir alle 7,

die Menge |y|n|2!| ist endlich. Hierauf ist das »Schnittsystem zweiter Art«
von (y, z) beziiglich (f, g) das oben definierte Schnittsystem zweiter Art
von (y, 2') beziiglich (f%, g). Nach Theorem 5 ist diese Erkldrung, von
Nullen und Umordnungen abgesehen, eindeutig.

3. Aquivalenz der Schnittsysteme erster Art.

Sind f, g: M — N stetige Abbildungen, (f, g) regulédr und z,, 2,, ..., 2,
die Homotopiekomponenten von (f, g), so sind die Zahlen o;;; der Ein-
leitung, die wir hier mit o,;,(f, g) bezeichnen wollen, so definiert. Wenn
J=Fk oder gleichzeitig z;~ 0 und z; ~ 0, ist ¢;,(f, 9)=0. Wenn z;~0 und
2, ~ 0, so seien Vi Yigy - - -

die Aquivalenzklassen von n-Ketten z mit oz =z, und y, eine Kette aus
Y,;. Hier ist o;;,(f, g) die Schnittzahl von (z;, y;). Der Fall z;~0, j+k
ist schon eingangs ausfiihrlich behandelt. Die Zahlen o;,(f, g) bilden das
Schnittsystem erster Art von (f, g). Ersichtlich ist dieses System bis auf
Nullen und Umordnungen durch die vorstehenden Definitionen eindeutig
festgelegt.

THEOREM 7. Seien f, f', g: M — N stetige Abbildungen, (f’, g) eine
lokale Homotopie von (f, g) beziglich (U, V, W) und (f,g) wie (f’,9g)
regulir. Dann ist das Schnitisystem erster Art von (f, g) zum Schnittsystem
erster Art von (f’, g) dquivalent.

Bewazs. Sind alle Homotopiekomponenten von (f, g) und ebenso alle
von (f’,¢) zu U fremd, so ist nichts weiter zu beweisen. Im Sinne von
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Theorem 4 seien nun 2,2z, ...,%2, die Homotopiekomponenten von -
(f,g9) und z,’, 2, ...,2, diejenigen von (f’, g), weiter y eine endliche
n-Kette in U mit ,

2y —2, = 0y
und j eine der Zahlen 2, ..., r. Die beiden anderen in Theorem 4 er-
wahnten Fille sind offenbar trivial. Wenn 2z, ~0, so ist auch z,"~0.
B el ol 0) = 0 = oyfg)  furalle 5.
Fiir k=2 sind die Gleichungen o,;,(f, 9) = 05(f’, 9) trivial, da dann z;
wie z,, zu U fremd ist.

Jetzt seien z; ~0 und Y,; die Aquivalenzklassen von n-Ketten x aus M
mit dx=z,. Fir alle ¢ bedeute y, eine Kette aus ¥,; und Y,;” die Menge
aller n-Ketten  + y mit € ¥,;. Dann sind die Y,,’ die Aquivalenzklassen
von z,': Sei erstens £ eine n-Kette mit 96=z,". Dann ist z,=2,"—dy=
(£ —y), daher £—y in einem Y, gelegen, also (§—y)+y=£ in einem
Y,,. Liegen zweitens & und &, in Y,;/, so gibt es n-Ketten z,, x, in ¥,
mit &=x,+y und &=x,+y. Also ist &, —&,=a,—x, nullhomolog.
Mithin gehéren &, & zur gleichen Aquivalenzklasse von z'. Drittens
sind n-Ketten, die in verschiedenen Y, liegen, nicht dquivalent beziig-
lich z,’.

Somit geniigt es zu zeigen, dass die Schnittzahl von (y,, 2;) gleich der
Schnittzahl von (y;+y, 2;) ist. Hierzu wiederum braucht man nur nach-
zuweisen, dass die Schnittzahl von (y, z;) Null ist. Diese Schnittzahl ist
sicher Null, wenn z; zu U fremd ist. Denn y liegt in U.

Angenommen, es existierte ein Punkt a, in [2,/nU. Wegen z,"—z, =0y
und y< U gibt es einen Punkt a, in [2,'|nU. Ist dann {67} eine @, mit a,
innerhalb U verbindende Kurve, so liegt die Kurve (f'(b7), 0571,
g(d7), 12720) in VUW. Wegen f'(a;,)=g(a;) ist VnW 0. Nach der
Erkliarung einer lokalen Homotopie gibt es also eine n-Zelle X in N mit
VuWcX. Die zuletzt genannte Kurve ist also nullhomotop in N.
Also wiirden a, und @, zur gleichen Homotopiekomponente von (f’, g)
gehdren, wihrend doch z," +z2;.

Offenbar bleiben die Theoreme 3 und 7 richtig, wenn man statt von
£, f's g von f, g, g’ ausgeht. Aus den genannten Sitzen folgt daher:

TreorEM 8. Sind f, f', ¢, 9': M — N stetige Abbildungen, f zu f'
homotop, g zu g’ homotop, (f, g) reguldr und (f', g') reguldr, so ist jedes
Schnittsystem erster Art von (f, g) zu jedem Schnitisystem erster Art von
(f', g') dquivalent.

Wegen Theorem 2 kann man daher definieren: Sind f, g: M - N
stetige Abbildungen, so ist das Schnittsystem erster Art von (f, g) das

Math. Scand. 8 — 8
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Schnittsystem erster Art von (f’, g), wobei f’ eine zu f benachbarte Ab-
bildung ist derart, dass s(f’, g) ein endliches Polyeder einer Dimension
=n-—1ist.

4. Aquivalenz der Schnittsysteme zweiter Art.

Die Bedeutung von f, g, z;+0, z,~0 und Y, sei die gleiche wie im
dritten Abschnitte. Ist y eine n-Kette aus Y,;, so bestimmt, wie dies
in der Einleitung und im zweiten Abschnitte dargelegt ist, (2;, ) beziiglich
(f, 9) ein Schnittsystem zweiter Art (x,, x,, ...) mit

2o = oulf.g).
Ist dann o*;,(y, f, g) die Anzahl der &, 0, so ist

o*ike(fs 9) = minfo*;.(y, f, 9); y € Yyl .
Die iibrigen Fille sind schon in der Einleitung behandelt.

THEOREM 9. Seien f, f', g: M — N stetige Abbildungen, (f’,g) eine
lokale Homotopie von (f,g) beziiglich (U, V, W) und (f,g) wie (f',g)
reguldr. Dann ist das Schnittsystem zweiter Art von (f, g) dquivalent zum
Schnittsystem zweiter Art von (f', g).

Bewzis. Die beiden ersten Absidtze aus dem Beweis zu Theorem 7
kann man fast wortlich iibernehmen: Man braucht dort lediglich ¢ durch
o* zu ersetzen.

Zu jedem o*,;;(f, g) gibt es eine Kette x; in Y,; derart, dass die Anzahl
derjenigen Schnittklassen von (x;, 2;) beziiglich (f, g), deren Schnittzahl
+0, gleich o*;(f, 9) ist und dass sich z; zu 2; in allgemeiner Lage be-
findet.

Dem nachstehenden Lemma zufolge ist die Anzahl der Schnittklassen
von (x;+Y, #;) beztiglich (f’, g) mit einer Schnittzahl + 0 gleich o*,;;(f, g).

Also ist ,
o*y;i(f's 9) = o*y(f, 9) -

Schliesst man in umgekehrter Richtung von (f’, g) auf (f, g), so gelangt
man zur Ungleichung o*,;(f, 9) So*,;,(f’,9). Mithin gilt das Gleich-
heitszeichen.

Die in das folgende Lemma eingefiigte Voraussetzung, es stimmten
(f,9) und (f’, g) in der Anzahl ihrer Homotopiekomponenten iiberein,
dient dem Zweck, jene Fille von Theorem 4 auszuschliessen, die fiir den
Beweis von Theorem 9 trivial sind.

LemMa. Die Bedeutung von f, f', g, U, V, W sei die gleiche wie in Theo-
rem 9. Es mogen (f, g) und (f', g) in der Anzahl ihrer Homotopiekompo-
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nenten ibereinstimmen. Seien 2z, Homotopiekomponenten von (f,g)
und 2, die 2, im Sinne von Theorem 4 entsprechende Homotopiekomponente
von (f', g). Ferner seien x etne n-Kette in M und y eine n-Kette in U mit

Z,=0r und 2/'—2z, =20y.

Dann ist das Schnitisystem zweiter Art von (x, 2,) beztiglich (f, g) dquivalent
zu demgjenigen von (x+ 1y, z,) beztiglich (f’, g).

Beweis. Sind a, b Punkte aus |x|n|z,|, die beziiglich (f, g) zur gleichen
Schnittklasse von (z,2,) gehdren, so gehdren sie auch zur gleichen
Schnittklasse beziiglich (f’, g). Das folgt aus f(U)uf'(U)<V. Somit
geniigt es nachzuweisen, dass die Menge [y|N|z,| leer ist.

Angenommen, diese Menge sei nicht leer. Dann existiert ein Punkt ¢,
in |z,’| und ein Punkt ¢, in |2,| mit c,uc, < U. Ist {c¢*} eine ¢, mit ¢, inner-
halb U verbindende Kurve, so ist (f'(c?), 071, g(c¢*), 12 72 0) eine in
VuW gelegene Kurve, also VNnW +0 und daher die in Rede stehende
Kurve nullhomotop in N. Also gehoren ¢, und ¢, zur gleichen Homoto-
piekomponente von (f’, g), obschon doch 2," *z, ist.

Wie im Anschluss an Theorem 7 kann man nun wieder mit Hilfe der
Theoreme 2, 3 und 9 fiir beliebige stetige Abbildungen f, g: M - N das
»Schnittsystem zweiter Ari« des Paares (f, g) erkliren. Die Definition ist
bis auf Aquivalenzen eindeutig.

Die eingangs angegebenen Voraussetzungen hinsichtlich der Mannig-
faltigkeiten M und N sind scharf. Sie lassen sich abschwichen, indem
man etwa Mannigfaltigkeiten im Sinne von [5, S. 244] oder auch Zellen-
komplexe im Sinne von [5] zugrundelegt. Doch werden dann die geome-
trischen Verhiltnisse viel uniibersichtlicher.
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