MATH. SCAND. 8 (1960), 8196

UBER DIE FUHRER EINER KLASSE
HECKESCHER GROSSENCHARAKTERE

CHR. U. JENSEN

1. Die Ergebnisse von Weil und Hasse iiber die Jacobischen Summen
als Grossencharaktere.
Man betrachtet im Korper P,, der m-ten Einheitswurzeln iiber dem
Korper P der rationalen Zahlen fiir jeden nicht in m aufgehenden Prim-
divisor p die folgenden sogenannten Jacobischen Summen:

51 H1 52 2]
Opin® = = (2)(2) sty = 0 modm,
&1+&3=1 mod p p m p m

wo (&/p), das gewoShnliche m-te Potenzrestsymbol bezeichnet. Ferner
nimmt man an, dass (uy, 4,) primitiv ist, d.h. (uy, gy, m) =1, da w,, .. ()
sonst wegen einer allgemeinen Reduktionsformel von Davenport und
Hasse auf eine in einem Unterkérper P, von P, gelegene Jacobische
Summe zuriickgefiihrt werden kann. (Gelegentlich kommt ein w, ...
vor, fir das die obige Grundvoraussetzung pu,, s, (u;+ ps)=0 modm
nicht erfiillt ist; w, .., ist in solchen Fillen stets laut obenstehender
Summendefinition zu verstehen. Siehe hierzu Hasse [4] § 20.4 und die
Schlussnote dieser Arbeit.)

Die hierdurch im Bereich der Primdivisoren p + m von P,, gelieferte
Funktion erweitere man zu einem Charakter der Gruppe aller zu m
primen Divisoren q, indem man formal

wm,#z;m(a) = R [wm, uz;m(p)]ai fir a= l:.[ P

setzt.

Diese Divisorcharaktere kénnen nach A. Weil [7] als Heckesche Gros-
sencharaktere aufgefasst werden, d.h. es gibt einen ganzen Divisor
(Erklarungsmodul) m, ganzrationale Zahlen g; und komplexe Zahlen c,,
so dass

Oy, usm(@) =TI (6”07 ]a”|%s fiir Zahlen « =1 modm,
J
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wo J die verschiedenen Automorphismen von P, in bezug auf den
Grundkorper P durchlauft.

Samtliche Erklarungsmoduln erweisen sich als Vielfache eines klein-
sten, eindeutig bestimmten Divisors f(w den man als den Fiihrer
des Grossencharakters bezeichnet.

Fiir die hier auftretenden w,, ,,..(x) gilt genauer, wie bei Hasse [5]
in Einzelheiten ausgefiihrt ist,

(x)+ H ((x-i~1)dmwu1,—juz) ,
J

H1s B2 m)’

Oy, g m*) = Xy, pgym

o eine beliebige zu m prime Zahl,
wo folgende Bezeichnungen verwendet sind:

j die durch den Automorphismus J festgelegte prime Restklasse
modm, fiir welche also J = (¢ — /) fiir eine feste primitive und damit
jede m-te Einheitswurzel {;
d(—juy, —jug) die sogenannten Ubertragungszahlen

T = J1) + T —Jtta) = Ty —Jitts — jitta)

d =1 —Jle) = m ’

wo allgemein 7,,(u) den kleinsten nicht-negativen Rest von u modm
bezeichnet;

Xus, ug;m(®) €ine von « abhiéngige m-te, fiir ungerades m eventuell
sogar 2m-te Einheitswurzel (nicht notwendig primitiv).

Die Grossencharaktereigenschaft driickt sich dann darin aus, dass

Xugug;m(®) =1 fir o =1 modm

fiir jeden Erklarungsmodul m, und zwar hat Weil bewiesen, dass m?
immer als Erklirungsmodul auftritt.

Loy, ug; m(®) €TWeist sich somit als ein zu m primer Zahlcharakter, und
der in m? aufgehende Fiihrer f(w,, ,,.,) kann als Fiihrer des Charakters
Xu1, ug; m(®) der primen Restklasse modm? gekennzeichnet werden. Eine
genaue Bestimmung dieser Fiihrer ist bisher nur fiir Primzahlexponen-
ten m =1, 1+ 2, gelungen (Hasse [5]), und zwar gilt

(@, ;) =Y oder P2,
je nachdem die Summe

> d(jpssjus) =0 oder = 0 mod!
(jr bh=1

ist, wo [; den (einzigen) Primdivisor von I in P, bezeichnet. Ferner ist
dort dargetan, dass f(w,,, ,,.1v) ¥ 1 fiir Primzahlpotenzexponenten m="70’,
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l+2. In Hasse [6], sind in diesen Fallen weitere nicht-triviale untere
Fiihrerabschétzungen bewiesen worden.

Im folgenden wird dem Exponentenpaar (u,, u,) die einschrinkende Be-
dingung (pypa(pts + a),m) =1 fiir ungerades m und (uuy(uy + pg),m) | 291
fir gerades m mit 2%m auferlegt. Nur dann gelingt namlich eine syste-
matische Auseinandersetzung der Struktur der Grossencharakterfiihrer,
fiir gerades m jedoch nur unter Beriicksichtigung mehrerer Ausnahmefélle.
Ein vollstandig organischer Aufbau vollzieht sich nur fiir ungerades m.
In 2. soll eine Relation zur Zuriickfilhrung auf Primzahlpotenzexpo-
nenten und in 3. eine Verschirfung der allgemeinen Weilschen Fiihrer-
abschiatzung bewiesen werden. Wie die Ergebnisse sich auf die Fille,
WO Man Nur fq, s, M4+ sex=0 modm und (uq,pus,m)=1 fordert, iiber-
tragen lassen, wird in der Schlussnote erortert.

Aus den Resultaten wird sich inbesonderes die von Weil ausgesprochene
Vermutung, dass m?2 nie als Fiihrer dieser Grossencharaktere auftritt, als
wahr herausstellen.

2. Zuriickfithrung auf Primzahlpotenzexponenten.

klassenpaare (u,,u;) modm direkte Summe der entsprechenden Ringe

modl%, und zwar ergeben sich die Komponenten modl fiir ein gege-
benes Restklassenpaar (u,,4,) modm durch Spezialisierung auf die Rest-
klassen modl*. Eine solche Beziehung besteht ersichtlich auch, wenn
man den Restklassenpaaren die in 1. erwsahnte Bedingung auferlegt.

Hierdurch sind den betrachteten Grossencharakteren im Korper P,
eineindeutig die in den Kérpern P, zugeordnet. Uber diese Zuordnung
gilt folgender

Falls m die Primzerlegung m =TT;_, !’ besitzt, ist der Ring der Rest-

Satz 1. Falls die ungerade Zahl m die Primzerlegung m=TI;_,1”" hat,
gilt fur die Fihrer der in 1. betrachteten Grossencharaktere die Relation

[(@uy, pg;m) = ]-:Il (@, g 170) +

Diese Beziehung lisst sich nicht ohne Einschriankungen auf die geraden
m iibertragen. Durch eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 1
gelangt man zu

Satz 2. Fiar gerades m mit der Primzerlegung m=TI;_,1" gilt die
Fihrerbeziehung

T(@py, ua;m) = 1___:[1 T(@4, ug;1%0)

6*
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Jedenfalls, wenn 1) f(®,, ,,.;»)*1 (was nach Hasse [5] fir die ungeraden
l; sicher erfullt ist) und 2) m mindestens drei verschiedene Primieiler ent-
hilt, d.h. r= 3 ist.

Falls 1) nicht erfiillt ist, besteht (unabhingig von 2)) die obere Ab-
schitzung

f(wl‘lx uz;m) I Iy I—]; f(wm, ,42;1,%') .

Falls m=2"-1" und f(w,, .7+l (dh. Iy | f(w,,, ,.»)), besteht die untere

Abschéatzung

H1s B2
f(wm,uz;%‘)'f(wm,ﬂz;l") I f(wm,uz;m) .

Ist die zweite Bedingung nicht erfiillt, also f(w
man nur die schwichere untere Abschitzung

b1, ug;l") =Ip, so erhilt

f(wm,uz;l") | f(wmmz;m)‘

Hinsichtlich des ersten Ausnahmefalles f(w,, ,,.»»)=1 sei bemerkt,
dass es noch eine offene Frage ist, inwieweit es derartige Grossencharak-
tere iiberhaupt gibt. Nach Untersuchungen von Hasse [6] ist die Exi-
stenz solcher Grossencharaktere ziemlich unwahrscheinlich.

Nach dem Beweis von Satz 1 wird angegeben, wie der Beweis zu
modifizieren ist, um die Richtigkeit von Satz 2 darzutun. Zunichst
werden zwei Hilfsséitze bewiesen.

LemMA 1. Fiir Primzahlpotenzen ¢* gilt die Kongruenz
ot )= w

w"ly u2; m(

m(o) modg .

u1qF, p1g¥;

Bewzis. Fir jeden Primdivisor p erhdlt man zufolge einer wohl-
bekannten Eigenschaft der Polynomialkoeffizienten

(2'1) wlll, #2;m(ka) wm, ue; m(p)qk
B 5_1 # §_2 m]q"
[ Erl-fz;’-:zlmodp(p)m (p)m

5_1);4:9" (%)mq" modg.

&1+&3=1 mod p (p m

Fiir ¢ =2 beachte man, dass

v 2g% ur1gk ug gk
e Z e O = 2 BT () meae.
&+éa=1modp \ P/ P/m fr+ba=1 modp \P /4y P/m

Da die rechts auftretende Summe in (2.1) gerade w, g gk m(P) ist,
ergibt sich die Behauptung durch Multiplikation {iber die in « enthaltenen
Primdivisoren.
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LeMMa 2. Es gilt (0, 40 m)” =T, ug;m) fibr jeden Automorphismus
J’ von P,[P. Dies bedeutet, dass f(w ein Potenzprodukt der [,
124 =r, 1st, wo ;i den durch

U1y 425 m)

(GO
li jad Ilivl'w ’ Z’l{"i =1 _Cli”i > Il,;"':’

{7 primitive [-te Einheitswurzel,
festgelegten Primdivisor von l; in Pyri bezeichnet.
Bewgis. Da aus der Definition hervorgeht, dass

Jl
wunﬂz;m(‘x) = wmf",uzj’;m(“) ’

wo j' die dem Automorphismus J’ geméss 1. zugeordnete Restklasse
modm ist, und infolgedessen

f(wm, e; m)J' = f(wmj’: u2d’; m)

ist, bleibt f(w,, ;7 m) =T(@4, 4p: m) NaChzuweisen. Aus Symmetriegriin-
den geniigt es, f(w ) | f(®,,, 4p; m) festzustellen, d.h.

w1g’s u2j’;m

Xngtamgsm(@) = 1 fir o =1 modf(w,, u;m) -

Man wéhle dazu nach dem Dirichletschen Primzahlsatz eine ungerade
Primzahl p derart, dass p=j’ modm. Da sicher (f(wuu", uaj’m)s p)=1 ist,
brauchen wir nur zu zeigen, dass pf(w m) Erklirungsmodul fiir
Puyj’, ugj’;m ist.

Gegeben sei also eine beliebige Zahl x=1 modpf(w
Lemma 1 besteht die Kongruenz

B 25

). Nach

b1, B3 M

Dty uggs (%) = Oy, gp;m(¥) = Wpy, gy m(a¥) mOdp

Aus a? =1 mod pf(w,, .. m) 1012 %, 4. m(¥P) =1 und daher

w

1, ”z;m(cxp) =1 H (O‘P)dm(—jﬂly—iﬂz)J_l =1 modp .
J

Da ferner
() TT o= I~ «) modp,
J

wmj',/lzj';m(o‘) = Xumg' uagt;m = xmj',#zj’;m(

erhélt man durch Zusammenfassung

ij'.uz}";m(“) =1 mOdp ’

Wa8 2,57, upjr; m(®) =1 nach sich zieht, da der Modul p die m-ten Einheits-
wurzeln unterscheidet.

Nach diesen Hilfssitzen kann der Beweis von Satz 1 in Angriff genom-
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men werden, und zwar wird die Richtigkeit des Satzes durch folgende
zwei Feststellungen dargetan:

I) f(wul.ﬂz;m) I ’i;Ilf(wﬂ1,nz;h”i)

und

1) Ef(wﬂl,y,;liv,-) | §(@pp ;) -

Bewzis vox I) durch Induktion nach r. Es gelte also I) fiir jedes m,
das hochstens r — 1 verschiedene Primteiler enthéilt. Es geniigt zu zeigen,
dass jeder der Divisoren I,* IT;_,f(®,, u,.1%), 1S4¢<r, Erklirungsmodul
ist, da dies dann auch fiir ihren gr. g. Teiler gilt. Aus Symmetriegriinden
brauchen wir dies nur fiir 1, IT_,f(w ;») auszufithren. Bei be-

B, p2;
liebigem
,
(2.2) x=1 mOdl12"I_I f(wm,uz;li"i)
gibt es stets ein ag=1 modl,” IT;_,f(w,,, 4, »), fiir welches

V
o= ot modle”“—m

Dies gilt namlich lokal fiir jeden der Primdivisoren [;,;, die nach Hasse
[6] wirklich in den {(w,,, ,,.;») vorkommen; fiir die [;,;-adische Erweite-
rung entnimmt man dies aus Hasse [3] Satz 121, wihrend es fiir die
iibrigen [;»; daraus folgt, dass 1//,”* als ganze rational-/;-adische Zahl zum
Operatorenbereich der [;s-adischen Einseinheiten gehért, und zwar mit
Erhaltung der Ordnungen der Einseinheiten. Durch Hinzunahme der
Anniherungsunabhingigkeit ergibt sich sodann die obige Behauptung.

Dem Weilschen Ergebnis zufolge ist m? sicher Erklarungsmodul, und

daher ;
Ko, ug; m(*) = x#xmz;ﬂt(“oll l) .

Da insbesondere a,*'=1 modl,, erhilt man (wie schon friiher)

g — 1
Wy, us;m(‘xoll") = Xw, ux;'n(o‘ﬁllu) IJI (“01171) Rasaid

(™) modl, .

- x#l, Hg;m

Wegen Lemma 1 gilt

v, m(ovg) modl; .

w & llvl) =ow
w1, ug; M0 = Yy, poly

Nun erhélt man aus der Davenport-Hasseschen Reduktionsregel fiir
Gausssche Summen (Davenport und Hasse [1], sieche auch Hasse [5])
durch Heranziehung der Tatsache, dass die Jacobischen Summen als
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Faktorensystem der Gaussschen zu den Charakteren mod p aufgefasst
werden koénnen, fiir jeden nicht in m aufgehenden Primdivisor p die
Reduktionsformel

E\mla® s\ pn2lh”
w v1 V1. (p) _= - z —]: —?
wl*, ueli*1;m
&1+83=1 mod p p m p m

N\ 79\ "2 f
1 (1) (5
mne=1modq \ 0 /my1 \ A/ 1

= w,ul,ug;m/ll"l(qf)y wenn N m (P) =
mll 1

(Zur Abkiirzung wird allgemein XN,

my/mg

statt N Ppuy/Prmy geschrieben.)
Durch Multiplikation iiber die in «, enthaltenen Primdivisoren ergibt
sich

DBy y?1, paly*1; m(“ﬂ) = Oy, paymih" [N_m._ (“O)jl .
mfl 1

Weil 1" TTi_;f(®,y, up;1%) bei jedem Automophismus von P,[/P m
invariant ist, gilt sicher m[l "1

\
1 modl [T f(e
i=1

N _m (x)

ml;*1

u1, He; li"f) .

Andererseits ist nach Induktionsannahme IT}_,f(w ») Erkldrungs-

modul fiir w », und daher

u1, 125 U
u1, u2; mily
X, ua; mily "1 [N L(“o)] =1

mfl 1
Da wie zuvor

Dy, ug; mily”1 [NL (“0)] = Xe1, ug; mipg" [N_m (0‘0)} mOdll ’

mjl "1 mfl¥1
erhilt man alles in allem

(2.3) Koy, ug: m(®) = 1 modl;

und daraus
xﬂl,#z;m(‘x) =1 w.z.b.w.

Bewzts von II), wiederum durch Induktion nach r. Die Behauptung
sei also richtig fiir jedes hochstens r—1 verschiedene Primteiler enthal-

tende m. Nach Lemma 2 hat f(w,,, ,,. ) sicher die Form

f( m,#z,m) HIlz"" 2z 0.

Es geniigt daher zu zeigen, dass keiner der Divisoren
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r
Il; F(@py, ug; 17)
U=

g =", 1
Ilk"k ’

IIA
K
IA
<

Erklarungsmodul fiir o, ,,.,, ist.

Wie vorher brauchen wir dies aus Symmetriegriinden nur fiir g, nach-
zuweisen. Nach Induktionsannahme ist Y),=g,/f(®,,,,,.;,»1) nicht Er-
klirungsmodul fir o, ,...um und wegen (1,f(w,, ..;mim)=1 dann
auch nicht /,"Y),, wo n eine passende grosse ganzrationale Zahl bezeichnet,
die in kurzem festgelegt werden soll. Infolgedessen gibt es ein « in
P, ;,»n derart, dass
(2.4) o« = 1 mod ™,
und

xﬂl»ﬂzzm/ll"l(‘x) *+ 1.

Fiir die folgenden Ergebnisse aus der Klassenkorpertheorie sei auf
Hasse [2] verwiesen.

Der Fiihrer (im klassenkérpertheoretischen Sinne) von P, /P,,;+ ent-
halt nur Primdivisoren von [, in P,,;.». Aus den geldufigen Sitzen der
Normenresttheorie geht dann hervor, dass « Normenrest modulo jeder
noch so hohen Potenz von Ilivi,2§i§r, ist, und zwar, wie man leicht
nachpriift, mit Erhaltung der entsprechenden Ordnungen der Einsein-
heiten. Fiir die Potenzen von [}, wird dieses auch gelten, falls man n
geniigend gross wihlt; man kann erreichen, dass die Einseinheitenord-
nung beliebig hoch wird.

Wie schon friither ergibt sich hieraus unter Hinzunahme der Annéhe-

rungsunabhingigkeit die Existenz eines § in P,,, das folgenden Kon-
gruenzen geniigt:

It

&

N m (B) modm?,

mll "1
(2.5) g=1 mod M™Y.
Nun ist

Xy, ;%) = Xy, g ity [N i (ﬂ)jl ?

m/ll "1

da m? sicher Erklirungsmodul ist. Aus
N m (f) =1 modl

m/ll"l

T LT EP A L )

mfly¥1 ml;¥1

folgt

Nach der friiher erwihnten Reduktionsformel von Davenport-Hasse gilt
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Dy, pa; mi1 [N _m_ (8 )J = O™, pely; m('B )

m/ll "1

und wegen Lemma 1 unter Beachtung von g% =1 modl
g g 1
Dpyly1, ﬂzh”l;m(ﬁ) = wm,uz;m(ﬂllq) = xﬂx./da;m(ﬂtlvl) mod/, .
Zusammengenommen erhélt man
1+ xm:#z;llml”l(‘x) = xm,#a;m(ﬂllvl) mOdll

und daraus z, ,...(6%")*+1. Da =1 modl,*™y,, ist also 1,*™¥, kein
Erklarungsmodul fir o, ,,. m»
Das n aus (2.4) sei nun so gross gewihlt, dass (2.5) mit einem h(n) gilt,

tiir welches f(w,, ,,.1m) | 1,*™_ Dann ist ersichtlich, dass auch

r
H f(wm, H2; hf"i)
=1

Il,-""
kein Erklirungsmodul ist. Dies tut die Richtigkeit von II) dar.
Damit ist Satz 1 vollstdndig bewiesen.

f(wul,pz;ll"l)'[)r =g, =

Betreffend die fiir Satz 2 erforderliche Modifikation des obigen Be-
weises sieht man zunéchst, falls 1) erfiillt ist, dass der Beweis von Teil I)
bis zur Kongruenz (2.3) wortlich iibertragen werden kann. Dagegen
kann man fiir ;=2 aus dieser Kongruenz unmittelbar nur y, ,..,(x)=
+ 1 schliessen. Um dieses Hindernis zu bewéiltigen, beachte man, dass
man ohne Beschrinkung « anstelle von (2.2) die stiirkere Bedingung

”
« =1 modl," ] f(w,,, ,p.1#)  (n hinreichend gross)
i=1

hiatte auferlegen konnen. Dadurch wird erreicht, dass «, aus I) eine
2"-te [,-adische Potenz wird, so dass es wie vorher ein «,; gibt, fiir wel-

ches "
o = w2 modm?.

Da somit 2, .. m(%0) =Xy, up; m(%1)? > und da die 2"-te Potenz jeder in
P,, enthaltenen Einheitswurzel von ungerader Ordnung ist, folgt, dass
wirklich y, ... m(x)=1 ist. Nach Hinzufiigung eines Divisors Iy in dem
Fall, wo die Voraussetzung 1) nicht erfiillt ist, bleiben die obigen Schliisse
in Geltung.

Falls m mindestens drei verschiedene Primteiler enthilt, kann der
Beweisgang von II) aufrechterhalten werden, indem man eine ungerade
Primzahl die Rolle von /; spielen lasst.
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Wenn m nur aus zwei Primteilern besteht, also von der Form m = 2*["
ist, kann eine ganz analoge Schlussweise, wie eben zur Wiederherstellung
des Beweises von I), angewendet werden, sofern f(w,, ,,.p)/lp+1. Falls
dies nicht zutrifft, versagt das obige Schlussverfahren, und man gelangt
durch diese Methoden nur zur Fiihrerabschitzung

f(wlllmzﬂ“) ‘ f(wm:llz;m) .

Aus Satz 1 erhélt man insbesondere folgendes

KoroLrAr. Die Fihrer der betrachtenten Grossencharaktere w, .., ent-

halten fir ungerades m simitliche Primdivisoren von m im Korper P,,.

Dieses Korollar hat eine gewisse Bedeutung fiir die Arbeit von Hasse [5],
indem die dort behandelten Heckeschen L-Reihen sich als eigentlich
erweisen.

Im nichsten Paragraphen soll eine Verschirfung der allgemeinen Weil-
schen Fiihrerabschéitzung f(w,,, ,,. ) | m* hergeleitet werden. Wegen der
Sédtze 1 und 2 brauchen wir nur Primzahlpotenzexponenten m=10" zu
betrachten.

3. Verschirfung der Weilschen Fiihrerabschitzung.

Satz 3. Fir ungerade Primzahlpotenzexponenten I’ gilt folgende obere,
von v unabhingige Abschitzung der Fithrer der Grossencharaktere:

f(wﬂlyl‘s;p) l lIlIlz-

Bewegis durch Induktion nach ». Nach Hasse [5] ist die Behauptung
richtig fiir »=1, da der Fiihrer in diesem Fall hchstens [;* betrigt.

Der Fall v=2 muss gesondert behandelt werden: Fiir die zu I primen
Primdivisoren ¥ ist

o) = = 3 (22 - - s (O(SF)

£%0,1

Diese Summe kann (nach einer Methode von Hasse) leicht modI}
bestimmt werden. Da trivialerweise

6=

£%0, 1
konnen wir die obige Jacobische Summe auch folgendermassen schreiben :

O pyn®) = 1= 3 (if)"l [(_l_j)"”_l] .

& modp \P 2 P 2
£%0,1
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Als Einheitswurzel hochstens 2-ter Ordnung ist jedes der Potenzrest-
symbole (&/p)id und ((1-&)/p)j2=1 modl,. Hieraus ergibt sich die
Kongruenz

(é)”‘ [(5)“_1] _ (1’%‘5)”_1 modl, £ 0,1 modp

P/ p /e 12
und somit
1— &\~ .
Opyug;2P) = 1= 3 [(———) —1] = N(p) = 1 modl.
& mod p p 12
£§£0,1

Infolgedessen gilt fiir jeden zu I primen Divisor a

(3.1) W, ug;12(@) = 1 modlf .

Sei jetzt « eine beliebige Zahl, die der Kongruenz
o« =1 modll;1;

geniigt. Dann soll sich y,, ...;.(«)=1 herausstellen. Nach Hasse [3] ist
« eine [-adische I-te Potens & = &,, wobei fiir die zugehorige Bewertung

- x—1
wa(xo—1) = wlzz( ! >
gilt. Daher gibt es ein «, aus P}, so dass
& = (on mod/* und Ko = 1 mOdIlIlz .

Da I der Weilsche Erklarungsmodul fiir w 4 ist, erhilt man

u1, g3 b
X,q,,,z;zz(fx) = x,q,uz;zz(“o)l .
Aus ag=1 modl;1;, folgt
Oy s 15(0%0) = Xy, g 12(%0) MO T, insbesondere modl,
und durch Hinzunahme der allgemeinen Kongruenz (3.1) weiter
Xpes, s 2(%) = 1 mod[f .

Hieraus ist ersichtlich, dass x,, ,,.;:(%,) entweder 1 oder eine primitive
l-te Einheitswurzel ist. Folglich ist

x/q,/lz;lz(“) = xﬂl,nz;lZ(o‘O)l =1, w.z.b.w.

Fall v>2: Die Abschéitzung sei bereits fiir Grossencharaktere im Kor-
per Pp1 bewiesen. Es sei « eine beliebige Zahl in P, die der Kongruenz

(3.2) «x = 1 mod lIlIlz

geniigt. Es soll y, ,..p(x)=1 gezeigt werden.
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Wie friiher folgert man aus (3.2), dass es ein «, in Py gibt, fiir welches
x = oaf modl® und «p = 1 modll,.

Da I Erklirungsmodul fiir o p ist, erhilt man

b1 p2;

(3'3) Z,q, pa;l"(o‘) = xyl,pg;l"(‘xol) .
Aus ay'=1 modl! und Lemma 1 folgt

(3.4) Zm.uz;l"(“ol) = wul.#z;l"(“ol) = wull,uzl;l”(‘xﬂ) mod!

und dann durch Anwendung der Davenport-Hasseschen Reduktions-
formel weiter
(3.5) wm,’ ual; lv((xo) = wm,“z; w1 [va/lv—l((xo)] .
Fiir oy sei
g = 1+4Apy, yganzfirly,,
angesetzt, wo 4,=1-{;~[und A, =1-p, > 1.
Wir werden jetzt Ny p—1(c,) explizit auswerten:

-1 ) 1
Npp-1(xg) = [T (1 +44,0"y) = 1+21(}~z]~z2)"5'n(7) ’
=0 n=

wo o ein erzeugender Automorphismus von Pp/Pp-1 ist (wegen »> 2 ist
olp=24,), und S,, 1=n=l, die symmetrischen Grundfunktionen der
relativkonjugierten von y bezeichnen, von denen speziell die erste
81(y) =8Spjp-1(y) und die letzte Sj(y) = Npp-1(y) ist. Wir konnen (einem
Gedanken von Takagi folgend) fiir 1 £n <!—1 die S,, zusammensetzenden
() Summanden in (})/l Abteilungen gruppieren, derart dass die ! Sum-
manden einer jeden solchen Abteilung unter sich zyklisch, d.h. durch die
Automorphismen 1,0, ..., ¢! zusammenhingen. Demnach stellt sich
S, (y) als Summe von (})/l Relativspuren in der Form

8,(») = 2 Spp-alyi,)
kn

dar. Zusammengefasst ergibt sich hierdurch
-1 .
Npp—1(og) = 1+ zl(lzlzz)"' kZ Spp-1(7r,) + 4 A Npp-1(y) -
n= n

Fiir die Relativdifferente von Pp/Pp—1 gilt Dp p-1=1. Jede der auftre-
tenden Relativspuren Spp—1(v4,) =U8pp—1(y4,/l) ist daher durch I teilbar,
Da ferner ALAL, ~ 1[I, ergibt sich alles in allem

Npﬂv——l(“o) =1 modlIlIlg .
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Nach Induktionsannahme ist nun I[;l;, Erklirungsmodul fiir die Grossen-
charaktere in Pp-—1, und daher

Xpy, pg; 1 [Nl"ll”‘l((xO)] =1.

Aus Npjpp-1(xp)=1 mod! folgt
1= xl‘l’ ue; -1 [vaﬂv—l((xo)] = CO”I’I"; w1 [Nptﬂ%l((xo)] modl .
Durch Vergleich mit (3.3), (3.4) und (3.5) ergibt sich

g, ug; #() = 1 modl

und somit

X1, pe; plx) =1, w.z.b.w.

Es sind jetzt nur noch die Potenzen von 2 zu untersuchen. Hieriiber
beweisen wir folgenden

Sarz 4. Far die Gréssencharaktere o, ..o in Py gilt die Fihrerab-
schétzung .
f(wulmz;?) I 8(1 _1’) .

Bewgrs durch Induktion nach v. Zufolge Hasse [5] ist der Satz wahr
fir v=2. Es gelte nun die Behauptung fiir die Grossencharaktere in
P,1. Fiir eine beliebige Zahl « aus Py mit

« =1 mod8(1—1)

soll 7, 4. 2v(x) =1 nachgewiesen werden.
Wie vorher gibt es nach den geldufigen Séitzen der p-adik ein «,, der-

art dass
= g2 mod2® und o, =1 mod4(l—3)

und somit g
Xy, ua; (%) = Xug, ua; /(%)™

Durch wiederholte Anwendung des Verfahrens auf «, ergibt sich die
Existenz eines f, mit

xg = fo? mod2” und By =1 mod2(1-—i),
(3.6) Xus, ug;z”(“o) = Xm,yz;z"(lgo)z-
Wegen Lemma 1 und 2=1 mod2 ist
(3.7) X, s 2(B0?) = Dpy, g, (o) = Oy, 9y 22(Bp) Mmod 2.

Jetzt sind zwei Fialle zu unterscheiden:
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L) @gpy, 24y, 22(Bo) 1ist »triviale, d.h. eine der Zahlen 2u,,2u,,2(u; + u,)
ist durch 2” teilbar.

2.) Wy, 94, #(Bo) ist ein Grossencharakter (allerdings mit imprimiti-
vem Exponentenpaar).

ad 1.) Hier wird w,, o,,.»(6)=1, da dies fiir jeden in g, enthaltenen
Primdivisor zutrifft. Falls 2u,, oder 24,=0 mod?2’, entnimmt man dies
unmittelbar aus der Summendefinition; fir 2(u, + ¢,)=0 mod?’, wo u,
und u, ungerade sind, gilt bekanntlich fiir jeden Primdivisor p

—1\24 — 1\~ N1
m2ﬂ1;2ﬂ2;2"(p) = (";)—)2” = (—‘5")2”_1 = (—1) -1 =1,

(Siehe Hasse [4] § 20.4. Die dortigen Betrachtungen fiir Primkérper
konnen ohne weiteres auf beliebige Galois-Felder iibertragen werden.)
Aus (3.6) und (3.7) folgt somit

X, pa; 2”(0‘0) = xuxyﬂz;?'(ﬂoz) =1 mod2.
Folglich ist

xmmz;?"(o‘O): +1 und Ly, ug; (%) = xul,/tz;Z"(‘xO)Z =1.

ad 2.) Wir verwenden hier wiederum die Davenport-Hassesche Reduk-
tionsformel

(3.8) oy, s 2B0) = Oy ;1 [N 1(Bo)]
Ahnlich wie bei Satz 3 besteht die Kongruenz
Noyp—1(f;) = 1 mod4(l—1).
Da somit N2V/2»-1(/30)2:—: 1 mod8(1—7), ist nach Induktionsannahme
Yus, ua; 21 [V 2"/2"—1(/30)2] =1
Yy ugs 21 [Noz-1(B)] = 1.
Noyjp-1(fy) = 1 mod2,

und daher
Da insbesondere

muss
1l = Xuy, ug; 21 [, 2”/2"-1(130)] = Wy, pg; 2r1 [, 2”/2'*—1(130)] mod 2

gelten. Zusammengefasst erhdlt man aus (3.6), (3.7) und (3.8)

g, g (%) = x#1,#a;2”(ﬂ02) = +1 mod2,

Wa8 %, ., (%)= t 1 nach sich zieht, und daher

Yty s (%) = Xy, s 2#(00)? = 1, w.zb.w.
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4. Schlussnote.

Die Exponentenpaare (u;,u;) waren in 2. und 3. der Bedingung
(1ot + 1), m) =1 fiir ungerades m und (pyug(py + pp),m) | 201 fiir
gerades m mit 29|lm unterworfen. Wir werden jetzt sehen, wie die Er-
gebnisse sich libertragen lassen, wenn man sich von dieser Einschrinkung
befreit und die Exponentenpaare nur der Bedingung u,, s, (14; + ps) %0
modm und (u,, s, m)=1 unterwirft. Dann versagt die in 2. erwihnte
Beziehung zwischen den Grossencharakteren in P, und P;s. Denn die
den w,, .., zugeordneten w, .. .;» konnen ja trivial werden, falls Is; in
einer der Zahlen u,, .,y + up aufgeht. Vermoge der Summendefinition
erhilt man fiir Primdivisoren p

1 falls Iy | uy, oder Iy | uy

- — _1\#
Dy, pa; U t) (T) falls I I (1 + po)
g

Fiir ungerades 1, ist natiirlich (— l/p);;i: 1; fiir I,=2 ergibt sich

— 1\~
w avila) = | — .
w1, w23 b (a) ( a )l,-”i

Auf Zahlen « spezialisiert entsteht dadurch ein Zahlcharakter, der fiir
i | (1 + pg) und I;=2 einen in 4 aufgehenden Fiihrer besitzt, sonst aber
den identischen Einscharakter darstellt. Fasst man in diesen entarteten
Fallen f(w,, ,,.1») als Fihrer der hier erwihnten Charaktere auf, so
kann von den Sitzen 1. und 2. die obere Abschiatzung (Teil I) entspre-

chend) aufrechterhalten werden, allerdings nur mit einer Modifikation:

Sarz 2a. Im Korper P, besteht folgende Abschitzung des Fithrers des

Grossencharakters @, ,..m:

r r
(@, ug; m) | kL gem. Vielf. v. ]"_[ Lis 1_[1 F(@uy, pgs 1) | »
= t=

1
falls m die Primzerlegung m=TI;_,l; besitzt.
Die in 3. gegebenen Abschitzungen kénnen ohne weiteres auf den all-

gemeinen Fall iibertragen werden. Mittels der dortigen Methoden er-
reicht man sogar leicht folgende Verschiarfung von Satz 3:

Sarz 3a. Fir ungerade Primzahlpotenzen 1 besteht folgende Fuhrer-
abschiitzung der Grossencharakiere w,, ,..p:
f(wﬂ]_, ,ug;l") I lIl[lMiﬂ (e+2,7) »

wo o durch 19|y u, bestimmt ist.
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Aus den Sitzen 2a, 3a, und 4 (der letztere auf den allgemeinen Fall
ibertragen) ergibt sich jetzt zusammengenommen folgender

Sa1z 5. Fiir den Fahrer des Grossencharakters w, .

m mit der Primzerlegung m=T1;_,1;" die Abschitzung

m Gt fiir ungerades

,
F(Dp, s m) | 1—1; Ll s
=
und fir gerades m=2%TT;_, 1

f(wﬂl’ I‘2§M) | 8(1 —7;) ]':'[1 liIliIliz .

In beiden Fillen ist die Abschéitzung nur von den in m vorkommenden
Primteilern abhingig.

LITERATURVERZEICHNIS

1. H. Davenport und H. Hasse, Die Nullstellen der Kongruenzzetafunktionen in gewissen
zyklischen Fdillen, J. Reine Angew. Math. 172 (1934), 151-182.

2. H. Hasse, Bericht tuiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der alge-
braischen Zahlkorper II, Jber. Deutsch. Math. Verein. Ergénzungsband 6 (1930).

3. H. Hasse, Klassenkdrpertheorie, vervielf. Vorlesungsausarbeitung, Marburg, 1932-33.

. H. Hasse, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, Berlin, 1950.

5. H. Hasse, Zetafunktionen und L-Funktionen zu einem arithmetischen Funktionenkorper
vom Fermatschen Typus, Abh. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, Kl. Math.-Nat. 1954
Heft 4 (1955).

6. H. Hasse, Uber die Charakterfihrer zu einem arithmetischen Funktionenkorper vom
Fermatschen Typus, Wiss. Veroffentlichungen der Nationalen Technischen Universi-
tat, Athen, No. 12 (1957).

7. A. Weil, On Jacobi sums as »Gréssencharakteres, Trans. Amer. Math. Soc. 73 (1952),
487—495.

'S

UNIVERSITAT KOPENHAGEN, DANEMARK



