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UBER MATRIZEN DIE
BESCHRANKTE HALBGRUPPEN ERZEUGEN

HEINZ-OTTO KREISS

1. Einleitung. Wir wollen in dieser Arbeit folgendes Problem betrach-
ten: Gegeben sei eine Familie § von quadratischen Matrizen 4 der Ord-
nung n mit komplexen Elementen. Welche Bedingungen miissen die
Matrizen €& erfiillen, damit e4 fiir alle =0 und alle 4 gleichméssig
beschriankt sind, d. h. eine Konstante C; existiert, so dass

(1.1) lled| = Cy

ist, fiir alle Ae und alle > 0?

Dieses Problem hat eine sehr einfache Losung, wenn die Matrizen 4
normal sind. Bezeichnen wir ndmlich mit x; die Eigenwerte der Matrizen
A, so ist in diesem Fall

Rex, =0

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (1.1) erfiillt ist.
Es ist bekannt, dass diese Bedingung fiir Familien von nichtnormalen
Matrizen zwar notwendig nicht aber hinreichend ist. Jedes notwendige
und hinreichende Kriterium kann man daher als Mass fiir die Abweichung
von der Normalitit auffassen. Wir geben in dieser Arbeit drei solche
Kriterien an. Wir beweisen namlich den

HavuprsaTz. Die folgenden Aussagen iiber eine Famalie & von Matrizen
sind dquivalent :
1) Es gibt eine Konstante C,, so dass fir alle AeF und alle t=0

(1.2) el = Cy .

2) Es gibt eine Konstante C,, so dass fir alle komplexen s mit Res>0
und alle Ae

(1.3) (A —1Is)7Y| = CyfRes .

Eingegangen am 1. April, 1959.

Diese Arbeit hat der Verfasser im Institut fiir Mathematik der Kgl. Technischen
Hochschule geschrieben, withrend er Stipendiat des schwedischen technischen Forschungs-
rats war.
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3) Es gibt Konstanten Cgy und Cgy und zu jeder Matrix A€y eine
Matriz 8, fiar welche

(1.4) max ([|S]}, [S7Y]) = Cg
st, %0 dass
%y by oo bin
B = SAS-1 — 0 x5 byg ... by,
(VR 0 %,/
ist, und die Ungleichungen
(1.5) Rex; < Rex; £ 0 )=,
und
(1.6) byl = Cga|Rex
gelten.

4) Es existiert eine Konstante Cy und zu jeder Matrix A€ eine positiv
definite hermatische Matrix H, fir welche

max (| H]l, [H7Y) = C4

st, so dass die Eigenwerte der normalen Matrix HA + A*H nicht positiv
sind. (M1t ||A|| wird die euklidische Norm einer Matriz A und mit A* die
zu A adjungierte Matrix bezeichnet).

Den Beweis erbringen wir auf folgende Weise: Wir zeigen, dass sich
aus jeder der obigen Aussagen die néchst folgende ergibt, und dass aus
der letzten die erste folgt.

Die Aussagen dieses Satzes kann man mit Vorteil in der Theorie des
(‘auchyproblems fiir partielle Differential- und Differenzengleichungen
anwenden. Vergleiche hierzu die Arbeiten des Verfassers [1] [2].

Professor Lars Hormander machte mich auf die zweite Aussage des
Hauptsatzes aufmerksam. Hierfiir und fiir mehrere anregende Diskus-
sionen mochte ich ihm danken.

2. Aus der ersten Aussage des Hauptsatzes folgt die zweite. Wir be-
trachten eine Familie & von Matrizen 4, die die erste Aussage des Haupt-
satzes erfilllt und wollen zeigen, dass fiir sie dann auch die zweite Aus-
sage gilt. Bezeichnen wir mit »; die Eigenwerte der Matrizen 4, so folgt
aus (1.2) offensichtlich

(2.1) Rex; < 0.

Daher existiert (4 —7Is)~! fiir Res> 0, denn die Eigenwerte von 4 —1Is
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sind wegen (2.1) alle von 0 verschieden. Laplacetransformiert man e4,
so ergibt sich aus (1.2)

. 00 00

ol '] '
|\e<f’ 19t dg . ‘ = i’\e 9’0“dt|
o ' ) '

4-1Is)y”

|

o0

< CI\' e | dt = O,/Res..

.
(

3. Aus der zweiten Aussage der Hauptsatzes folgt die dritte. Wir be-
trachten zundchst Familien ¥ von Triangelmatrizen

Ky Qug oo onn Ay,
0 » a a
2 23 2n
A = ,
0O........ 0 x

deren Eigenwerte auf folgende Weise angeordnet sind:
(3.1) Rex; = Rex;, j=v.

Fiir solche Familien kénnen wir die in der Uberschrift angegebene Be-
hauptung in folgender verschirfter Form zeigen:

Sa1z 1. Gegeben sei eine Familie § von Triangelmatrizen der obigen
Form, die die zweite Aussage des Hauptsatzes erfillt. Dann gibt es Kon-
stanten Cy;=C4;(Cy, n), t=1, 2, die nur von der Ordnung n und der Kon-
stanten Cy, abhingen, und zu jeder Matrix A€ eine Matriz S=S(A) der
Form

1 8.0 Sin
(3.2) S = O 1 850 8 mit max(HS( , 181 {[) Cy s
0....... 0 1
so dass fir
%y byg oo bin
B = SAS-! = 0 Ko b23 b2n
O........ 0 zx,
die Ungleichungen
(3.3) Rex; < Rex; = 0 Jj=,
und
(3.4) lbs;] = Cyp|Rex,]

gelten.



74 HEINZ.OTTO KREISS

Beweis. (3.3) folgt offensichtlich aus (3.1) und (1.3). Die Aussagen
(3.2) und (3.4) beweisen wir zunéchst fiir » =2, um sie dann spéter durch
vollstindige Induktion fiir alle n zu beweisen. Fir Res> 0 gilt:

(A—1Is)yt = (“1—8 Qy )’13 <("‘1‘“S)_l—alz((kl—8)(x2—8))‘1>.

0 x,—8 0 (g —s8)71
Wegen (1.3) ist
aqal [(2¢,—8) (3 —8)|7 = Cy/Res .

Da
[¢;—sl/[Res— 2 fir s—> —%+0,
so folgt
(3.5) la1al = 205 |%, + 2,/ .
Setzt man
S__(l —y B 0 fir 7 4% =0
“\o 1 ) v= {am/(ﬁl+x2) fir % +xy + 0’
80 ist

S“1=<1’y
) 01/’

sast = (7 R4 Re"l)
‘ .

und wir erhalten

Ko

Da nach (3.5) die Ungleichung |y| £ 2C, gilt, so haben wir die Aussagen
(3.2) und (3.4) fir n=2 bewiesen.

Auch fiir n=1 sind die Aussagen (3.2) und (3.4) offensichtlich richtig.
Seien sie jetzt fir die Ordnung y=n—1, » = 2 bewiesen. Wir zeigen, dass
sie dann auch fiir v=n gelten. Dazu betrachten wir eine feste Matrix
Ae. Diese kann man in der Form

schreiben, wobei

Hy Qg v vvne s A1p—1 Ain
0 % a a
g Qo3 2n—1
4, = , a, =
0........ 0 s%,-1 1

sind. Da (4 —1Is)~! von der Form

((A1_I1<9)“1 d; >

0 (2, —8)1

ist, gilt (1.3) auch fiir 4,. Also existieren nach Induktionsvoraussetzung
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Konstanten C3;" = C;3,(C,, n— 1) und eine Matrix S =.8(4,) der obigen Art,
so dass fiir S4,8-! die Aussagen des Satzes erfiillt sind. Daher gilt:

(S 0) (Al al) <S-10> _(SAls—l Sa1>_A,
01 0 2, 0 1/ 0 % B

n

Hy Qg eenennn ayy,
’
_ 0 5y Gy Aoy
- b
0......... 0 =x

und alle a,;;" mit j < n erfiillen die Aussage (3.4) des Satzes mit U3, =C,,’".

Setzt man
, S0
Si=(01)
so folgt fiir Res > 0
(3.6) (A" =Is) Y} = [[(8; 48,71 = Is)™Y|
SIS = Ls)H| = Cyf[Res,

IIA

wobei Cy' =C,-C4;"% nur von C, und n»—1 abhingt.
Die Matrix A’ kann man in der Form

schreiben, wobei

Mg Ogg v vvvnn Aoy,
0x, a a,,’
r __ 3 34 . 3n ' ’ ’
4, = ) ay = (a5 ... ay,),
0......... 0 »x

sind. Genau so wie oben folgt, dass die Abschitzung (3.6) auch fir A4,
gilt. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung Konstanten Cj;' =
Cy:(Cy', n—1) und eine Matrix S'=8'(4,"), so dass fir 8'4,’8' "1 die
Aussagen des Satzes erfillt sind. Daher gilt

(lO)(%laz' (1 0)_(%1 az’S"l)_A,,
08 0 A2’) 08-1)  \ 084,81

Gy’ A1n
n r
]9 s ay Qop
- b
0., 0 x

und alle ;"' mit ¢>1 erfilllen die Aussage (3.4) mit C3=C,,'". Da
ausserdem a,;" nur von den a;;”" (und zwar linear) abhingen, fir die
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1 <jist, so gibt es eine Konstante C3,”’, die nur von C,’ und n—1, d. h.
nur von C, und n—1 abhingt, so dass alle a;;"" ausser a,,” die Aussage
(3.4) mit Cyy=0C,,""" erfiillen. Aus (3.6) folgt, wenn man statt S, die

Matrix . _ ( 10
P27 \o & )
einsetzt:
(3.7) 4" —1s)™ £ C,"[Res, G, = Cy-C4'"%.

Betrachten wir jetzt das n-te Element c,, in der ersten Zeile von
(A" —1TIs)1. Nach Cramers Regel gilt:

= . ——— D, ,
(%1 8)(”11—8) (%n—é‘)
mit
; Ars' ay,"”
Pg—8) @gg’’ oo @y, |
Dy=1 0 (#3—8) ag’ ......... ag,’”’
| e e e ettt et aeraee e
[ 0 (%-1—8) @,_1,""
und | ’
Jro- o voonnn. Jin—1 O
1 gog oo oivin Jon |
Dy=10 1 gggy ... .. Gan
i 0....... 0 1 gn_lni

1

und wobei g;;=a;;"'[(x;—s) ist. Da a,,” in der Determinante D, nicht
vorkommt und alle anderen a;;"" die Aussage (3.4) mit U3, = Cj,""” erfiillen
und fiir die »; die Ungleichungen (3.3) gelten, so existiert eine Konstante
C,'"”", die nur von C, und n— 1 abhéngt, so dass fiir Res > 0

L(— 1)1 ) C 1" C 11
ﬁ, A) e 2% < 22 <2
%, —§ " %, —s] T Res

ist. Wegen (3.7) gilt daher
lasa” |11 =)0ty —8)| £ (Cy" +Cy""")[Res = C,y'V[Res,
und O, hidngt nur von C, und n—1 ab. Daraus folgt genauso wie (3.5)

(3.8) lay,"| £ 20, (7 + ] .
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~1
~1

Setzen wir jetzt

0...01
0 . . 0 0 i ”—., b, =
S3=I-—y' s y: ’" (_) . fur :1+:¢n 0;
........ @y, (7 +%,) fir Z +ux, 0
VO 0
80 ist
0...01"°
.00
Sg“l = 1 + 'y 0 ’
0L 0
und
# G’ o G- 2y Resx,
A = $ A8 = 0 2 agy’ ..ol Qop
O . . 0 =

Wegen (3.8) folgt daraus aber der Satz 1. Denn wir haben zu einer
beliebigen Matrix Ae induktiv Konstanten Cg,(Cy, n), C35(Cy, n) be-
stimmt, die nicht von A sondern nur von C, und »n abhingen, und eine
Matrix S(4)=_835,S; konstruiert, so dass die Aussagen (3.2) und (3.4)
des Satzes mit C;(Cy, n) erfiillt sind.

Man beachte besonders, dass die Beweismethode gleichzeitig auch
eine Moglichkeit ergibt, die Normalform SAS-! fiir jedes 4 in endlich
vielen Schritten zu konstruieren.

Die Voraussetzung des Satzes 1, dass & eine Familie von Triangel-
matrizen ist, fiir die (3.1) gilt, ist nicht wesentlich, da man jede Matrix 4
mit Hilfe einer unitdren Transformation auf Triangelgestalt mit der
Eigenschaft (3.1) transformieren kann. Da durch eine solche Transfor-
mation die Norm von A —Is nicht gedindert wird, so gilt Satz 1 fiir
beliebige Matrizen, wenn man als Transformation S(4) Transformationen
der Form

1 839 o0vnn S1n
(3.9) S(4) = 0 1 855... 8, U
0....... 01

zuliisst, wobei U geeignete unitire Transformationen sind. Damit haben
wir gezeigt, dass fiir jede Familie § von Matrizen 4, die die zweite Aus-
sage des Hauptsatzes erfiillt, auch die dritte Aussage gilt.
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4. Aus der dritten Aussage des Hauptsatzes folgt die vierte. Wir
betrachten zunichst wieder Familien von Triangelmatrizen und beweisen
den

SaTz 2. Gegeben sei eine Konstante C20. Es sei ¥ die Familie aller
Triangelmatrizen

%y Ogg v vnnnn ay,
4 = 0 2, ayg Qg )
0.ieini 0,
Jur die die Ungleichungen
(4.1) Rex; < Rex; <0, j<1,
und
(4.2) |ag;| = ClRex|

gelten. Dann existiert eine positive Diagonalmatriz

d0..... 0
2

4.3) p_fo®o...o) o
0...... 0 dr

so dass fir jedes Aey die Eigenwerte von DA + A*D kleiner oder gleich
Null sind.

Bewzrs. Die Eigenwerte von DA + A*D sind die Losungen der alge-
braischen Gleichung:

Det (DA + A*D —1Ix) = d»®+V, J] ((,+%;) —»d~?)-Det (g;;) = 0,
i=1

wobei
(g + 2;) — nd 7)1 fir ¢ <j
Gij = 1 fuir ¢=j
{dﬁ((xi+ﬁi)—nd“i)‘1d“(i”f) fir ¢ >j.

Wegen (4.1) und (4.2) folgt daher fiir alle x>0 und alle A€

g.] < C fir i<y
V=) 0d) fir ¢ > .

Also gilt gleichmaéssig fiir alle x>0 und alle A€
Det(g;)>1 wemn d— oo,

und daraus ergibt sich die Behauptung unmittelbar.
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Es sei jetzt § eine Familie von Matrizen A, die die dritte Aussage des
Hauptsatzes erfiillt. Wir wollen zeigen, dass fiir sie auch die vierte Aus-
sage gilt. Nach Satz 2 gibt es eine positive Diagonalmatrix (4.3), deren
Elemente durch eine Konstante beschrinkt sind, die nur von C;, ab-
hingt, so dass die Eigenwerte von

(4.4) DSAS1+ 8*14*S*D
kleiner oder gleich Null sind. Also ist die quadratische Form
(4.5) u* {DSAS 1+ 8*1A*S*D} u, u* = (Ug, ..., u,)

negativ semidefinit. Setzt man v=98"'u, so kann man (4.5) auch als
Form fiir » schreiben

v* {S*DSA + A*S*DS} v .

Daher sind die Eigenwerte von S*DSA + A*S*DS nicht positiv und die
gesuchte Matrix H ist
H = 8*DS .

5. Aus der vierten Aussage des Hauptsatzes folgt die erste. Wir be-
trachten eine Familie §§ von Matrizen A, die die vierte Aussage des
Hauptsatzes erfiillt. Wir wollen zeigen, dass fiir sie dann auch die erste
Aussage gilt. Zur Abkiirzung setzen wir e4!= F(t) und betrachten die
quadratische Form

u* F*(t)HF(t)u .
Es gilt

%(u*F*(t)HF(t)u) = w*F*(t)(HA+ A*H)F(t)u < 0.

Also ist fir alle t2 0
(5.1) w*F*()HF(t)u < u*Hu .

Nun ist fiir alle v
Cyw*v 2 v¥Ho £ Cyv*o.
Aus (5.1) folgt dann

CoUF@#)u|? £ w*F*)HF(t)u £ u*Hu = Cyllul?.
Also ist
fle4]] = Cy .

Damit haben wir aber den Hauptsatz vollstindig bewiesen.
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