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BEMERKUNGEN UBER
HALBVERTAUSCHBARKEIT GANZER FUNKTIONEN

GUNNAR af HALLSTROM

1. Eine neulich erschienene Untersuchung von Baker iiber Vertausch-
barkeit (Vtk) ganzer Funktionen [1] gab dem Verf. Anlass, frithere Unter-
suchungen iiber Halbvertauschbarkeit (Hvtk) von Polynomen [2] auf
Fille zu erweitern, in welchen wenigstens die eine Funktion transzendent
ist. Wie im Polynomfall erweisen sich die Methoden der Iterationstheo-
rie mit Ausniitzung der Fixpunkte kaum bei Hvtk angemessen, was
natiirlich den Resultatbereich einengt. Nach Erwidhnung einiger all-
gemeiner Eigenschaften der Hvtk (Nr. 2-3) geben wir unten erst einige
allgemeine Sitze iiber Hvtk mit eingehender ganztranszendenter Kom-
ponente (Nr. 3-5). Dann zeigen wir, dass die linearen Polynome

h(z) = az+k

mit @ gleich einer Einheitswurzel und k& beliebig die einzigen Polynome
sind, die mit ganzen transzendenten Funktionen g¢(z) halbvertauschbar
(hvt) sind (Nr. 6). Nach Baker ([1] Satz 6) sind dieselben A mit einem
transzendenten g sogar vertauschbar (vt). Zugleich bestimmen wir alle
zugehorigen g(z). Schliesslich betrachten wir wie Baker die Exponential-
funktion nebst verwandten Funktionsklassen und finden, dass bei Uber-
gang zu Hvtk sich als zweite Komponente auch andere Funktionen als
lineare oder die Iterierten der gegebenen darbieten (Nr. 7-8).

2. Zwei Funktionen g(z) und h(z) heissen halbvertauschbar (hvt), falls
(1) g(h(2)) = L(h(9(2))),  kurz  gh = Lhg,

wobei L linear ist. Ist L=z, so sind g und h vertauschbar (vt).
Es gilt (vgl. [3, Satz 8])

Sa1z 1. Ist das lineare I(z) mit g(z) hut, so ist | auch mit jeder Linear-
transformation Ag von g hot.

Aus der Annahme gl = Llg folgt in der Tat
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Agl = ALlg = ALIi~*Ag = ALIA\YAg

wobei ja ALIA~111 linear ist.

Ist A eine Lineartransformation, so sollen g, =A4"1g4 und %, =A"1h4 dhn-
liche Transformationen von g und h heissen [4]. Unmittelbar folgt (vgl.
[2] oder [3])

Sarz 2. Sind g und b hvt, so sind es g, und h, auch.

Nach [2, Satz 1-2] gilt der leicht beweisbare

Satz 3. Sind g und kb hot, so sind es g und h(g) auch und wmgekehrt.
Daraus folgt im besonderen

Satz 4. Es ist g(z) dann und nur dann mit ag(z)+k hot, wenn g(z) mit
az+k hvt ist.

3. Ist L in (1) ganz, mogen g und %k ganz hvt heissen; ist L gebrochen,
so nennen wir sie gebrochen hvt. Letzteres ist fiir zwei Polynome unmdoglich.
Ist wenigstens die eine Funktion transzendent, so kann der Fall eintreffen
(z. B. g=¢?, h= —2z oder —¢?). Der folgende Satz schrinkt dieses Alter-
natiw betrédchtlich ein.

Satz 5. Damit die ganzen Funktionen g und h gebrochen hut seienm, ist
notwendig, dass die Pole von L und L= in (1) Ausnahmewerte von h bzw.
g sind. Hdchstens die eine Funktion darf den Wert in einem Punkt an-
nehmen ; dieser Punkt muss dann der Ausnahmewert der anderen Funktion
sein.

Sei in der Tat ¢ der Pol von L. Nimmt h(w) den Wert ¢ an, so kann (1)
mit ganzen g und % nicht gelten, sofern nicht A(w) nur dann gleich ¢
wird, wenn w=g(z) keine Losung hat. Schreibt man (1) in der Form
L~1gh=hg, so ergibt sich die Erginzung des Beweises.

Da ein Polynom keinen endlichen Ausnahmewert besitzt, kann héch-
stens die eine Komponente ein Polynom sein. Es hat dann notwendig die
Form

(2) h(z) = a(z—=b)" + ¢.

Ist wieder h(z) transzendent, so muss es die Form

3) hz) = (2= b)ne® + ¢

mit ganzem H(z) haben. Denn & — ¢ hat hochstens eine Nullstelle b; sie sei

n-fach. Dann ist
(z—b)ﬁn(h—c) * O’ oo,
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der Logarithmus hiervon somit ganz. Ist H(z) transzendent, so hat % un-
endliche Ordnung. Ist wieder H ein Polynom des Grades m, so hat % die
Ordnung m. Also gilt

Satz 6. Ist eine transzendente ganze Funktion endlicher Ordnung mit
einer anderen ganzen Funktion gebrochen hvt, dann ist die Ordnung eine
positive ganze Zahl.

4. Aus (1) ergibt sich g'(h(2)) #'(z)=L'(k(g(2))) h'(9(2)) ¢'(z). Da L’
niemals verschwindet, liest man hieraus direkt aus:

Satz 7. Es seien g und h hvt. Ferner seien oy, &y, ... die Nullstellen
von ¢'(z) und By, By, ... diejenigen von h'(z). Wenn dann ein 8, kein «,
ist, so muss g(8,)=p, mit geeignetem m sein. Wenn ferner h(z)=«, ist,
so ist notwendig z =, oder g(z)=f,, fiir etn gewisses m.

Sa1z 8. Sind die ganzen Funktionen g und h hvt, und hat g etnen end-
lichen Picardschen Ausnahmewert b, so existiert ein endliches c, das h gar-
nicht oder nur fir z=>b annimmt.

Fiir gebrochenes L ist die Aussage in Satz 5 enthalten. Es sei L ganz
und L(c)=b. Esist gh+b, somit hg =L ~gh+c, also h+c ausser fiir einen
von g nicht angenommenen Wert, w. z. b. w.

In diesem Fall hat & wieder die Form (2) oder (3). In Analogie mit
Satz 6 bekommen wir also

Satz 9. Eine ganze Funktion mit endlichem Ausnahmewert ist mit kei-
ner ganzen Transzendenten verschwindender oder mnichtganzer endlicher
Ordnung hot.

5. Satz 10. Eine ganze transzendente Funktion h(z) ist niemals mit etner
gebrochenen rationalen R(z) hvt. Desgleichen tst h(z) nicht mit R(h(z)) hot,
auch nicht wenn R(h(z)) ganz wire.

Denn R(h(z)) hat nur z = oo als wesentliche Singularitéit, h(R(z)) dagegen
jeden Pol von R. Satz 3 ergibt die zweite Aussage.

Damit R(h(z)) ganz sei, muss jeder Pol von R ein Ausnahmewert von %
sein. Somit hat R nur einen endlichen Pol und also die Gestalt

R = P)(z—c)™",

wo P(z) ein Polynom mit P(c)+0 ist. Fiir A(z) gilt die Form (3) mit
n=0 und wir haben

Satz 11. Es ist eH@ ¢ niemals mit ¢ "HE P(eH®) hut (n ganz >0,
P(0) +0).

So ist e mit keiner der Funktionen sinhrz, coshrz oder e~72 hvt.
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6. Satz 12. Ein nichtkonstantes Polynom h(z) ist dann und nur dann
mit etner geeigneten ganzen transzendenten Funkiron g(z) hvt, wenn

(4) h(z) = az+k
und hierbei a eine Einheitswurzel ist.

Nach Baker ([1] Satz 6) gilt dies schon bei Vtk. Sein Beweis kann fiir
unseren Zweck umgeformt und komplettiert werden. Als Hilfsmittel
dient folgender:

Hiirssa1z voN BARER. Es sei f(z) ganz, A >0, B> 0 und

M(r, f) = max|f(z)] .

1zl=r

Gult dann M(Ar, f) < B{M(r, f)}"

mit ganzem n > 1, so ist f esn Polynom.

Das Lemma folgt daraus, dass dInM/dInr monoton ist und fiir
transzendentes f gegen oo strebt.

BEwEis voN Satz 12. Erst seien g und % gebrochen hvt. Ks seien c
und b die Pole von L und L1, so dass L(z)=0b+x/(z—c). Nach Nr. 3
hat & die Gestalt (2) und
(5) g(z) = eF@ + b

mit ganzem G. Mit diesen Ausdriicken ergibt (1)
(6) G(h(z)) = 2K — nG(z)

mit beliebigem K als notwendige und hinreichende Bedingung fir Hvtk.
Fiir r > ry gilt sowohl

tlalrm < |h(ret?)]  wie 2K <nM(r,G), M(r,G) > 1,
somit
M(}|alr™, G(z)) < max|G(h(rei?))|
= [6(k(z)
= [2K-nG(z,)|
< 2nM(r, Q(2)) < 2n{M(r, G)}" .

Nach dem Hilfssatz muss n =1 sein, wofern nicht G(z) ein Polynom ist.
Im letzten Fall hitten doch die Seiten von (6) verschiedene Gradzahlen,
falls n>1 wire. Also n=1, und h hat die Form (4).

Wir miissen zeigen, dass @ eine Einheitswurzel ist. Das gilt, wenn a=1
ist. Ist a1, so hat A den endlichen Fixpunkt d=£k/(1 —a). Setzt man
G(z) =G(z+d)— K, so geht (6) in
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(7) Glaz) = —G(2)

iiber. Ist G(z)=2_,c,2™, so folgt aus (7), dass a™ = — 1 fiir jedes m mit
¢, +0. Die notwendige Bedingung des Satzes verschirft sich also im
Falle gebrochener Hvtk auf a=1 oder a=(—1)¥/™. Im ersteren Fall muss
@(z) in (5) einer Gleichung

(8) G(z+k) + G(z) = 2K

geniigen (die z. B. G =sin(nz/k)+ K erfillt). Im zweiten Fall ist die
entsprechende Forderung

(9) Glaz+k) + G(z) = 2K

dann und nur dann erfiillt, wenn fiir

7w (2r+1) .
(10) a = exp - (2r + 1, m teilerfremd)

gilt G(y)= 2 b,y*+™, also
o k @r+1)m

(11) Gz = K+ X'b, (z—l——) .

v=0

Es ist umgekehrt leicht zu bestitigen, dass (5) mit z+ & gebrochen hvt
ist, sobald (8) besteht, mit az+k, sobald (10) nebst (9) oder (11) gilt.
Natiirlich darf sich (11) auf ein Polynom reduzieren.

Jetzt seien ¢ und A ganz hvt. Ist dann L=wz+ 8, h=2%a,z™ und ¢
transzendent, so ergibt (1)

(12) g(h) = “20,‘ Wpg™ + B .

Ist 2z, ein Punkt auf |z|=r, wo |g(h(z))| maximal wird. so gilt wie oben
fir r>ry (vgl. [1, S. 141])

M(}\a,|m™, g) < M(r, g(h))
= ia.;f a9z, )" + Pl

< 2|oa,| M(r, g)™ .

Wegen des Hilfssatzes muss n=1 sein, und aus (12) und (4) folgt als
notwendige und hinreichende Bedingung

(13) glaz+k) = yg(z) + 6 (y +0).

Ist a=1, so wird (13) z. B. von jeder k-periodischen Funktion be-
friedigt. Anderenfalls setzen wir §(z) =g(z + d). Dann erhilt (13) die Form

(14) Glaz) = yg(z) + 6.

Math. Scand. 7.

i
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Ist §(z)=2%_od,,2™, so ergibt (14) fiir jedes m >0 mit d,,+0, deren es
unendlich viele gibt, a™=y. Sind diese Werte m,, m,, ..., so hat man
allgemein ™ ™ =1, also a ist eine Einheitswurzel. Ist somit

2mri .
(15) a=exp— 1 (r, m teilerfremd) ,
m

so muss also §(z)=dy+2° 22 d,,,,»™ sein, um (14) zu befriedigen.
Die Bedingung ist auch geniigend, indem jedes g der Form

oo k s+ym
(16) g(z) = d, +”=20' e, (z—I_—a) (m > 1)

(13) und somit (1) befriedigt.
Hiermit ist der Beweis von Satz 12 beendet. Zugleich haben wir die
folgende prizisierte Aussage gewonnen:

Satz 13. Mit h=az+k sind im Falle (15) exakt die Transzendenten g
aus (16) ganz hvt, fir a=1 diejenigen g, die mit geeigneten y und 8
(17) g(z+k) = yg(z) + 0
erfillen. Gebrochen hvt mit h sind Funktionen der Form (5), und zwar im
Fall (10) diejenigen mit G(z) aus (11), fir a=1 wieder solche mit (S)fge-
nitgendem G(z).

Wir heben den Fall a= — 1 hervor, setzen also m=2 in (16) und m=1
in (11) und bekommen

Sarz 14. Notwendig und hinreichend, damit die ganze Transzendente
g(z) mit h=k—z (ganz bzw. gebrochen) hvt sei, ist, dass entweder

9(2) = do + 9o(2)
mit go(2) gerade oder ungerade in z— %k oder aber dass
9(2) = ce%® + b
mit Q(z) ungerade in z— ik ist.
Unter Heranziehung von Satz 3 ergeben die Sitze 12-14

Sarz 15. Es ist g(z) niemals mit P(g(z)) hot, wenn g ganz transzendent
und P ein nichtlineares Polynom sind. Die Fille, in welchen g(z) mit
ag(z)+k und im besonderen mit k—g(z) hvt ist, sind die in den Sditzen
13 und 14 verzeichneten.

7. Die Funktion
(18) g = Ae” + B
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ist fiir kein m=1 von Form (16), erfullt aber (17) fiir jedes k. Sie ist
von der Form (5) und befriedigt dann nicht (8), wohl aber (11) fiir m=1.
Nach Satz 12-13 gilt darum

Satz 16. Hvt mit (18) sind h=z+k (ganz) sowie h=k—z (gebrochen),
aber sonst keine Polynome. Hier ist k beliebig.

Schon aus Satz 4 ergibt sich im Fall =7 der

Sarz 17. Fir Aorg+0 sind (18) und h=cxe®+f dann und nur dann
hot, wenn g=r und = + 4 gilt.

Es muss also noch gezeigt werden, dass bei Hvtk g =r gilt. Gleichung
(1) ergibt bei ganzer bzw. gebrochener Hvtk, wenn in diesem Fall Satz 5
beachtet wird, exp rae®® = K + qexp(+pde™).

Wenn man differenziert, logarithmiert, zweimal differenziert und schliess-
lich logarithmiert, bekommt man pz=rz+%, also p=r.

Die Sédtze 16 und 17 zeigen eine Abweichung von den Verhiltnissen
bei Vtk, indem (18) nur mit einer passenden Konstante, mit z und mit
den Iterationen von g vt ist [1, Satz 8]. Andererseits folgt allgemein
aus Vtk von ¢ und %, dass h auch mit allen Iterierten von g vt ist.
Wenn dagegen g und % hvt sind, brauchen die Iterierten won g micht
mat b hvt zu setm. So ist z. B. k —2z nie und 2+ k nur dann mit der Iterierten
gg von (18) hvt, wenn rk=nin ist. Das folgt aus

SaTz 18. Notwendig und hinreichend, damit
g =Cexpde” + B
mit h=az+k hvt sei, ist, dass a=1 wund kr=min mit ganzem n ust.

Wegen Satz 1 darf man C=1, B=0 nehmen. In (5) ist G@=de". Nir-
gends ist g'=0; dann wire ndhmlich s=1 in (16), und ¢"’ miisste gleich-
zeitig mit ¢’’’ oder g® verschwinden, und das trifft nicht zu. Ferner ist
nirgends G'=0 oder G"'=0, und g und G konnen so keine Taylorent-
wicklungen der Form (16) bzw. (11) haben. Satz 13 ergibt dann a=1.
Damit hierbei

gh = exp(de™e™) und kg = k + exp de™

Lineartransformationen voneinander seien, ist offenbar notwendig und
hinreichend, dass e*= +1, w.z. b. w.
Als unmittelbare Folge der Satze 11, 15 und 17 haben wir

y=—m"y

0, ¢, beliebig und alle ubrigen c,=0 sind.

Sarz 19. Mit ™ _ c,e™ ist (18) exakt dann hvt, wenn c,= + A oder

5.
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8. Als Erweiterung von (18) und nachfolgender Ausschliessung von
(18) selbst betrachten wir die Funktionsklasse F,.=F_,:
(19) g(z) = Ae™ + B + Ce-™ mit AC + 0.
Die Klasse F;, enthilt offensichtlich alle nichtdegenerierten Funktionen
g(z) =3 «,sin(rz+a,) + 3 B, cos(rz+b,) + B,
und jede Funktion aus F,, lisst sich schon in der Form
(20) g(z) = «sinrz + ficosrz + B = ccos(rz+b) + B

mit x+ + 0 bzw. ¢+ 0 darstellen.

Mit welchen Polynomen A(z) sind nun die Funktionen aus F, bzw. F,,
hvt ? Gebrochene Hvtk kommt erstens nicht in Frage, weil g keinen end-
lichen Ausnahmewert hat. Nur mit m=2 wird (16) und (20) erfiillt.
Wegen der Sédtze 12 und 13 ist dann notwendig A=k + 2. Aus der ersten
Aussage von Satz 7 (mit g und A vertauscht) finden wir

k+7m—b _ am—b

r A

Somit hat k¥ die Form ny/r bzw. (v —2b)/r. Man stellt auch leicht fest,
dass fiir diese k-Werte & + 2z mit (20) hvt ist. Somit gilt

Satz 20. Mit (20) hot sind exakt dve Polynome

v —2b
e

h=z+7—m-’ und h = z
r

mit ganzem v. Mit (19) hvt sind entsprechend

h:z-{-ﬂ—vf und h=lvz+llng~z.
r r r A

Im letzteren Fall erhilt man die Konstante wie oben oder durch Ein-
setzen in (1).

Nach Satz 19 ist (18) mit keiner Funktion aus F, hvt. Wann sind zwei
Funktionen aus F, untereinander hvt? Sind sie Lineartransformationen
voneinander, so ergibt Satz 20 unter Beachtung von Satz 4 die Antwort.
Diese Antwort ist in der Tat die endgiiltige, denn wir wollen zeigen, dass
zwei hvte Funktionen aus F, notwendig voneinander linear abhingen.
Da lineare Abhiingigkeit in bezug auf Ahnlichkeitstransformation in-
variant ist, gehen wir von (20) durch

Al=rz+b zu g, =cco8z+ B
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iiber. Auf (19) angewandt bedeutet das, dass wir

g(z) = B + Ae? + Ce?,

Mz) = D + E(e*+e?) = D + 2E coshz
mit ACE+0 annehmen diirfen. Ferner darf man ReZ =0 und bei
Gleichheit Im £ > 0 annehmen, denn sonst mache man durch A= —2 noch

eine Ahnlichkeitstransformation. Wie oben muss bei Hvtk L ganz sein,
also

hg = m-gh + ¢ und somit lim »hg =m =% 0,00.

gh—>o0 ¢
Fiir ReE > 0 gilt dann
h E
(21) m 2 — —5 lim e #¥eBe!” + e Be ) = m,
z—>+00 ! Ae” .o
hg E

(22) lim 7 = P lim e e (eBele 4 B 0 = m .
2—>—00 zZ—>—00

Nun gilt (21) nur wenn A= + K ist, (22) fir C= + E. Zweitens sei
ReE =0. Dann ist gh fir reelles z beschrinkt, kg dagegen nicht, wenn
nicht zugleich Re4 =ReC=0. Wir miissen letzteres voraussetzen, be-
zeichnen z=x+ }n¢ und lassen x — + oo streben. Dann ergibt sich wie
oben A=+E,C=+E.

Im Fall 4 =C = + E sind schon g und A linear verbunden. Ubrig bleibt
der Fall A= —C= + K, also

g(z) = B + 2E sinhz.
In Satz 7 ist «,=(n+ })m, 8, =nin. Der Satz ergibt
B=mam, D= (m+3}m
mit m und m’ ganz. Dann wird
gh = B + 2Ei(—1)™ cosh (2E coshz) ,
hg = D + 2E(—1)™ cosh (2E sinhz) ,

und diese Ausdriicke sind gewiss nicht im Sinne (1) linear verbunden.
Aus Satz 4 und Satz 20 erhalten wir somit

Satz 21. Zwei Funktionen g und b aus F, sind dann und nur dann hot,
wenn

; 1, ¢
h=g+ 22 oder h=—g+—(ln—+nm),
r r A

wobei g den Ausdruck (19) hat.
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