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SUR UNE CERTAINE CLASSE D’EQUATIONS
INTEGRALES SINGULIERES

V. STENSTROM

11 y a plusieurs dizaines d’années que I. Fredholm m’a communiqué
oralement la remarque que 1’équation intégrale

*) #(2) = 2\f(@~oy) ply) dy, & un constant,

—00

a des solutions en formes de polynomes pour des valeurs de 1 qui ne sont
pas des zéros du déterminant D(1) de ’équation. (On peut évidemment
mettre sous la méme forme que (*) les équations

o) = 2\fa—op) v ey dy et g@) = 2{ @y ole) dy)
% 0

J’ai fait en ce temps-la quelques calculs dont une partie seulement,
plus formelle et, en général, restreinte au domaine réel du paramétre «,
est exposée ci-dessous.!

Ayant alors laissé le sujet je 1’ai repris, il y a peu de temps, pour cher-
cher & achever quelques études sur les questions d’unicité des solutions
et sur le développement du noyau suivant les solutions de I’équation
et de ’équation transposée.

Cependant comme il m’est arrivé de trouver récemment dans Mathe-
matical Reviews (Vol. 17 (1956), p. 376) le compte rendu d’un article de
M. J. Steinberg [2], j’ai voulu publier les calculs ci-dessous pour revenir
au sujet, comme je 'espére, dans un article ultérieur.

1. Nous supposons que les intégrales

oo

A, = S £(t) tr dt

-0

1) La rédaction m’a fait remarquer qu’une généralisation systématique de la théorie
de Fredholm pour certaines équations singuliéres se trouve dans A. Grothendieck [1].
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convergent et, pour simplifier les formules, que 4,=1 (en excluant donc
les cas Ay=0). Il existe alors des polynomes qui sont des solutions des
équations intégrales

@) @) =2\ fa—o) o) dy,

B) @) = ASf(y—zxx) v(y) dy (= le(—oc(x—yoc‘l)) w(y)dy>-

On le constate immédiatement en substituant dans les équations (A),
(B) respectivement

n

#@) = Pa@) = 3 (") aen, ag 40,

v=0

n

> (f) banr, by + 0.

v=0

p(@) = Qulx)

On obtient les formules de récurrence suivantes:

A a A (=14, «’a
ap (1 =0 Tu X « 2%
0( |oc]<x") ul xla™ s x! !
/) A,b
bo(l—am2) = 0, % mp S ==
u! wirep 2! vl
ou
a (—174, «’a
la A= |x|x®, 2= -7 =0,1,2, , N,
(1) oo, = XN
) A, b
(1b) A=a" il 7 =z u=20,12 , M
7 i 2

Nous posons ay,=by=1.

A condition que a#+1 (u=1, 2, ..., n), on peut déterminer les coeffi-
cients des polynomes P,(x), @,(x) qui sont alors des solutions pour re-
spectivement les valeurs 1= |x|a™ et A=x~". Nous allons montrer que
ces valeurs de A ne sont des zéros du déterminant que pour |x|>1 et
|| < 1 respectivement. (Pour les autres valeurs propres, 4= |x|a”, |x| <1
et A=a"", |x|>1, A=0 est un point limite.)

Le déterminant D(1) des équations (A), (B) se calcule facilement &
I’aide des traces
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a, = S S . gf(sl—oca‘g)f(sg—ocss) co flsp—asy) dsyds, . . ds, =

B A 3 1
T l=—an] |1—an|’
d’ol
0‘: °°/’{n(xnm oo
—logD(A) = 3} —— - = — DJ'log(l—am™l) pour |x| <1,
n=1m=0 m=0
et
A
—logD(4) = - = — )jlo (l~w-——-——) our > 1.
. Zm)‘ i = 08T g pour 1
Done
(2a) D) = [] 01—ama), lof < 1,
m=0
oo A
(2b) DGy = H(l—ﬁm) a > 1,
m=0
ou
=
(38) D =14 ———, sl <1,
"ar [ (1-a7)
r=1
® /x e
(3b) D) = 1+ Y (ﬁ> e — x| > 1.
n=1 \[&
1 v
g ( )

Ces déterminants sont des fonctions entiéres de . Comme fonctions
de « elles ont évidemment le cercle d’unité comme coupure naturelle,
ce qui n’est pas le cas pour les polynomes regardés comme fonctions de
o (ayant un nombre fini de poles).

REMARQUE. On a
1
D(2)

n

ind A
=1+ — , ] < 1.
=1 (1—0o)

r=1

En multipliant cette série et la série (3a) on obtient les identités suivantes:

v(r—1)

(—1ya *
2 & v
er”:nkI_Il(lm“k)k]rll(l_“k)

ou l'on pose IT,_,(1—ok)=1.

= 0, x|z 1,

Math. Scand. 6. 18
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2. Les noyaux itérés. Nous formons les Fouriertransformés des noyaux
itérés,

A ) = \§ - (f@—os) flo—asa) ... flo—o9) derds, ... ds

(fu(x, y)=f(®—ay)). Mettons, pour abréger,

g@) = e=tre) a

n—1

Ve tutt, ) dt = o= [T g(ora)
v=0

1 n—1
Ja(®@ 9) = falz—amy) = Se—”’ St {IZ g(>’t) }
On peut faire différentes hypothéses sur la fonction f(¢) afin que le produit
(4) Gwe) = [] glwx),  |of <1,
r=0

converge. Si, par exemple, on a

i
o

S\f(t)] dt < oo, St|f(t)| dt < oo, S]f O] dt < o,  Limf(z)

t—> 100}
le produit (4) est absolument et uniformément convergent et on a

lim 2"G(z;) = 0

T—>+00

pour n (> 0) arbitraire. On obtient alors

G(t;x)

1
(5) falx—ary) = nSe"( "‘wtm

dt, x| <1.
On a G(0;x)=1 d’ou on présume que la fonction
1
(6) o(z) = Se-m Q(t;x) di
est une solution de I’équation (A) pour 1=1 et les dérivées

(6) o(z) = (—n)n S e-iot in Qt;x) di

des solutions pour A=ua"", |x| <1, ce qui se vérifie facilement.
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En écrivant les noyaux itérés sous la forme

1
I@=o) = o lnS"”“‘” = "’IZ g(—ta)dt

_ S itz “G( —tol0-1)
27| |

G(—ta-wim iy ol > 1,
on voit que les fonctions

(=1)"
2n

(1) p®(y) = Se—w " G(—tatixN)df, no=0,1,2, ...

sont des solutions de I’équation (B) pour A=|x|a”, |x|>1.

3. Fonctions génératrices des polynomes P, (x), Q,(x). Par le fait que
les formules de récurrence (1a), (1b) sont indépendantes du degré n des

polynomes on est amené & chercher des fonctions génératrices. En posant

formellement a

H(zx) =) —: (tzy
=07

Se—iwtf(t) dt = X' (— 1) A, (i)
on peut résumer les formules (1a) dans la formule

H(w) = {S e-it (1) dt} H(sx)

d’o1 il suit que H(x,(x) — G(_x;(x), !(XI <1,

et que
(8a) G(—z;x)e=t = Z—mf)( z)" .
On a aussi ln C
H(x;a 1) = W, || > 1,
d’ou '
(8'a) o 3P g

G(—za YY) =, n!

De la méme fagon on obtient

eiwt j "
(9b) G@n) %0 ‘ (m;) x| < 1,
(9'b) G0~ 1) eit =2°°' -:;(f—) (¢z)™, Jo] > 1.

n=0

18%
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Des formules (8a) et (9b) (ou (8'a) et (9'b)) on obtient

5 SR e, WOy

n=0 m=0 n!
d’ou
3 @ @) 1 N =0
nim—N nl m! 0o, N>0

REMARQUE 1. Supposons |f(t)] < e~*l1°, @ >1. La fonction G(z;x)
est alors holomorphe et bornée dans une bande arbitraire contenant
I’axe réel. Si I’on a de plus

Slf’(t)] et dt < oo

(ou, plus particuliérement, si f(t) est holomorphe le long de I’axe réel), il
suit que Iim (x+dy)"Gx+iy;,x) = 0

y—>too

pour |y|<c et m arbitraire. Les polynomes P,, @, peuvent alors se
mettre sous la forme

1 ¢ G(—1z;x)e™=
__S——"T'—nlv"' dz N |0¢I < 1 R
P |2 @
(103‘) n! - 1 etex
%S G(—zo1x~1) (32)n 1 dz, o] > 1,
Y
1 'L‘z:cG —1.,-1
_Se (g;%—le, l“l > 1,
10b Q.(x) 2ny (i2)
( ) n! - 1¢e etex p
o \ o N rnal Y5 1,
QnSG(z;a)(iz)nﬂ z lo| <

Y

ol y est un cercle entourant I’origine z=0.

REMARQUE 2. On voit (p. ex. en differentiant les membres des formules
(10a), (10b) par rapport & x qu’on a

Pn,(x) — Pn—l(x) ot in(z) _ Qn—l(x)

n! n—1! n!  (n—1)!

{polynomes d’Appell).

REMARQUE 3. Les suites
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sont des suites biorthogonales, ce qui se démontre selon une méthode
bien connue. En particulier on a

Vo0 @) @u@ dz = (—1 { ple) d = (~ 1602 = (- 1)

(v @ Pu@ dw = (-1 (9@ dw = (1160071 = (-1,

4. Solutions obtenues par intégrations et différentiations des fonctions
@(x), Y(x). En vertu de la structure du noyau on obtient des fonctions
@(x), p(z) les solutions nouvelles ™ (x), p™(x) (n=1, 2, ...). On peut
g’attendre & ce que les intégrales

(x— 8)"

®(s )~

ds, k! =Ik+1), Jal <1

(11) ‘P1k

(s— x)"

(11%) P2, k(® ®(s

B!
Nl

(o1 ¢(x) est la solution (6) de I'équation (A)) donnent aussi des solutions.
On a

@

oo

(=9 T (s—y)*
\ta—sp)d Sw( 9 ds = {p(s) ds  p(o— o) =ty
—o0 v —%0 o0
v c tk
=5¢ ds\f(x+oct ocs)—dt
- 0
= \(p(x-}-oct)——dt
0
3 {a"”l(pz’k(x), 0<a<l,
B a kg (@), —-1<a<O,
donce
R po(®), O<a<l,
12 k+1S - dy ="
020) (a1 e ap) et o ey Cleacd
De la méme fagon on obtient les relations
T @), O<a<l,
12 wt{ flo— dy =1""
I I
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Pour k=2m, m un entier positif, il en suit

(13a) P1,om+ P2, om = S (8)( _ )2mds = g;l;» (OSO‘P(s)dS = 1),

—00

et pour k=2m+1
(@—sftml P, ()

2m+1! T oo2m41l

(13'a) PP,k = S‘P(s)

On retrouve ainsi les polynomes P,(x) (pour |x|<1). L’équation (A) a
donc les solutions ¢;, @,, ¢; £ @, pour A= + |x|*+! . Sil’on part de la solu-
tion p(x) de I’équation (B) on obtient les résultats analogues suivants:

K ¥y, 1(%), l < «,
(zb) ol f=ao) ot g = {7
e Vo, (@), x< —1,
, < Vo, (x), 1 <o,
(12'b) lrxl"‘Sf(y—zxw) Vo, 1(y) dy = { >
—o0 wl,k(x): x < —1’
ou
¢ (x—s)* v s(s—x)*
v = (00 s s = (v T s
Nous avons de méme
Qo (%)
(13b) V1, 2m T Vo, 2m = %}“ )
m !
, Q2m+1(T)
(13'b) Y1,2m+1 Y2, 2m+1 = _22,'_ni+1‘1, >

(m entier).

REMARQUE. On peut obtenir les formes (13a), (13'a), (13b), (13'b) des
polynomes P,(z), @, (x) au moyen des formules (10a), (10b). On a p. ex.

2

P,(x) 1 S G(—1z;0) €%

! 2n (tz)m+1
14

¢ (o) dide
'S S (1z)7+1

y —o0

0? (x t)n

= {o = ar.
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Nous posons ensuite

o] 0
P = (# e Gl o p(@) = | (—iF et o ar,
0 —00
ot x| <1, k> —1,
(o) (1]
0, ® (z) = S the-ite G(—tatial) df, @ (x) = S (=) e-ite G —taL30-1) d,
0 —o0

. . x| >1, k> —1
et nous obtenons les relations suivantes: || ’ ’

g fle—oy) dy S t o=iW Qt;x) df = o tke—it Q(t:) di S f(s)eitss dg

o0
— fx S  e-ites™ Qtx-1;x) dt
0

— ok S t o=t QU(t:) dt
pour 0 <« <1, c’est-a-dire 0

0

W (@) = a* gf(x—rxy) P dy, 0<a<l,

()
—00

et, de méme, o

PB@) = o | fla—oy) @) Ay, 0 <<,
P®(2) = Iocl—"ogf(w—ocy) 1% (y) dy, -l<ax<0,
P19 (2) = tal“"osof(x—ay) 9. ¥ (y) dy, -l<ax<0,
p;®(2) = o+ ogf(y—cxw) p®dy, o«>1, (i=12),
PP () = Ial"“gof(y—ow) @@y dy, a< -1,
p® (@) = loclk+1§f(y—ax) vp®@y)dy, o« < -1

—00
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L’équation (A) a donc les solutions
0%, @,® pour A=«a% O0<a<l,
et les solutions
1P +e,®  pour A= +lo|*, —-1<a<O.
L’équation (B) a les solutions
P, @, p,®  pour A =k, x>1,
et les solutions

1@ +y,®  pour 2

I
-+
=
=
+

-
R
A
|
[
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