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EINE BEMERKUNG UBER GRUPPEN
UNGERADER ORDNUNG

KATE FENCHEL

Um einen Beweis fiir die Auflésbarkeit der Gruppen ungerader Ord-
nung zu erzwingen, haben sich in letzter Zeit mehrere Autoren mit
speziellen Zentralisatoren beschéftigt [2], [3]. Die folgende Note, die
allgemein eine anscheinend nicht bekannte Eigenschaft der Zentralisa-
toren von Gruppen ungerader Ordnung behandelt, ist daher vielleicht
nicht ohne Interesse. Es wird gezeigt, dass jedes Element einer Gruppe
ungerader Ordnung eine »Partition« der Gruppe bewirkt, und zwar
nicht nach Untergruppen, sondern nach gewissen Zentralisatorrestklassen.

Im folgenden werden Gruppen mit grossen gotischen Buchstaben
bezeichnet, Gruppenelemente mit kleinen lateinischen Buchstaben; das
Einheitselement der Gruppe ist 1; 3, bezeichnet den Zentralisator des
Elementes a. Die Klasse konjugierter Elemente, die a enthilt, ist (x).
Die Ordnung der Gruppe & wird i.a. mit [§] bezeichnet. Es ist (a,z)=
a-lz-laz. Die irreduziblen Charaktere der Gruppe sind y*, 1=0,1,...,
k—1, wo k die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente bedeutet.

Wir beginnen mit einer Charakterisierung der Gruppen ungerader
Ordnung.

Sarz 1. Die Ordnung (@] einer endlichen Gruppe © ist dann und nur
dann ungerade, wenn fir jedes feste x € & alle h € & eindeutig in der Form

h =axa, ac@®,
darstellbar sind.

BewEgis. 1° [®] sei ungerade, x € . Dann ist a,2a,+a,xa, fir
aq,a5 € ®, a;+a,. Aus der Gleichheit wiirde néamlich folgen, dass

zlay"lax = aya, 7t = ay(a;7lag)a,t,

also dass a,~'a, zu seinem inversen Element a,la, konjugiert wire,
was bekanntlich in Gruppen ungerader Ordnung unmoéglich ist. Also
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durchléuft axe mit @ genau [@] verschiedene und damit alle Elemente
von @.

2° axa stelle bei variablem a € @ alle Gruppenelemente dar. Da nur
[&] Elemente a zur Verfiigung stehen, muss die Darstellung eindeutig
sein. Daraus folgt aber, dass # ungerade Ordnung hat. Sonst hitte man,
wenn 2y die Ordnung von z wire, in

z=1l21=2a"x2

zwei verschiedene Darstellungen fiir x, da 2"+ 1. Also haben alle Ele-
mente von ¢ ungerade Ordnung, [¢] muss ungerade sein.

Die im folgenden betrachteten Gruppen haben ungerade Ordnung.

Nach Satz 1 konnen wir nun bei gegebenen g,x € & das Element
gx-! in der Form go-! = az-la, ac@,
darstellen, d.h. zu jedem x € & gibt es bei festem g genau ein a, so dass
(1) g = ax~lax = a-a”®.

Die Gleichung (1) hat also fiir jedes g € & genau [®] Losungspaare a,z.

Da a-a*=a-a? dann und nur dann, wenn y € 3,z, bestimmen genau
die Elemente von 3,x dasselbe a. Speziell ist g=¢%?=¢-¢* genau fiir
ze 3,=38,; ist z & 3,, so bestimmen x und z-! verschiedene Elemente.
Sind andererseits a,x und b,y zwei Losungspaare von (1) mit a=b, so
haben die Zentralisatorrestklassen 3,z und 3,y kein Element gemeinsam.
Wire namlich y € 8,20 3,y, so wiirde fiir ein 2z, € 3, folgen

qx = -1, -1 - -1y -1 -1y =14 — -1y -1
a-a® = ax~z, lazx = brlz, Wbzx, axrz,7la = br~12,7,

also a=b nach Satz 1. Simtliche Gruppenelemente verteilen sich in
dieser Weise auf elementefremde Restklassen nach gewissen Zentralisa-
toren. Diese Restklassen iiberdecken die Gruppe genau einmal, es gilt

also (6] = 3 [8d,

wo rechts iiber die Ordnungen der auftretenden Restklassen summiert
wird. Nach Division mit [®] erhidlt man die Formel

(2 1=3"1/h,,

wo h,=h, die Anzahl der Elemente in der durch a bestimmten Klasse
konjugierter Elemente («) ist und a die durch (1) bestimmten Elemente
durchliuft.

Aus der Gleichung (1) folgt, dass das Element g, also auch die Klasse
konjugierter Elemente (y), die g enthélt, in dem Quadrat der Klasse («),
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die a enthdlt, vorkommt. Es seien k,; die Multiplikationskonstanten
der Klassenmultiplikation von @&, also

(@)(B) = 2 hagle) -

Bei gegebenen «,g gibt es also h,,, Elemente a € («), fiir die (1) losbar
ist; in (2) kommt eine feste Klasse («) gerade k,,,-mal vor, d.h. es ist

z' l/ha = zhaay/ha ’

wo auf der rechten Seite jetzt iiber alle Klassen summiert wird (,,,=0,
wenn («) nicht auftritt). Aus (2) erhalten wir

(3) zhazx'y/ha =1 ’

eine Formel, die auch aus den Relationen fiir die irreduziblen Gruppen-
charaktere y* abgeleitet werden kann. Denn bekanntlich ist, wenn
hier die Gruppenordnung und f, den Grad von y* bezeichnet,

B2
b,y = Z( )x,
also n T
h l
aoy h
%h“ n Afa% Xa

Da alle vom Hauptcharakter verschiedenen Charaktere einer Gruppe
ungerader Ordnung komplex sind, ist 3,%,(x*)2+ 0 nur fiir den Haupt-
charakter, und wir erhalten die Formel (3).

Es hat sich also ergeben, dass jede Klasse (y) derart in Quadraten
gewisser Klassen enthalten ist, dass unabhingig von (y) die Relation (3)
gilt, was vielleicht als Verallgemeinerung der Tatsache angesehen werden
kann, dass nur in einer Gruppe ungerader Ordnung jedes Element eine
eindeutige Quadratwurzel hat. Fiir Gruppen gerader Ordnung ist jeden-
falls immer 3k, o/k,+1, wenn (0) die Klasse des Einheitselementes
bezeichnet, da es immer selbst-inverse Klassen gibt. Fiir die symme-
trische Gruppe in drei Variablen z. B. nimmt 3 4,, [k, fir die drei
Klassen konjugierter Elemente drei verschiedene Werte an, von denen
der eine iibrigens nicht ganzzahlig ist.

Aus (3) folgt unmittelbar, dass ein invariantes Element ¢ in dem
Quadrat einer einzigen Klasse auftritt. Denn jedenfalls ist j mit j2=¢
eine Losung von (1), und es ist h;=1. Dann muss in (3) aber A;;=1
und alle iibrigen A,,;=0 sein.

Wir fassen das Resultat in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 2. In einer Gruppe & ungerader Ordnung bestimmt jedes Element
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g ein System von Restklassen modulo den Zentralisatoren gewisser (von g
abhdngender) Elemente. Diese Restklassen, unter denen genau eine Gruppe,
ndmlich 3,, vorkommit, iberdecken & genau einmal. Mit einer Restklasse
Bax kommt auch eine Restklasse 3,x~, wobei b+a ist, vor. Die Anzahl
der aufitretenden Restklassen

o= Z haay

ist eine ungerade Zahl, da sowohl [®] als auch alle [3,] ungerade sind,
und nach (3) st
mink, £ ¢ £ maxh,,

wo & die Indices durchlduft, fur die h,,, =+ 0.

Wir schreiben im folgenden symbolisch (nach Umbenennung der Rest-
klassenreprisentanten)

(4) @a = 80+8axa+"'+88xs

und sprechen von der Uberdeckung von & in bezug auf g. Zu einem
invarianten Element i gehort also die triviale Uberdeckung &,= .
Setzen wir g=¢2, a=gr-, also a~'g=rg=rar in (1), so ergibt sich

(5) rq = rar = xlax = - gr-lx.

Also ist gr =r-1z-1gr-zr zu gqr-' konjugiert. Aus Satz 1 folgt dann, dass
es zu jedem g+1, ¢*=g € (y), genau 3 h,,, Elemente r derart gibt, dass
gr zu qr~! konjugiert ist. Mit x=y~1r-! ergibt (5)

(6) ryr = q7'yq -

Die vollstindige Losung von (6) in r und y liefert simtliche Losungs-
paare a,z von (1). Speziell folgt, da fiir =1 mit dem Paar 7,y auch das
Paar r-1,y~1 der Gleichung (6) geniigt, dass mit a=gr-! auch a'=gr=
(xr)~Ygr-Y(ar) ein durch (1) bestimmtes Element ist. Die von ¢ ver-
schiedenen Losungen von (1), also auch die Zentralisatorrestklassen in
der Uberdeckung von & treten also in konjugierten Paaren auf. Es ist

r? =q-la’ = rqg7l-r-lx-t-qr-l-zr = (gr-1,ar)

ein Kommutator. Dann ist aber r selbst Kommutator. Denn bekannt-
lich ist 3,x3/f;+0 eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass die Klasse (p) aus Kommutatoren besteht [1, p. 319]. Wir haben
also

(7) AZZ:a/fA +0.

Jedes y7, ist eine Summe von Einheitswurzeln ungerader Ordnung;

Math. Scand. 10 — 13
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(7) bleibt also richtig, wenn wir diese Einheitswurzeln durch Potenzen
ersetzen, deren Exponent zu der Ordnung 2»+1 von 7 relativ prim ist.
Es ist aber r=(r2y+1 und (v+1,2v+1)=1. Also ist auch 3,7*/f;+0 und
r ist Kommutator.

Gehort g zu den Klassenquadraten («)2, ..., so enthalten sowohl die
Klassenprodukte («)(a’), wo (') die zu («) inverse Klasse bezeichnet,
als auch die Quadrate der Klassen, zu denen die (¢1,z) gehéren, simt-
liche mit g-! gebildeten Kommutatoren (g-,z), x € ®.

Zum Beweise betrachten wir die Kommutatoren (¢-1,z,x,), wobei
2%, € Ba%,, einer beliebigen in (4) auftretenden Restklasse, also nach
(1) g=ax,tax, ist. Dann wird

(97%2,2,) = ax,tax, x, 2, -z, la a1t 2,2,

= a2 -lagz ~lp -l.g-1. -1
(8) = a2, taz, lx,toat w20,
= ar.-lg-l2 2. -laz -l qr -lg-lr -z g-1
= ax, ta lx, x, oz, -ax, o lx, z0 e,
’ - —_— - - —_
(8') = (@ Y, 2,) 2, taz, "t (a7, 2,) 2,0 %, .

Da (9-1,2,)=1 fiir z,€ 3,, folgt die Behauptung aus (8), (8’) und der
Uberdeckungseigenschaft der 3,z,.
Jede Restklasse 3,r, eines beliebigen Zentralisators tritt in einer
Uberdeckung @, auf, wo )
g = ax,tax, .

Ist (4) eine Uberdeckung durch rechte Restklassen, so ist

—@g—l = 80+xa_18a+ s +xs~18s
eine Uberdeckung durch linke Restklassen, die zu g—! gehort. Denn aus
g=ax, tax, folgt gl==z,la"w, x, x, a2, x,7!, also eine Uber-
deckung durch die Restklassen 8, —14,,'%o ' =2,718,.

SaTz 3. Es sei D<@ eine Untergruppe, g € & und (4) die Uberdeckung
von & in bezug auf g. Dann kann © durch Zentralisatorrestklassen
(BaND)x, tberdeckt werden. Ist ge 9, so stimmt diese Uberdeckung mit
9, uberein.

BEwEIs. Aus (4) folgt
(9) ®=@ané’—:800®+8axan$)+"'+88xsn'b'

Ist 8,2,n9 + 0, so kann z, € Y angenommen werden. Die Bezeichnungen
in (9) seien so gewihlt, dass das schon erfiillt ist. Dann ist fiir z, € 8,
die Bedingung z,z, €  dquivalent mit z, € §, also 8,2,NH=(8,N9)Z,,
und es ergibt sich

(10) $=3,n9+Ban D)o+ ... +(8;nH)x,
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wo die Numerierung in (9) so gewéhlt sei, dass gerade die Durchschnitte

B(zxan'b’ . "81"‘71”@

nicht leer sind. Die 3,n9,...,8;n9 sind Zentralisatoren in  von
Elementen, die (fiir g ¢ ) nicht in § zu liegen brauchen. Ist g € §, so
sind wegen der Annahme z,,...,x;€ § die Gleichungen

gr,~t = ax,a, . . ., gxt = It

in 9 losbar, also a,...,l€ 9. Die Elemente a und z,~'az, liegen in
in derselben Klasse («x)g, also g im Klassenquadrat («)g% Der Zentralisa-
tor von a in § ist 8,09, also (10) die Uberdeckung §, von § in bezug
auf g.

Die Abbildung ¢ (a)=ax lax=a'*® ist eine eineindeutige Abbildung
von @& auf sich, die nur den Fixpunkt a =1 besitzt. Sie bildet i.a. Unter-
gruppen 9 <@ nicht auf Untergruppen ab. Jedoch bildet ¢, die ganze
Restklasse Y wieder auf eine ganze Restklasse, ndmlich auf Ha2, ab;
denn fir h e  ist

gu(ha) = ha? € Da?
und A2 durchléduft mit » die Gruppe . Allgemeiner gilt:

Die Abbildung @, bildet dann und nur dann eine Restklasse y wieder
auf eine Restklasse, und zwar auf He.(y) ab, wenn yx=1 € N(H), wo N(PH)
der Normalisator von 9 ust.

Beweis. Es sei yx-1e R(9), he . Dann wird

Polhy) = hyz~thyz = hh'yz-lyr = hh'g.(y) € D9(Y) »
wobei &' € . Da ¢, eineindeutig ist, durchlauft s’ mit & die Gruppe 9.

Ist andererseits
(pz(hy) = klz’ h’ hl € % ’

also speziell fir A=1

P(y) = yxlyr = hz, k€9,
so folgt
¢.(hy) = hyz~thyz = hihylyz~lyz
yx b (yx2)t=h"1hh, € O fir alle h € 9, also yr— € N(H).

Eine invariante Untergruppe § wird durch ¢, auf sich abgebildet.
Da dann yz-1 € N(P) fiir alle y € @, werden auch alle Restklassen wieder
auf Restklassen abgebildet. Also bestimmt ¢, eine eineindeutige Ab-
bildung der Faktorgruppe &/$ auf sich, die nur das Einheitselement
dieser Gruppe fest lésst.
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Auf grund der Eineindeutigkeit von ¢, liegen daher auch alle den
Elementen & einer invarianten Untergruppe § durch (1) zugeordneten
Elemente a in §. Und umgekehrt ist  invariant, wenn fiir alle g € 9,
x € @ simtliche durch (1) bestimmten Elemente a, .. .,s in § liegen.
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