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EINE BEMERKUNG ZUR ASYMPTOTISCHEN
DARSTELLUNG VON ORTHOGONALPOLYNOMEN

G. FREUD

Es sei f(0) € £ eine nach 2r periodische nichtnegative Gewichtsfunk-
tion, logf(0) € . Mit den Bezeichnungen von G. Szego [3] sei k(z)=
k(f; 2) die im Einheitskreise regulire analytische Funktion mit £(0)> 0,
deren Realteil fiir |2| =1 fast iiberall die Randwerte

lim Rek(re®) = logf(0)

z—>1-0
D(f;2) = exp{}k()} .

Das Orthogonalpolynom n-ten Grades @,(f; z) = K, (f)z"+ . . . ist durch
die Bedingungen

besitzt, und

+n

a) K(f)>0, b (1o.ienpr@ra -1,

—n
+n

o (s emz@ s@1a0 = 0,

-

fiir jedes Polynom #(z), dessen Grad niedriger als » ist, bestimmt.
Aus den Untersuchungen von S. N. Bernstein und G. Szegé ist bekannt,
dass unter geeigneten Bedingungen die asymptotische Formel

1 D,(f; €°) = e™D(f; ¢®)} + o(1)

besteht (vgl. G. Szegd [3]).

Verfasser konnte in einer demniichst erscheinenden Arbeit [2] zeigen,
dass folgende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (1) an einer einzigen
Stelle § =y hinreichend sind:

x) 0<mZf(0) =M, -n£60=5 +7,
B) f(O)—f(y) = O(16—yl]).

Dieses Resultat ergénzend, beweisen wir im Folgenden den

Eingegangen am 20. Juni 1957.
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Satz. Es ses f(0) von beschrinkter Schwankung, und o) set erfillt; dann
gilt (1) an jeder Stelle 6=y, wo

+7x

—_— 1
® logf(y) = - {10g(0) cot 3y —6) a6

-7

im Stnne eines Cauchyschen Hauptwertes existiert, und es gilt gleichmdsstg
in 0 und n

3) D,(f; e®) = 0(1) .

Da an den iibrigen Stellen die rechte Seite von (1) nicht definiert ist,
haben wir damit eine vollstindige Charakterisierung der Punkte 6 gege-
ben, fiir welche (1) besteht. Nach dem Satze von Privaloff umfassen sie
fast alle Punkte von [—m, +x]; das kann aber schon aus dem oben
zitierten Satze gefolgert werden, da eine Funktion beschrinkter Schwan-
kung fast tiberall differenzierbar ist.

Wir erwihnen eine Reihe von Resultaten von G. Szegé [3], welche wir
zum Beweise bendstigen:

Es sei
(4) sn(f; a, Z) -"—'k_ZO' @m q)k(z) .
Ist fi < f, fiir jedes 8, so gilt
(5) 'gn(fl; a, a) ; sn(f2; a, a’)
und

Ist speziell f(6)=m >0 fiir jedes 0, so besteht gleichmissig in » und 0
die Ungleichung
(7) salf; €%, ¢®) S mi(n+1) .

Ist ferner f, < f, fiir jedes 0, so besteht die Ungleichung
(8)  |Eufy) Pulfy; €°) — Ky(fz) Pulfs; €9)]
S KAy = KA fR)l salfy; €75 €9) = s,(fo; €7 €9)] .

Ist die Gewichtsfunktion von der Form f=7, -1, wo T, ein nichtnega-
tives trigonometrisches Polynom m-ter Ordnung bedeutet, so erhilt man
die Identitdten

9) D,(T,1; e%) = em{D(T,, "L e} fir n 2m

und
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+n
(10) K, (T,™) = exp Ljit S logT,,(6) d()} fir nzm.

Infolge «) ist mit f(0) auch F(6)=f-1(0) von beschrinkter Variation,
und aus der Existenz von (2) folgt die Stetigkeit von F(6) an der Stelle
0=y. Somit gibt es infolge eines Satzes von T. Ganelius und dem Ver-
fasser ([2], Satz 1, und Bemerkung dazu), eine Folge trigonometrischer
Polynome {W,(6)}, wo W,(6) von hichstens n-ter Ordnung ist, derart
dass

(11) M,z W,(0) 2 F(6),

+7
(12) { 17,40~ F(6) a0 = o@);
und ferner gibt es zu jedem ¢ >0 ein é und ein ¥, so dass
(13)  W.O)-F() se fir [6-y S8 nzN.
Aus (12) und W, (0) 2 F(6) = M-! erhilt man

+n

S F(6) W(8)d0 = 1 + O(nY) .

—7

14 1
(14) P
Bekanntlich ist

+rt
1
K, () = min S 2 agzntg . Pf(0)d6, 2 = e
JT

—n

(vgl. z. B. G. Szegé [3, S. 38]). Setzt man hier
tap i = {K (W, )} D (W, 2),
so ergibt sich wegen (9) und (14)
(15) L
K, 7(f) = Km2(Wa™) o S W,(0)f(0) d6 = K,*(W,~)[1+0(n"")].

Infolge (6) ist K, (W,™)= K, (f), und infolge (10) ist
2 Ky(Wo ) 2y > 0
mit von n unabhiingigen u, und u,. Somit ergibt sich aus (14)
(16) KXW, ) - KXf) = O .
Aus f(0)2 W,-1(0) = M, erhilt man wegen (7)

8, (W,t; €9, e%) = O(n), 8,(f; €%, e®) = O(n),
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und hieraus ergibt sich mit Hilfe von (8)
K (W, ™) @,(W,71; e) — K,(f) Pi(f; €) = 0(1) .
Beachtet man, dass infolge (9) und der Definition von D(f; 2)
D (W, 715 €9)]2 = W, (6) = O(1)

ist, so schliesst man hieraus, dass die Folge {®,(f; ¢?)} gleichméssig in
und f beschrénkt bleibt.

Es sei ¢>0, und 4, N seien durch (13) bestimmt. Wir betrachten ein
trigonometrisches Polynom y(0), fiir welches die Ungleichungen

(17) a) F(y)+2e 2 y(0), be(y—16,y+19),
b) ¢(0) 2 F(y)+e, be(y—9d,y+90),
c) 2M, 2z y(0) =2 M,, 0O¢(y-95,v+9),
befriedigt sind. Fir M 2N wird dann
() 2 W,(0),
und infolge dessen (vgl. (5)) ist

8, (W15 €7, %) < 8,(p~1; e, e¥)

() {n+1+2Re [eYD)épw—:_;” ’

falls n die Ordnung von y() iibersteigt (vgl. G. Szegé [3, S. 300]). Wegen

(17 a) erhdlt man hieraus fiir geniigend grosses »

(18) 8a(f; €7, €7) £ 8,(W, 715 €, %) < (f1(y)+3¢)(n+1) .
Hivrssarz. Es gilt

(19) 8,7 US5 e, e7) = (n+ 1) Fulf57)

wo F,(f, 0) das n-te arithmetische Miitel der Fourierschen Reihe von f(6)
bedeutet.

Bewers. Nach G. Szego [3, S. 283] ist s, 1(f; ¥, e) das Minimum des
Integrals +n

g ) oS00

wenn x,(2) die Polynome hochstens n-ten Grades durchlduft, fiir welche
|7z, (e?)| =1 ist. Setzt man hier
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n
Ta(2) =) e~thrak
i=0
8o ergibt sich sofort (19).

Aus (19) und dem Satze von Fejér schliesst man, dass
(20) su(f; €7, €7) 2 (f7(y)—e)(n+1)

fiir geniigend grosses n.
Indem man in (8) fi=W,~!, fo=f setzt und (16), (18) und (20) be-
achtet, erhilt man

lim {K,(W,,™) @,(W,2; ) — K, (f) §,(f; %)} = 0

und, indem man (16), K, (W, )= pu,, D,(f; ¢*)=0(1) und (9) beriick-
sichtigt,

(21) lim {7 [D(W,,~1; €7)] 71— @, (f; €7)} = 0.

Es bleibt noch zu zeigen, dass
lim D(W,7; e7) = D(f; €%)
n=o00

gilt, und dazu ist wieder hinreichend, dass

A—

log W, (y) ~ —logf(y),

das heisst

+7r
(22) lim S[log W, (6) +logf(0)] cob 3(y—6) 6 = O
gilt. -

Infolge (13) ist

W,.(0+h)—W, (0—h)
I sinh

|§ O(1) |hj-1e fiir |6—y| < 30.

Auf der linken Seite steht ein trigonometrisches Polynom niedrigerer als
n-ter Ordnung in s. Nach der Bernsteinschen Ungleichung kann es in
einem Intervall der Linge n~—! um die Maximumstelle seines Betrages
keinen dem Betrage nach kleineren Wert als die Hilfte des Maximums
annehmen. Die rechte Seite nimmt aber in jedem solchen Intervall
hichstens den Wert O(ne) an. Hieraus erhilt man

\U(0)] < Kne fiir  |0—y] < 36.
Somit wird
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7+n"le—§
(23) g log W,(9) cot 4(y —6) d6
7——n"'ls—!'
y+n—1e”'§‘
= [log W, (6) —log W, (y)] cot }(y — 0) 4O
"1}
yin e}
= £0(n) d6 = & O(1) .
y—n'ls“;'

Andererseits ist infolge der Existenz von (2)

y+n_'le—%
(24) lim S logf(6) cot i(y —6)d6 = 0.
'n=ooy_n__le_%
Aus (12) ergibt sich wegen W, (0)=f-1(6)=M1

+7
{ oz £(0) +10g (6140 = 0@,
und hieraus erhilt man
2n+7/—n_ls'_“L
(25) S [og f(8) +log W, (6)] cot 3(y — 6) d6
y+n—ls—5‘

< 2netO(n 1) = ¢20(1).
Aus (23), (24) und (25) folgt (22), was zu beweisen war.
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