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UBER DIE EIGENWERTE
DER SCHWINGUNGSGLEICHUNG

VOJISLAV G. AVAKUMOVIG

1. Einleitung.

1.1 Sei D ein beschrinktes Gebiet der zy-Ebene und D’ der Rand
von D; D’ sei stiickweise glatt. Dann existiert die am Rande D’ ver-
schwindende Greensche Funktion von (4 +2)U =0. Sie sei mit G(P, @ ;1)
bezeichnet. Dabei sind P und @, und ebenso nachher 17, Punkte aus D.

Es bezeichnen A, 4,, ... die Eigenwerte und @,(P), @o(P), ... die
orthonormierten Eigenfunktionen der Randwertaufgabe

(444U = 0 innerhalb D, U=0 lingsD" .

Dabei ist 0<d, =4, — oo.

Ferner seien folgende Bezeichnungen festgesetzt: rpo bedeutet die Ent-
fernung zwischen P und ¢ und /p die Minimalentfernung zwischen P
und D’; m,, m,, ... sind von lp und D unabhingige Zahlen, wihrend
C,, C,, ... von D und I, abhiéngige Zahlen sind. J (z) sind die Bessel-
schen Funktionen erster Art.

1.2. K (x) bezeichne die modifizierte Besselsche Funktion

Ko@) = \e=(2—-1)t dt .

-3 3

Die Funktion Krpg( — 1)), 0<argi< 2w, ist in bezug auf jede der Ver-
#nderlichen P und @ eine Losung von (4+4)U =0, wenn nur P+ Q. Im
Punkte =0 wird K (x) genau wie lg1/z unendlich.

T. Carleman [3] hat bewiesen, dass fiir reelle negative A die Ungleichung

|G(P, @;4)— (20) 1 Ko(rpo( = A)F)| < mlp~H(—A)texp(~Ip(—2)?)

gilt.
Sei o
HP,Q;t) = 3 D,(P)P,(Q)e™
v=1
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die am Rande D’ verschwindende Greensche Funktion der Warmelei-
tungsgleichung (4 — 0/0t) U=0. Die Funktion

(4nt)~! exp ( —7pg?/4t)
ist in bezug auf jede der Verénderlichen P und @ eine Losung der Wirme-
leitungsgleichung, wenn nur P+ und £> 0 ist.

Unabhingig von den Carlemanschen Untersuchungen hat S. Minak-
shisundaram [6] bewiesen, dass bei festen P und 0<¢<Ip2/4 die Un-
gleichung

[9(P, @; t)— (4nt) " exp(—rpg®[4t)| < (4ut)~! exp(—1p*/4t)
fiir jedes @ gilt.
Zwischen G(P, Q; 1) und (P, Q;t) besteht die Beziehung
%x-+400
8P, @;1) = (2ni) | *a(P, Qs -2 dt, P+ Q x>0,
und es ist ersichtlich, dass die eben erwihnten Sitze in engster Bezie-

hung stehen.
In der vorliegenden Arbeit beweise ich zunéichst folgenden

Satz A. Sei 0=argA und P ein Punkt tn D. Dann gilt
(P, @50~ (22)HKor gl ~ )| < malHeing) HAI oxp(~ HrRe(~ 1))
Siir jedes 0 mit 0 < 0 < 27 und jedes Q.

Der Rest dieser Arbeit betrifft verschiedene Anwendungen des Satzes A.

1.3. Die Greensche Funktion G(P, @; 1) geniigt der Beziehung
‘ © P (P)D,
6P, 0; )-6(P, Qi 0) = 2 3 )20
y=1

Infolgedessen bestehen fiir jede innerhalb || < regulire und am Rande
|A|=2 stetige Funktion w,(4) sowie jede iiber D absolut integrierbare
Funktion f(I7) die Beziehungen

(1'1) Zw:t(;'v)avdiv(P)
%4

- (g1 aF g eaiy § w,0) 6P, T 2)- 6P, T 0)}ai,
D [Al=2

wenn nur x+1, n=1,2, ..., ist. Dabei sind a,={,f(/T)P(II)dF,
die Fourierschen Koeffizienten von f(I7) in bezug auf @,(I1),»=1,2, ....
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Auf Grund des Satzes A kann man durch Wahl spezieller w,(4) die
rechte Seite (1.1) fiir grosse Werte von z abschiitzen. (Die Idee, (1.1)
zur Behandlung von Entwicklungs- bzw. Summierungsproblemen zu be-
nutzen, ist natiirlich nicht neu. Man vergleiche diesbeziiglich die Ar-
beiten von C. Titchmarsh [9].)

1.4. DEFINITION 1. Die Rethe X, wird in bezug auf Ay, 4, ... nach
dem Gy -Verfahren summierbar zur Summe A genannt, wenn

2 {l—exp((4,—-2)a®)}x, >4 fir z->oco.
W=z

Abnlich den Valironschen Verfahren hat auch das G,*-Verfahren die
Eigenschaft, beziiglich 0<® <1 eine stetige Folge wesentlich verschie-
dener Verfahren in dem Sinne zu bilden, dass jedem ¢ eine Konvergenz-
bedingung von der Form «,=0(4,~?) entspricht.

DEFINITION 2. Eine' Funktion o(t), die auf jeder endlichen Strecke von
beschrankter Schwankung ist, wird nach dem G *-Verfahren summierbar
zur Summe A genannt, wenn

S {1—exp((},—2)2 )} da(t) >4 fir z->oo.

0

1.5. Sei f(II) absolut integrierbar iiber D und =0 lings D’. Nach
S. Minakshisundaram [7] ist dann in jedem Stetigkeitspunkt von f(II)
die Fouriersche Reihe

f(P) e X' a,D,(P)

(R, A, »)-summierbar, wenn nur » > § ist. 4

Wenn f(IT) eine samt ihrem Quadrat iiber D integrierbare Funktion
ist, so gilt nach B. M. Levitan [5] dasselbe sogar fiir x>}, wihrend fiir
0<x<} die (R, A, »)-Summierbarkeit bekanntlich keine lokale Eigen-
schaft von f(II) ist. Die vorliegende Arbeit behandelt nun die Frage,
fiir welche Werte von & (und %) die G;*-Summierbarkeit nur von lokalen
Eigenschaften der Funktion f(/I) abhéngt.

Um die Sitze iiber das @,*Verfahren einfach aussprechen zu kénnen,
seien folgende Abkiirzungen eingefiihrt: » und ¢ bezeichnen die Polar-
koordinaten des Punktes 17, und P sei der Anfangspunkt des Koordina-
tensystems, so dass f(I1)=f(r, ¢) und f(P)=f(0, 0) ist. Ferner sei

2n

a) = @n)* | (£, 9)=F(0, 0)} dp .
0

11+
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Dann gelten folgende Siitze:

Satz B. Voraussetzungen: I) Sei f(II) siber D absolut integrierbar.
IT) Set 3 <9 <1 und

(1.2) %> 3H-P1.

Bebauptung: Damit X, ®,(P) zur Summe f(P) nach dem Gz*-Verfahren
summaierbar ist, ist notwendig und hinreichend, dass

t) = ¢ S g(r)J ,(ré}) dr
0

Jir etn 0< o <lp nach dem G*-Verfahren zur Summe 0 summaierbar ist.

Da G,* ein regulires Verfahren ist, so ist auf Grund des Satzes B die
Reihe 2'a,®,(P) nach dem G,*Verfahren sicher dann zur Summe f(P)
summierbar (und zwar fiir jedes ¢ mit <@ <1 und »> §(&#—4)™"), wenn
&(t) = 0 fiir ¢ - co. Dazu ist hinreichend dass r—2g(r) fiir ein 0 <a £ § von
beschrinkter Schwankung ist; denn es gilt bekanntlich der Satz: Wenn
r=%g(r) (0 <a =3}) von beschréinkter Schwankung ist, so gilt

Sg(r) J(rd) dr = O(-1-9) fiir A — oo
0

([11], S. 595, wo dieser Satz fir @ =} bewiesen ist). Andererseits lisst
sich zeigen, dass die Voraussetzung »—%(r) (0<a = %) ist iiber <0, o>
absolut integrierbar« nicht geniigt, um auf x(¢) - 0 fiir £ > oo schliessen
zu konnen. Es gilt aber der

SaTz B 1. Voraussetzungen: I) Es seien die Voraussetzungen des Satzes

B erfallt.
IT) Se:
(1.3) a = a(®x) = 2(1-9)x
und
(1.4) g(r) = o(r*) fir r—>0.

Behauptung: 2'a, @,(P) ist nach dem Gy*-Verfakren zur Summe f(P)
summierbar.

Wennaz1und }<#=<$bzw. <a<lund $<9<§ bzw. 0<a <} und
F<d<1, so gibt es wie leicht einzusehen ein x> §(#—4)-1, so dass
a=2(1—9)x ist.

Diese Sitze sind Analoga der Sidtze von G. H. Hardy und J. E. Little-
wood [4] iiber B-Summierbarkeit gewohnlicher Fourierscher Reihen.
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2. Beweis des Satzes A.

a) Ich beweise zunichst nach H. Weyl ([6], Supplementary note), dass
S D2(P)e™ < (4nt)-t  fiir jedes t > 0

ist. Es sei @ fest, und es werde
2 D,(P)D,(Q) e™" = (4nt)"L exp(—7pg?/4t)— U(P, 1)
r=1

gesetzt, so dass (4 — 0/ot) p U =0ist. Ich habe zu beweisen, dass U(P,t) =0
fiir jedes PeD gilt.

Sei m(t)=minp ., U(P, t), und es gebe entgegen der Behauptung ein
t; >0, derart dass m(t;)=U(P,, ;) <0 ist. Wegen U(P,t)>0 fir PeD’
und ¢> 0 ist P, ein innerer Punkt von D, und wegen lim, , U (P, )=0
ist ¢, < oo. Folglich ist 4, U 2 0 filr P=P,, t=¢, und infolgedessen auch
oU /ot = 0 fiir dieselben P und ¢. Somit gibt es ein ¢,’ < ¢, derart dass U(P,,?)
nicht zunimmt, wenn ¢ von ¢, bis ¢, abnimmt. Wegen U(P,, t;) =m(t,)
ist also U(Py, t) S m(t,) fir ¢, <t <t?,. Seit’' das kleinste ;" von der eben
beschriebenen Art. Dann ist ¢'=0; denn sonst kénnte man den ganzen
Beweisgang wiederholen. Nun widerspricht m(0) < 0 aber U(P, t) — 0 fiir
t—> 0.

b) Auf Grund der eben bewiesenen Ungleichung ist fiir jedes x>0

B@Q;z) = 3 02Q) < e 3 02Q) e < (dnt)ter.
WS y=1

Wird hier «ft=1 gesetzt, so erhdlt man
(2.1) E@;z) = (4n)lex = myx  fir jedes z > 0.

¢) Bekanntlich ist

¢@Q @ N-6@Q ;1)
=7
S 0@)

S A=A

{iear, ; aye ar, =
b

Wegen der fiir jedes 0, 0< 0 < 2=, giiltigen Ungleichung

14,—2] 2 (2,+4]) sin 16
und (2.1) ist also
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(100, @ par, s L (@02 TEQin,,

smzws @+|A)?  sin230J (z+|A))?
(2.2) D 0 0
< 2m, T zde o my
= sin®16 § (@+]A)®  |A|sin230

d) Abkiirzend werde rp;=r und Ip=1 gesetzt. Offenbar gibt es eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion &(r), derart dass

- {1 fir 0<r < §
r) =
0 fir r=1
und ausserdem stets
(2.3) &) = 1, &0 = mgr?, [E7(r)] < mgr-2
ist. Sei

2n (P, IT; 3) = (A+ 1)) Ko(r(—A))H,
also

2T (P, T3 1) = | ()42 £0) | Kol (=) =260) (- (=)

wobei wie iiblich K,(x)= — K,'(x) gesetzt ist.
Bekanntlich ist [11, S. 202-203] fiir |argz| < §=

|Ky(@)| < my|z|texp(—Rex).

Infolgedessen ergibt sich, wenn noch (2.3) beriicksichtigt wird,

|[(P, IT; )| < (,.z""w ) s exp(—rRe(—A)})

PRI
(2.4)
< |2 exp(—rRe(—A)}) fir ¥ <7<
= l%‘i P = =
Ferner ist
(2.5) rpP,I;2) =0 firosr=<4§ und rz21,

da stets (4 + 1) K,(r(—A)t)=0.
Es bezeichne x; den Kreisring um P mit den Radien 4§ und /. Dann
ist auf Grund von (2.4) und (2.5)



UBER DIE EIGENWERTE DER SCHWINGUNGSGLEICHUNG 167

{17, mnpar, = §ire, m e ar,

D g
3
(2.6) < m_,l|41_| S exp(—2rRe(— )} dr
it
3
< m7l|3l| exp(—IRe(—2)}).

e) Es werde
G(P, IT; 3) = (2r0)72é(r) Ko(r(—A)}) —y*(P, IT; 2)
gesetzt. Dann ist, da G(P, IT; A) der Gleichung (4+4),U=0 geniigt,
A+ gy*(P, IT; 1) = (27)~1 (4 + W) §(r) Ko(r(—A)}Y) = T(P, IT; 3)
und somit

(P, Q; 1) = - \ UL Q; )I(P, 1T, 2) dF .
D

Wegen (2.2) und (2.6) ist also
P, @il < ({1602, Qi dpar, \1r@, o npar, )
D D
(2.7) < M exp (—$lRe(—1)})
S JAsingo

Nun ist, falls
AP, Q; 2) = (270) Ko(rpo(—AY)—y(P, Q; 4)
gesetzt wird,
y(P,Q; ) = (275)_1(1 "5(”13@)) Ko(rpq(—l)*)"‘?’*(P’ Q;A)
und somit wegen (2.7)
‘ m, exp(—3 Re(—1)})
(2.8) @ e a s TR

3. Beweis der Sitze B und Bl.
3.1. Ich beweise zunichst folgende Hilfssiitze:

HurssaTz 1. Set 4>0, x>0 und

(3.1) A(r;z) = (2mi)? § {1—exp((A—z)2~®) }"K,(r(— ) (2m)-1 dA .

|Al==
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Dann ist

(3.2) h(r;z) = —(2ar)-1 S {1—exp((t—2)x*)}* ad{dJ, (rt})} .
0

HILFssATZ 2. h(r; x) habe dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 1. Dann
18t
(3.3) h(r; )] € My r ¥ £HHED%
Ferner gili: wenn K, den Kreis um P vom Radius o bedeutet, so st
(3.4) S h(rpg; 2)dFy = —1+o(o¥x ) fir z—>o.
Ko
Hrrssatz 3. (Anwendung des Satzes A). Sei 4>0, x>0,

y(P,IT; }) = (2n)"1K0(rPH(—Z)*)—G(P, ;%)
und

W+ (P, IT; 2) = (2i)-1 ff) {1—exp((A—2)a~?) o (P, IT; 1) dA,
A==
wo P ein fester Punkt ist.
Dann st

(3.5) |R*(P, IT; A)| £ O, xH @D~
Breweris pEs HiwrssaTzes 1. Mit Hilfe der Formel
Ko(’(—l)i) = —Jo(rat) log(—-2)+K(4),

wo K (1) eine ganze Funktion ist, erhilt man durch Konturintegration in
der lings der positiven reellen Achse aufgeschnittenen A-Ebene

z

h(r;x) = —(4n)1 S {1—exp((t—x)2) }*J,(rtt) di .

0

Wegen xJo(x)=(-;—z; {xJ, ()} folgt daraus die Behauptung (3.2).

Bewers pES HinrssaTzeS 2. a) Es ist leicht zu sehen, dass
(3.6) |1—exp(a'(e*—1))| < 62 ?sin}h.

Nun ist wegen (3.1)
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2n
h(r; x) = x(dn2i)-1 S {1—exp (2" — 1)) }* Ko (r (— 2c*) ) ¢* dO
1]

und wie bekannt ([11], S. 202-203)
| Ko(r(—A)})| < myr a7t exp(—r Re(—4)})
fir 0<argA=<2n. Also ist

2
hir; ) S myyrdat 00 sin 30 exp(—rat sin6) do
0]
:
< dmy, righa-9» S w* exp (—ratu)(1—u) du
0
—
o ot
*
S gy 2hrhattD S w* exp (—ratu) du
0

1
+ iy 2 D% oxp (—r2Hgt) S w(l—u?)tdu,
P

woraus sich die Behauptung nach kurzer Rechnung ergibt.
b) Wird SKQk(rPH; z) dF; auf Polarkoordinaten umgerechnet, so er-
hélt man wegen (3.2)

\ Birems ) 2By
£ . 2

[4
d
= —(2n)1 S {1 —exp ((t——m)x“’)}" dt S ® S 7 BT (rt})} 2 dr
0 0
@ gti
= -1 S {1-exp((t—2)2?)} ¢ dt S d{ud,(u)} .
0 0
Durch gliedweise Integration erhélt man daraus
{hirens ) aFy
Kq z ott

= — xx™® S {1—exp((t—z)2")}*" exp((t—x)z™°) dtS Jy(u) du ,
°

0
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also wegen J,(u)= —d{Jy(u)}/du und J4(0)=1

- S {1-exp((t—2)~) ;" exp((t—2)~) {1 - Jo(et)} dt
0

—{l—exp(-1)}

+xx™® S {1 —exp(( —-—x)x“’)}"‘l exp((t—2)a~?) Jo(ot?) dt .
0

Daraus folgt (3.4), da J(x) =o(z ) fiir x — oo.

Bewers pEs Hinrssatzes 3. Wird in
2n
h*(P, IT; x) = x(27)1 S {1—exp(2a' (- 1)) }* (P, IT; 2¢*) € d6

0

y(P, IT; )= (2n)“1K0(rPH(—}t)*)—G'(P, IT; —A) mittels der Ungleichung

des Satzes A majorisiert, so ergibt sich wegen (3.6)

2n
[W*(P, IT; 3)] < Cpat+0-—x S sin*1}0 exp (- 3l,«* sin 30) do

0

mit 02:=m,lp"%. Wie beim Beweis unter a) (Hilfssatz 2) schliesst man,
d

o IBH(P, IT; 2)| < Cyat+i=o
ist.

3.2. Bewzis pEsS SaTzes B. a) Wird in (1.1)

wy(A) = {1 —exp[(A—x)z~?]}*
und
G(P, IT; 1) = (27)Ko(rpa(— D))~y (P, IT; - 1)

gesetzt, so ist fiir jedes z+1,, n=1,2, ..., und 0<p=lip

F(z) =A'ZS; {1—exp((4, —2)x~%)}*a,D,(P)

1)\ hrpms 2) aFy+ { GFPY-FUDY(rps ) aF
Ky K,
— { FUDhen 2) dFp+ { FUDIP, T30 aFy
D-E, D
—f(P)Hy+H,+H,+Hj; .
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b) Die Beziehung (3.4) besagt, dass

H, = —1+0(g‘*x"*) fir - o0
ist.
Wegen (3.3) ist

|Hy| < myg o Batidin= S FUD)| dF ;< o0~ tattd-ox
DIk,
und wegen (3.5)
[Hy| < clx%+(§—o)xs IFUD) Vg < ¢, pHE-0x
D

c) Aus a), b) und den Voraussetzungen }<d<1 und x> (d—3)-!

erhilt man
Fx) = f(P)+H,+0(1) fir z- .

Folglich gilt: Damit 2'a,®,(P) nach dem @,*Verfahren (mit < ¢ <1 und
%> 30— «})‘l) zur Summe f(P) summierbar ist, ist notwendig und hin-
reichend, dass H, — 0 fiir z — oo.

d) Wird das Integral H, auf Polarkoordinaten umgerechnet und (3.2)
beriicksichtigt, so ergibt sich

{1—exp((t—a)a®)}*du(t),

2r ) x
H, = {ap{ (7, )10, 022 dr { {1 exp (¢ —o)™)}ra (i, )
n Q 0
x o 2n
37 = S {1—exp((t—)a~") }*d [t*g Jy(rth)(2m) drS {f(r, 9)=£(0, 0)} dp
0 0 0
0

womit Satz B bewiesen ist.

3.3. BeEwris pEs SatzeEs B 1. Werden die Bezeichnungen aus 3.2
benutzt, so-ist wegen des Satzes B und der Bezeichnung (3.7) nur fol-
gendes zu beweisen: Wenn g(r) =o(r%) fir r — 0 mit a=2(1—9)x, so gilt
H, - 0 fiir ¢ — oo,

Mittels teilweiser Integration erhilt man

(3.8) h(r;z) = —x(2nr)ta® S {1—exp((t—2)®)}* exp((t—2)2~") 1, (rt}) dt
0

und ®

H, = ™ S {1-exp((t—2)x™®)}* exp ((t —2)2 ") x(t) dt .
0
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Wird im letzten Integral die Integrationsfolge vertauscht, so erhélt man,
falls noch (3.8) beachtet wird,

4
H, = —2nS rg(r)h(r; x) dr .
0

Es werde
:c"i e
_H, = g + S = I+1,
6 a—%
gesetzt. Wegen |J,(z)| Smyx ist |h(r; z)| Smyx. Auf Grund der Vor-
aussetzung (1.4), d.h. |g(r)[r—2=e(n) (fur r<%) mit () - 0 fir -0,
ist also -3

| < 2nmus(x—i)x§r1+« dr < my(a )

0

und wegen (3.3) und der Voraussetzungen (1.3) und (1.4)

[4
1) < 2amge(e)at @0 {12t dr < mygele)
z—3
Zusammenfassend ergibt sich

limsup |H,| £ mqge(e),

T=00

womit Satz B 1 bewiesen ist, da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann.
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