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UBER MEROMORPHE FUNKTIONEN
MIT EINEM EXISTENZGEBIETE, DESSEN RAND
EINE CANTOR’SCHE PUNKTMENGE VON
DER KAPAZITAT NULL IST

AGOT E. RIIBER
Einleitung

1. G. af Hillstrom [2] hat gezeigt, dass die in der Theorie der mero-
morphen Funktionen wohlbekannten Hauptsitze von Nevanlinna in mo-
difizierter Form auch fiir solche eindeutige analytische Funktionen gelten,
die in gewissen mehrfach zusammenhingenden Gebieten von meromor-
pher Natur sind (vgl. auch M. Tsuji [9][10] und K. Noshiro [6]).

Die Nevanlinna’schen Hauptsiitze enthalten bekanntlich eine Aussage
iiber die Beziehungen zwischen dem Verhalten der gegebenen Funktion
f(2) auf dem Kreise [2| =r und deren Wertverteilung innerhalb desselben
Kreises. Dieser Kreis kann als Niveaukurve der harmonischen Funktion
In |2| angesehen werden. Bei der Hillstrom’schen Erweiterung der Sétze
iibernehmen die Niveaukurven anderer harmonischer Funktionen die
Rolle dieser Kreise. Wenn der Rand des Existenzgebietes eine Punkt-
menge von der Kapazitit Null ist, wird von einer Potentialfunktion, die
G. Evans [1] und H. Selberg [8] eingefiihrt haben, Gebrauch gemacht.

af Hillstrom beweist in seiner Abhandlung erst die Hauptsitze und
untersucht dann eingehend zwei Spezialfille: 1) Das Existenzgebiet der
betrachteten analytischen Funktion ist die in endlich vielen Punkten
punktierte Vollebene. 2) Es hat eine abzidhlbar unendliche Menge von
Randpunkten mit einem einzigen Haufungspunkt.

Vorliegende Arbeit handelt von solchen analytischen Funktionen, deren
Randpunkte eine verallgemeinerte Cantor’sche Menge von der Kapazi-
tdat Null bilden. Zuerst wird eine Abschitzung des in dem zweiten
Hauptsatze auftretenden Restgliedes gegeben, und danach werden einige
hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Defektrelation aufge-
stellt.

Ich bin Herrn Professor Ernst Jacobsthal fiir wertvolle Hilfe bei der
Durchsicht des Manuskriptes grossen Dank schuldig.

Eingegangen am 30. Juni 1955.
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I. Die Hauptsiitze

2. Dieses Kapitel enthilt diejenigen Resultate von Hillstrom [2,
Kap. I und II], die im folgenden gebraucht werden.

In der Einleitung wurde erwéihnt, dass fiir analytische Funktionen mit
mehrfach zusammenhingenden Existenzgebieten die Niveaukurven ge-
wisser harmonischer Funktionen die Rolle der Kreise in der klassischen
Theorie itbernehmen. Wenn der Rand eine Punktmenge von der Kapazi-
tdt Null ist, wird die Evans-Selberg’sche harmonische Funktion von
Bedeutung. Es gilt:

Zu jeder abgeschlossenen beschrinkten Punktmenge (a) der Kapazitit Null
qtbt es eine Funktion g(z) mit folgenden Higenschaften:

1° In der Umgebung von z=oo unterscheidet sie sich von —1In |z| um
etne harmonische Funktion.

2° Im Komplementirbereich B von (a) ist sie sonst dberall harmonisch.

3° Bei Anmndiherung an die a-Menge wiichst g(z) gleichmissig iber alle
Grenzen.

Sei nun w =f(z) eine eindeutige analytische Funktion in einem Ge-
biete B, dessen Rand (a¢) von der eben genannten Art ist. Die Rand-
punkte werden als wesentliche Singularititen von f(z) vorausgesetzt.
Sei g(z) eine zu diesem Gebiete gehorige harmonische Funktion mit den
Eigenschaften 1°, 2° und 3° (g(z) ist im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt). Wir denken uns in den Bereich B die Niveaukurve

G, g(z) =2

eingezeichnet. Eine solche Niveaukurve kann aus mehreren separaten
geschlossenen Kurven bestehen. Wenn 4 von — oo bis + oo wiichst, iiber-
streicht G, den ganzen Bereich B.

Im Inneren eines geschlossenen Teiles einer Niveaukurve @, liegt not-
wendig ein Randpunkt von B. Denn g(z) kann in einem solchen Gebiete
wegen des Prinzips vom Maximum und Minimum nicht iiberall regulér sein.

3. Die nichtnegative Schmiegungsfunktion wird durch

1
(1) m(d, ) = = GSlln(l/[f(z), w)) dh
definiert, worin

[wy, w] = Jwy—w] {(1+|w; )1+ |w)} P = 1,
[wy, o] = (1+|wy|?)H,

und A(z) eine zu g(z) konjugierte harmonische Funktion ist.
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Die Anzahlfunktion ist
a

@ N, w) = {n(g, w) dg + I [f(o0), w].

—00

In diesem Ausdrucke bezeichnet n(4, w) die Anzahl der w-Stellen (mit
richtiger Vielfachheit) im Gebiete —oo<g(z)<A. Ist z=o0 eine n,-fache

w-Stelle, so muss (2) durch
i

(2a) N, w) = Sn(g, w)dg + oA + k

—00

ersetzt werden. Hier ist £ eine passend gewihlte Konstante.
Uber diese Grossen besagt der

Erste Havprsarz. Die Summe der Schmiegungsfunktion und der An-
zahlfunktion ist unabhingig von w. Die charakteristische Funktion

(3) T) = m(A, w) + N(@A, w)

18t etne positive, wachsende, konvexe Funktion von A.

4. Ferner gilt der

ZwEITE HAUPTSATZ. Sind wy, w,, . . ., w, beliebige Zahlen, so ist

(4) j’m(ﬁ, w;) + Ny(2) < 2T(2) + F(2) + O(InT'(2))

1=1

ausser vielleicht auf Intervallen, wo \T(A)dA endlich ist. Die Grosse Ny(A)
ist die Anzahlfunktion der Verzweigungszahlen, die zu der dem Gebiete
g(z) £ A entsprechenden w-Fliche gehorent, und F(1) ist ein Restglied.

Fiir F(1) gilt die Darstellung

A
=) F) = \nolg)dg — 2+ K.,

—o0

worin ng(A) um eine Einheit kleiner ist als die Anzahl der Kurven, aus
denen @, besteht, und K eine Konstante bedeutet. Die Funktion ng(4)
wichst monoton mit A.

5. Der Defekt d(w) wird fiir jedes w durch
(6) 8(w) = liminf (m(A, w)/T'(2))
A—>0

1 Siche [2, S. 26].
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und der Verzweigungsindex y durch

(7) e = liminf (N,(0)/T()

eingefithrt. Wenn lim, , . (F()/7(2))=0 ist, ergibt sich aus (4) die De-
Sektrelation

(8) _)f’a(wi) +us2.

II. Der Fall, wo der Rand des Gebietes B
eine verallgemeinerte Cantor’sche Punktmenge
von der Kapazitit Null ist

§ 1. Die Potentialfunktion

6. In einer nicht im Druck verdffentlichten Examensarbeit wvon
O. Midtbo6 (Oslo, 1939) ist eine Punktmenge beschrieben, welche durch
das folgende Konstruktionsprinzip erklart wird:

Wir gehen von einem abgeschlossenen regulidren N-eck P, (N =2)
aus, dessen Seite 4,=1 ist. Die Menge der Punkte von P, nennen wir

M(py). Aus jeder Seite entfernen wir eine offene Strecke von der Lénge
1-1/p; (p,>1), so dass beiderseits eine abgeschlossene Teilstrecke 4,
von der Liénge 1/(2p,) iibrig bleibt (siehe Fig. 1). In jeder Ecke von P,
konstruieren wir nach innen ein abgeschlossenes regelmissiges N-eck
von der Seitenlinge 1/(2p,). Jedes der neuen N-ecke heisse P;. Wir
sagen, sie seien durch die Operation (p;) aus P, hervorgegangen. Die
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Vereinigungsmenge ihrer Punkte bezeichnen wir mit M (p,p,). Auf jedes
N-eck P; wird nun die Operation (p,) angewendet u.s. w. Nach den
n Operationen (p,), (py), ..., (p,) haben wir im ganzen N™ regelmissige
N-ecke P, bekommen, deren Punkte die Menge M (pyp, . .- p,) susma-
chen. Dieser Prozess wird nun unbeschrinkt fortgesetzt. Die Seite eines
der P, nennen wir 4,, und der Umkreis heisse C,. Er hat den Radius
r, und den Durchmesser d,. Wir sagen, zwei C,, seien zu einander asso-
zitert, wenn sie in demselben C, _, liegen. Es sei

. 1 1
9) p = infp, > -

3 ¥ Zein (i) m=12..),

was eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass zwei assoziierte C,
punktfremd sind. Den abgeschlossenen Durchschnitt M(p,p,...) von
M(py), M(pyp1), M(pepyPg)s - - - hat Midtho eine verallgemeinerte Can-
tor’sche Punktmenge N-ter Ordnung genannt. Fiir N =2 erhalten wir
die lineare Cantor’sche Menge #(p,p; ...), welche z. B. Nevanlinna [5]
beschrieben hat.

In dhnlicher Weise wie Nevanlinna [5, S. 154] fiir den Fall ¥ =2 hat
Midtbo bewiesen, dass die Menge M (pyp, - - .) dann und nur dann von der
Kapazitit Null ist, wenn die Reihe

2 N7 Inp,
y=1

divergent ist. Im folgenden mehmen wir an, dass die verallgemeinerten
Cantor’schen Mengen, von denen wir Gebrauch machen, diese Bedingung
erfillen.

Fiir den Fall ¥ =2 kann die Voraussetzung (9) durch die schwichere
p.>1(m=1,2,...) ersetzt werden (siehe af Hillstrom [4]).

7. Es sei nun der Rand unseres Gebietes B eine Punktmenge der eben
beschriebenen Art. Eine Ecke von Py moge z. B. in z=0 und eine Nach-
barecke in z=1 liegen. Eine zugehorige Evans—Selbergfunktion hat
Midtbo fiir den Fall N=2 gefunden (vgl. auch af Hillstrom [3][4]).
Eine Verallgemeinerung der Midtbo’schen Funktion erhélt man folgen-
dermassen:

Wir belegen den Mittelpunkt jedes der N* Vielecke P,, mit einer Masse
von der Grosse N-" und betrachten das entsprechende logarithmische
Potential in einem Punkte z von B

Nn
Inlz) = N“"é;h.l (Ylz—=&,,1) -
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Hier ist &, , der »’te Mittelpunkt. Wir werden nun zeigen, dass

9(z) = lim g,,(2)
n—> o0
die Eigenschaften einer Evans—Selbergfunktion hat (siehe Kap. I, Nr. 2).

Zuerst beweisen wir die beiden ersten Eigenschaften. Da g, (2) diesel-
ben Eigenschaften hat (g,,(z) ist jedenfalls in einem gegebenen Punkte z
aus B harmonisch, wenn » geniigend gross ist), ist es hinreichend zu zei-
gen, dass die Funktionenfolge ¢,(z) in jedem abgeschlossenen Teilgebiet
von B gleichmissig konvergiert.

Sei nun ¢ eine beliebig kleine positive Zahl und D ein abgeschlossenes
Teilgebiet. von B. Wir wihlen =, so gross, dass die Menge M der Punkte
sdmtlicher P, ausserhalb D liegt, und ausserdem so gross, dass d,, [0 <&
wird. Hier ist § der Abstand des Randes des Gebietes D von M. Wir
bemerken, dass g,,.,(2) —¢,(2) als eine durch N"** dividierte Summe aus
N™* Ausdriicken der Form + In (|z—7|/|z —@|) geschrieben werden kann
(lz—n| = |z—¥]). Die Punkte 5 und & gehoren zu demselben P,. Nun
ist fiir n2n,

In(z—g|flz=9) £In(1 + [#—5|/lz—8]) < In(1+d,/0) <d,[d <e.
Also gilt fiir alle »>1 und fiir jedes z in D die Ungleichheit

lgn-w(z)—gn(z)l < é&,

wenn n2n, ist, w.z. b. w. Die Konvergenz ist offenbar auch gleich-
missig, wenn D den unendlich fernen Punkt enthilt.
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Nachstehender Beweis fiir die dritte Eigenschaft ist, abgesehen von
einigen Anderungen, der Midtbo’sche:

Sei z ein Punkt in B, dessen Abstand ! von der Cantor’schen Punkt-
menge kleiner als ein gegebenes d,, ist (siehe Fig. 2). Wir betrachten zu-
erst die Funktion g,(z). Hier sei n2m und ausserdem so gross, dass z
ausserhalb der P, liegt. Der nichste Cantor’sche Punkt gehoért zu
einem C,. Das logarithmische Potential der Massenbelegung dieses
Kreises ist in z grosser als —N-™1n (I+d,). Das soeben erwihnte C,,
hat N —1 assoziierte ,,. Ihre Massenbelegung erzeugt in z ein loga-
rithmisches Potential grosser als

—~(N—1)N-mIn (I+d,_,).

Die N betrachteten C,, liegen in einem C,,_,. Das der Masse auf den
assoziierten C,,_; entsprechende logarithmische Potential ist grésser als

—(N-1)N-m11n (I+d,_,)
u. s. w. Es wird also
m—1

go(z) > —=N-"In (I+d,) — (N-1)N-" 3 ' N*In (I +d
v=0

m—r-1) -
Ersetzen wir nun [+4d, durch 24, /sin(z/N), so erhalten wir
m—1

go(z) > —N-mInd,, — (N—1)N-7 3’ N™InA, + Insin(z/N) — In2.
»=0

Wegen 4,=1, 1/4,=2p,*2p,...-2p, (v=1), ergibt sich

m m—1 v
Ia(2) > N*mgl’ln@p”) + (N——l)é\:l’ N"‘lél'ln(2p”)} +

+ Insin (z/N) — In2.

Nun ist
m—1 v m—1 m—~1
Sl Smep | - 3 {men) S v}
v=1 n=1 p=1 v=pu
m—1

= é In(2p,) (N—1)"Y(N-+*—-N-m).

Schliesslich haben wir also

9n2) > 3 N~+In(2p,) + Insin(w/N) — In2,
p=1
woraus sich

(10) gz) 2 S N-+In@2p) +c (I < dy)
u=1
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ergibt. Hier ist .
¢ = Insin(z/N) — In2.

Da die Reihe -
> N+In(2p,)
p=1

divergent ist, haben wir also auch die Eigenschaft 3° fiir g(z) nachgewie-
sen.

BemMERRUNG. Die Funktion g(z) ldsst sich offenbar als eine Summe
von N™ Gliedern schreiben. Jeder Summand ist dann der Grenzwert
desjenigen Teiles von g, (z) (r 2 m), der das logarithmische Potential im
Punkte z der Massenbelegung eines bestimmten C,, ist. Wir werden
diesen Summanden den dem eben erwihnten Kreise entsprechenden
nennen.

§ 2. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass g(z) in dem Mittelpunkte
eines C,,, , kleiner ist als in den zu diesem Kreise gehorigen C,,,

8. In Fig. 2 ist der Mittelpunkt «,,_, eines Kreises C,,_; eingezeichnet,
und g ist ein beliebiger Punkt eines der Kreise C,, in diesem C,,_;. Es
werde angenommen, dass § zu B gehort.

Zuerst werden wir eine untere Schranke fiir den kleinsten Abstand a,,
zwischen zwei assoziierten C,, (m =1) finden. Aus der Figur 2 ergibt sich

(11) Ay, = Am—l(l'—l/(zpm)) - 2rm > %Am-l - dm .

Nun ist der Summand von ¢(z), welcher demjenigen Kreise C,, ent-
spricht, der 8 enthilt, in diesem Punkte mindestens gleich —N-™Ind,,,
und die den assoziierten C,, entsprechenden Glieder der Funktion sind
zusammen mindestens gleich — (N —1) N-"1nd,,_,. Ferner ist die Summe
aller genannten Summanden in «,,_; hochstens gleich

_'N_m+1 ]Il (rm_l ‘—‘dm) .
Haben nun die Werte der iibrigen Glieder von g(z) in «,,_, und in g die
Differenz U, und ist
(12) In(2p,) — NInd,,_y > —NIn(r,;—4d,) + N*U,

so wird also g(z) in S grosser als in o, _,.

Wir werden zuerst die Grosse U abschitzen. Die Differenz zwischen
den Werten in «,, ; und in § des logarithmischen Potentials einer Masse
M im Abstand é von «,,_, ist hochstens gleich

M In (1+[opy —BI/9) -
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Nun hat das C,,_; der Figur N —1 assoziierte C,,_;. Der Teil von U,
welcher diesen Kreisen entspricht, ist dann hochstens gleich

(N-1)N-"11In (147, _4/ay_,) .

Alle eben genannten C,,_; gehoren zu demselben C,,_,, und dieses hat
wieder N —1 assoziierte C,,_,. Dementsprechend erhilt U einen Beitrag,
welcher hochstens gleich

(N = 1)N-742In (1+7,,_,/a,,_,)

ist, u. s. w. Also ergibt sich fiir m=2
m—1
(13) NnU 2 M (N-1)NvIn (1+7,_/a,_,) .

v=1

Um diese Abschitzung von U vereinfachen zu konnen, suchen wir eine
hinreichende Bedingung dafiir, dass

(14) am—v > Tm-1 Nv+1

fir 1<y<m—1 ist. Wir nehmen zunichst an, dass 2p,>N (n=1) ist.
Dann wird (14) richtig, wenn a,, ,>r,,_,N? ist. Wegen (11) muss dies
sicher gelten, wenn d,,_, , sin(#z/N) — 2d,, , > d,,_,N? erfillt ist. Da-
her wird im folgenden

(15) 2p, > (N2+2)/sin(r/N) (n 2 1)

vorausgesetzt, so dass (14) stattfindet. (Wegen (15) werden (9) und die
Voraussetzung 2p, > N von selbst erfiillt.) Aus (13) und (14) ergibt sich,
dass NmU < (m—1) Ine fir m =2 gilt.

Hiernach wird (12) sicher erfiillt, wenn

In(2p,) > —NIn(4-1/(2py,) + m — 1
ist. Da 2p,, > 6 wegen (15), wird also
(186) 20, = 3Vem 1  (m 2 2)

eine der Uberschrift dieses Paragraphen entsprechende Bedingung.
Wir wissen nicht, ob alle p,, (m=2) der Ungleichheit (16) geniigen;
aber wegen der Divergenz der Reihe

2 N7 Inp,
p=1

gilt diese Beziehung fiir unendlich viele m.
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§ 3. Abschitzung von F(4)

9. Sei p,, eine der Grossen p,, fiir welche (16) richtig ist (m=2). Wir
betrachten die Werte von g(z) in den Mittelpunkten der Kreise C,,_;.
Den kleinsten dieser Werte bezeichnen wir mit A’. Die Niveaukurve G,
(siehe Nr. 2) zerteilt kein C,,, da g(z) in diesen Kreisen grosser als A’ ist.
Nun gibt es nach Nr. 2 im Inneren eines geschlossenen Teiles dieser
Kurve mindestens einen Cantorpunkt. Wir erhalten daher (siehe (5))
ng(A')SNm—1. Da A’ der Wert von g(z) in einem Punkte ist, dessen
Abstand vom niichsten Cantorpunkt kleiner als d,,_, ist, wird nach (10)

m—1

’

Pz u +c.
r=1

Hier ist
amn u, = N"In(2p,) .

Nun muss jede Niveaukurve von g(z), welche aus mindestens zwei
geschlossenen Teilen besteht, mit C; Punkte gemeinsam haben, weil
Cantorpunkte im Inneren jedes Teiles liegen. Da g(z) in C, mindestens
gleich Insin (7/N) ist, muss ng(4) fiir A <c verschwinden.

Wir haben also gemiss (5)

Satz 1. Besteht die Beziehung (15), sind m,+1<my+1< ... <m, +1
die ersten n+ 1 Indizes, fiir welche (16) gilt (m, 2 1), und setzen wir my=0,
so gilt fur A vm Intervalle [A,,, A, ]

(18)  F() < 3| Nmw+ > ul + (A=A, )N™1¥1 _ 23 4 K
u=1 v=my1+1
Hier st
k
(19) Z‘k=2uv+c‘
v=1

Speziell erhalten wir

Sarz 2. Ist fir alle m=2 die Beziehung (16) erfullt, so gilt fiur A im
Intervalle [, A,,.41]

(20) F@A) < N 'In(2p,) + (A—A,) N2 — 22 + K .
r=1
Fiir N =2 ergibt ein anderes Verfahren die bessere Abschitzung
F@) < YIn(@p) + (A—4) 21 — 22 + K .
v=1

Setzen wir in dem ersten Satze
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(21) R(2) = X' N™wtl j u,} + (A— A, ) Nmaritl,
p=1 r=my_1+1

wenn 1 im Intervalle [4,,, 4, ] liegt, so wird

(22) F(l) < B() — 21 + K .

§ 4. Die Ordnung oder Hyperordnung von R(4)

10. Die Ordnung einer positiven, monoton zunehmenden Funktion
@(1) von 1 wird als
s = limsup (21 In ¢(4))
A—>o0

definiert. Ist die Ordnung unendlich, so wird eine Hyperordnung

o = limsup (2! Inln ¢(4))

A—>o00

eingefiihrt (siehe [2, S. 21]).
Vor der Bestimmung der Ordnung oder Hyperordnung von R(1)
zeigen wir, dass

(23) w,zvl, v =12 ...,

» =

eine hinreichende Bedingung fir die Giiltigkeit von (15) ist. Wegen
N’fyzN,v=1, 2, ..., ist die Behauptung sicher richtig, falls

eV sin (7/N) > N2+2

gilt. Nun ist sinz/x22/x (0 <2 =<z/2), und integriert man die fiir alle
positiven y giiltige Ungleichheit e¥>1+3%?/2 von 0 bis y, so folgt
eV >y +y3[2. Also ergibt sich eV sin(n/N)>N2+2.

Es ist auch leicht zu bestidtigen, dass (23) die Ungleichheit

(16a) In2p,) 2 Nln3 +» -1

fiir 25 (V=2), oder fiir »=2 (N =3), zur Folge hat.
Im folgenden setzen wir die Gultigkeit von (23) voraus.

11. Liegt nun A im Intervalle [4,, 4, ;] (4,>0, n=4), so haben wir
ATInR(A) < AtIn[N*2(A—c)] £ 4,7 ' (n+2)InN + A-'In(A—¢)

und gleichzeitig AR > At In(NrHn-1)

Aus diesen Ungleichheiten entnimmt man den
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Sarz 3. Wenn u,2nt (n=1, 2, ...) ist, so ist die Ordnung von R(1)
gleich .
limsup (A,"'n)In N .

n—>o

Ist also u, =" (t>1), so hat R(1) die Ordnung Null, und dasselbe gilt,
wenn 4, =1+ (n—1)d (d> 0) gesetzt wird. Ferner entspricht «,=k+n-1
der Ordnung k' InN von R(4).

12. Wird die Ordnung von Z(2) unendlich, so bestimmen wir die
Hyperordnung. In #hnlicher Weise wie in Nr. 11 beweist man den

Sarz 4. Wenn u,z2n"t (n=1,2, ...) ist, so ist die Hyperordnung von
R(2) gleich
limsup (1, Inn).
n —» o0
Setzen wir u,=kn-1 (k2 1), so wird folglich die Hyperordnung von
R(2) gleich k-1, da in diesem Falle In(n+1)< (4, —c)/k<1+Inn gilt.
Wegen «, 2n~! kann die Hyperordnung von R(A) nicht grosser als
1 sein.

§ 5. Die Defektrelation

13. Zum Abschluss dieser Arbeit sollen einige hinreichende Bedingun-
gen fiir die Giiltigkeit der Defektrelation (8) gegeben werden.
Sei zuerst vorausgesetzt, dass s=limsup, _, o (4,”'7) InN¥ endlich ist.
Aus (4) folgt
g
(4a) Zm(l, w;)  Ny(A) <24 F(2) + O(InT(2))
) T(4) T() T(2)

=1

b

ausser vielleicht auf einer Intervallfolge I,(4), auf welcher {7'(3)dA end-
lich ist.

Ist die Ordnung von 7'(A) grosser als s,=s+2¢ (¢>0), so gilt nach
einem Hillstrom’schen Hilfssatz [2, S. 62] auf einer Intervallfolge I(4),
auf welcher {e¢*d2 unendlich ist, die Ungleichheit

(24) T(A) > e (A >0).

Es ist leicht zu zeigen, dass sogar stets eine Intervallfolge I,(1) von un-
endlicher Gesamtlinge existiert, auf der (24) richtig ist.

Aus I,(A) entfernt man den Durchschnitt von I,(1) und I,(1). Die
iibriggebliebene Intervallfolge I5(4) ist dann auch von unendlicher Ge-
samtlinge. Nach dem dritten Satze, (22) und (24) wird nun fir geniigend
grosse A auf dieser Intervallfolge F(1)[T'(A) <e*19/e*1=¢7*. Also stre-
ben auf I(4) sowohl F(4)/T(3) als O(InT'(A))/T(A) mit wachsendem A
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gegen Null. Dann ist aber der untere Limes der linken Seite von (4a)
hochstens gleich 2, und wir haben somit den

Satz 5. Set N-»In(2p,) = n~! (n=1, 2, ...). Ist dann

s = limsup (1,,7'n) InN
endlich, und hat f(z) eine der Midtbd’schen Potentialfunktion entsprechende
Ordnung?® grosser als s, so gilé die Defektrelation.

Das obige Verfahren entspricht dem Hillstrém’schen [2, S. 63].

Dass es in B meromorphe Funktionen f(z) gibt, deren Ordnung grisser
als s ist, wird folgendermassen gezeigt:

Wir konstruieren eine Funktion f(z), die in B eindeutig und mero-
morph ist und in diesem Bereiche Nullstellen hat, welche eine gewisse
isolierte Punktmenge (b) bilden (siehe Osgood [7, S. 548]). Der unendlich
ferne Punkt soll nicht zu (b) gehéren. Wir legen zuerst in B eine Punkt-
menge, die Haufungspunkte in séimtlichen Cantorpunkten hat, und
sonst nirgends (siehe [7, S. 551]). Die iibrigen b-Punkte werden in fol-
gender Weise gewdhlt: Sei S=s+2¢ (¢>0). Falls es im Gebiete 1< 2,
nicht schon so viele Nullstellen von f(z) gibt, dass

in
Sn(g, 0)dg > e™S

—c0

ist (siehe (2)), so werden im Bereiche 1, ; <1< 4, so viele Punkte hinzu-
gefiigt, dass die Ungleichheit erfiillt wird. Dieser Prozess wird sukzessiv
fir n=2, 3, ... ausgefiithrt, wonach N(4,, 0)> =@ fiir alle geniigend
grossen A, gilt. Da nach (3) 7'(1) 2 N(4, 0) ist, muss also die Ordnung
von 7'(1) grosser als s sein.

14. Hiernach werde angenommen, dass R(1) keine endliche Ordnung
besitzt. Nun ist die Hyperordnung einer Funktion ¢(4) gleich der Ord-
nung von Ing(4). Ist also die Hyperordnung von 7'(1) grosser als

¢ > limsup (1,71 1nn),
n—> o0

80 gilt nach dem in Nr. 13 zitierten Hilfssatze auf einer Intervallfolge
I(4) von unendlicher Gesamtlinge

(25) TA) > e  (A>0).

2 Man sagt, die Funktion f(z) habe dieselbe Ordnung wie ihre charakteristische Funktion.
Math. Scand. 3. 16
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Mit Benutzung des vierten Satzes, (22) und (25) erhalten wir nach einem
ahnlichen Verfahren wie frither den

Sarz 6. Sei N-"In(2p,) 2 n~! (n=1,2, ...). Hat dann f(z) eine der
Midtho’schen Potentialfunktion entsprechende Hyperordnung grosser als

limsup (4,71 Inn),
n-—> oo

so gilt die Defekirelation.

In dbnlicher Weise wie in Nr. 13 ldsst sich zeigen, dass es in B Funk-
tionen von einer Hyperordnung grisser als

limsup (4, Inn)

gibt.
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