MATH. SCAND. 3 (1955), 221223

UBER EIN PROBLEM VON VIGGO BRUN

0. KOLBERG

1. Im Jahre 1951 hat Viggo Brun [2] die Aufgabe gestellt, die Summe

s = 1/22 4 1/3% + 22/44 4+ 38/55 + ..,
zu bestimmen.
Die Aufgabe ist spiter von S. Halvorsen [6] scheinbar gelost worden.
Er bat die folgende Reihenentwicklung von Abel [1, 8. 73]

plata) = 3 o (x—nf)Pt g+ )l
benutzt. Setzt man "
p(x) = (x—1)/[2(x+1)], a=p=x+1,
so ergibt sich s=4}. Das ist aber falsch. Denn man hat fiir n > 1
log (n—1)"/(n+1)") = —2n(1/n+1[3n%+...) < -2,

und folglich
R=1)"/(r+1)" < e2 < }.

Hieraus folgt
s <+ 2 UYMn—1n+1)] =& < §.
n=2

Die Abelsche Reihenentwicklung ist in diesem Falle nicht giiltig.
Halphen [4][5] hat die notwendige und hinreichende Bedingung ihrer
Giiltigkeit gefunden. Es ist zum Beispiel notwendig (aber nicht hin-
reichend), dass ¢(x) eine ganze Funktion ist.

2. Wir wollen jetzt zeigen, dass sich die Summe s durch ein bestimmtes
Integral ausdriicken lédsst.
Man hat [4][5] fiir |fv| 21, |frettf| <1

o
e = Y x(x—npf)rLtome™ n! .

n=0

Wir nehmen zuerst an, dass e 1<z <1 ist. Setzen wir
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a=f=—1, v = —logw,
so ergibt sich dann
=1+ zloge — Y (n—1)"1(—xlogx)*[n!.
n=2

Wenn 0 £z <e!ist, kann man ein y=y(z), e-1 <y <1, finden, so dass

—xloger = —ylogy
ist. Es ist also jetzt

y=1+zloge — ' (n—-1)"1(—zlogz)*/n!.

n=2
Es ist y¥=2%, oder y=x¥. Wir setzen z/y=t, das heisst z/t=a!, also

@ = f1a-n y = 1o,
Nun ist

1
S 2 (n—1p-1(m))(~zloga)rde = 3 (n—1)1[(n+1)m+1
0n=2 n=2

denn fiir 0z <1 ist

(=1 (n!) (—xlogz)®| £ (1—-1/n)*"tn" ¥ (nl)ylemn ™2 < Kn 32,

wo K eine Konstante ist, so dass die erste Reihe hier gleichmaissig kon-
vergiert. Is folgt nun

1 1/e 1
S (n-1)"1(n+ 1)t = \ (1+zlogx)der — Sydw - Sxdx
n=2 .
0 e 0 1/e
-1 - {@-o)e
0
1
-1 - 1{e-naey
=0
1
-1- %St-%zdt
=0
1
=1-1 g 2Dy
0
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Wir fithren schliesslich » =2¢/(1 —¢) ein, und erhalten
1/22 4+ 1/33 4+ 2244 4 3955 4+ ... = } — Su“(u+2)"(“+2)du.
0

Vgl. die nachstehende Abhandlung von Viggo Brun [3].
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