MATH. SCAND. 3 (1955), 150—154

UBER k-FACH SYMMETRISCHE, STERNFORMIGE
SCHLICHTE ABBILDUNGEN DES EINHEITSKREISES

HAAKON WAADELAND

Es sei S die Menge aller Funktionen
1) flR=z+a22+ ... +a,2 +..., f(0)=0,f(0)=1,

die in |z] <1 regulir sind und eine schlichte Abbildung dieses Gebietes
vermitteln.

Es sei S;,, wo k eine natiirliche Zahl ist, die Teilmenge von §, die aus
den Funktionen

(2) gu(z) = z + a2 + L+ o 2P 4L
besteht, mit anderen Worten, aus den Funktionen (1), fiir welche ausser-
dem folgende Gleichung gilt:

(3) Ir(ze2ik) = erilkg,(z)

Wir sagen hier kurz, dass g,(2) k-fach symmetrisch ist.

Es sei weiter S* die Teilmenge von 8, die aus den Funktionen (1)
besteht, die ausserdem eine sternférmige Abbildung des Einheitskreises
vermitteln, und S,* die Teilmenge von §,, die aus den Funktionen (2)
mit derselben Eigenschaft besteht. Wir haben also insbesondere §=38,

und S*=8;*,
Durch die Transformationen
(4) I(z) = [f(zF)]V*
¥ Lf (k eine natiirliche Zahl)
(4) f(2) = [gp(zV*)]*

wird bei geeigneter Wahl des Funktionenzweiges die Menge S in S, bzw.
die Menge S, in § iibergefiihrt. Entsprechendes gilt fiir die Mengen 8*
und S,.*.

Der Zweck dieser Arbeit ist, Abschitzungen fiir die absoluten Betrige
]ag‘,g +1| der Koeffizienten der Funktionen in S,* zu geben.

Fiir die Funktionen g,(z) in S,* gilt bekanntlich

Eingegangen am 29. Mérz 1955.



UBER k-FACH SYMMETRISCHE, STERNFORMIGE SCHLICHTE ABBILDUNGEN 151

29:'(2)
(5) Re( @) ) >0,

wo Re den Realteil bezeichnet. In der Reihenentwicklung
2 i (2)
gr(2)

gilt dann bekanntlich || <2 fir alle p (vgl. [1]).
Durch eine leichte Rechnung ergibt sich die Koeffizientenidentitiit

=1+ P2k 4+ P22 4 |

(6)

/5 & % % )k
(7) pkaR, = e + el + ... + cPal -
Es seien s(v, k), »=0,1, 2, ..., p, reelle positive Zahlen, die durch die
v p
Rekursionsformel

(8) vEksw k) =2[s(0,k)+s(1,k)+ ... +s(»—1,k)], 80,k =1,
bestimmt sind. Dann ist notwendig
s, k) 2 [aPy|, v=1,2...,p.

Setzt man »=p und »=p—1 in (8) und subtrahiert die letzte Gleichung
von der ersten, so erhilt man

(9 pks(p, k) — (p—1)ks(p—1,k) = 2s(p—1,%k),
woraus
s k) (p=1)k+2
(o) Sp-LB . pk
also
(11) s(p, k) = 2 k+2 2lc+2 .(p—l)k+2

k 2k 3k pk
folgt. Dies ergibt die Abschitzung
2 k+2 2k+2 p—-Dk+2

12 a®
(12) 7”"“]“/0 2k 3k pk
oder

k-2
(12) afal =1 (1-57):

Fiir k=1 und k=2 erhilt man die bekannten Abschitzungen

|apa| = p+1, aRa| = 1.

Die Abschitzung (12') ist scharf, und die Extremalfunktion ergibt sich
aus (6), wenn man alle cg“,z=2 setzt. Man erhilt dann
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(13) 9x(2) = m
oder
(13') gu(2) = (—IT%{/E’ gl = 1.

Dieses Ergebnis sieht trivial aus, da ja die Funktion (13’') aus der
Funktion

z
f(z)‘—:m, Inl =1,

durch die Transformation (4) hervorgeht. Die Funktion f(z) maximiert
bekanntlich die Koeffizienten der Funktionen in S8*. Man erhilt also die
Extremalfunktion des Koeffizientenproblems fiir S,* aus der Extremal-
funktion des Koeffizientenproblems fiir S* durch die Transformation (4).
Diese Eigenschaft gilt aber nicht fiir die Menge S,. Die Funktion f(2)
maximiert bekanntlich |a;] in der Menge S, wihrend die Funktion

z
9i(2) = W(l—nzk)zlk
nicht den maximalen Wert von [ag’;g+1| in 8}, ergibt. Nach [2] ist ndmlich

2 1
k ~2 (k—1)/(ke+1
Ja| s e o

A
Genaue Schranken kann man in anderer Weise und in einer anderen

Darstellung erhalten, wenn man von der Reihenentwicklung

(14) [f@)fz]" =1 + aPyz + af, 22 + ...

ausgeht. Wir setzen

(15) log[f(z)[z] = byz + by2® + ... + by2P + .

Wenn man die Funktion (14) nach Potenzen von 1/k entwickelt, erhilt
man

(16)  [f(z)f=]* =

log log [f (2)/2] (log (log [f (2)/2])
7 +... oy +

A

wo der Funktionenzweig also so gewéhlt ist, dass [log [f(2)/2]],-0=0.
Hieraus folgt

! +d"’) o+ dpl

()
(17) (lz+1 = d(p)k + d2 k2 p ’Cp
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wo d{P der Koeffizient von z* in der Reihenentwicklung von
[log[f(2)/=]]’
I

ist. Ersetzt man in log[f(z)/z] alle Koeffizienten durch ihre oberen

Schranken, so erhilt man eine obere Schranke fiir d{, und damit auch

. (k)
fiir [apk -

Da |¢®| <2, hat man nach (6) und (15)
2
(18) byl = 7’

wo sdmtliche Koeffizientenschranken fiir die Funktion

2
(1-n2)?’

erreicht werden. Da nach einer Formel von E. Jacobsthal [3]

(19) flz) = ml =1,

1
“E“z 1 o ... 0
e (D e
——"] ——la
& (=1) ’ k)
(20) o, = o
p—1
D p—1 1
Y (R P P
ist, ergeben sich die Abschitzungen
! 2 1 0 0
k . . .
2.3 (1 1) 2 2 0
-2 _
2 (=1 3 2 1
(21) ]aéﬂgﬂ s Iy % 4 (1—E>'3 2—; 2 0 ,
p—1
P 1
—(p+1). . oo (p=1=2)-2
k(TH‘ ) (p k)
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indem man durch die Wahl =1 in (19) a,=n erhilt, und dadurch er-
reicht, dass (20) fiir jede natiirliche Zahl % eine positive reelle Zahl dar-
stellt. Die Ungleichungen (21) und (12) sind identisch.
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