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EINE EIGENSCHAFT GEWOHNLICHER
NEGATIONSLOSER KALKULE DER PROPOSITIONEN-
UND PRADIKATENLOGIK

VELI VALPOLA

1. Die Betrachtungen in diesem Abschnitt gelten fiir die meisten nega-
tionslosen Satzkalkiile. Es werden Kalkiile betrachtet, die die folgenden
Forderungen erfiillen:

() Es kommt eine abzihlbar unendliche Reihe von Satzvariablen vor,

die hier durch die Zeichen ‘a,’, ‘a,’, ... reprisentiert werden.
(8) Es kommen ein oder mehrere Konnektorzeichen vor, die hier
durch die Zeichen fi;’, ‘fis’s - -, for’s - .. und allgemein durch Zeichen

wie f,,’ reprisentiert werden (der erste Index gibt die Anzahl der Ar-
gumente an, der zweite dient zur Numerierung).

(y) Es kommen moglicherweise auch konstante Satzzeichen vor.

(6) Die Definition derjenigen Klasse von Zeichenreihen, die soge-
nannte wohlgebildete (sinnvolle) Sitze sind und die hier durch solche
Bezeichnungen wie ‘s,’ und ‘s,’ reprisentiert werden, ist die folgende:

(6;) die Satzvariablen und die etwa vorkommenden konstanten Satz-
zeichen sind wohlgebildete Sitze;

() sind ‘s, Sy’ « - +» ‘S, Wohlgebildete Sitze, so ist
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ein wohlgebildeter Satz?.

(¢) Aus den Wahrheitsregeln des Kalkiils folgt die Wahrheit (Beweis-
barkeit) wenigstens derjenigen wohlgebildeten Sétze, die nach den fol-
genden Regeln wahr sind (das Zeichen ° +’ bedeutet, dass die Zeichen-
reihe, die nach ihm steht oder durch die nach ihm stehenden Zeichen
reprisentiert wird, wahr ist; die Anfithrungszeichen sind dann weg-
gelassen):

(¢;) die Einsetzungsregel: jeder Satz, den man aus einem wahren Satz
dadurch erhalten kann, dass man eine in diesem vorkommende (freie)

Eingegangen am 18. Marz 1955
1 Die hier gebrauchte Schreibweise, bei der Klammern oder Punktzeichen nicht er-
forderlich sind, ist die von Lukasiewicz [10] eingefiihrte.
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Satzvariable an jeder Stelle durch einen und denselben wohlgebildeten
Satz ersetzt, ist wahr,

(e5) der Modus Ponens: eines von den ‘f,,” ist das sogenannte Impli-
kationszeichen (hier durch ‘C’ reprisentiert) mit der Eigenschaft, dass
falls + s, und | Cs,s,, 80 F s,,?2

(e5) wenigstens ein wohlgebildeter Satz is wahr (er sei denn ein kon-
stantes Satzzeichen oder etwa der Satz ‘Ca,a,’),

(e4) die etwa vorkommenden konstanten Satzzeichen sind wahr,

(e5) falls + 8, F 8y ooy F 8 80 F frunSm Sy - - S

Es gelten nun die folgenden Metasitze:

1’

Mztrasatz 1. Ein wohlgebildeter Satz ohne Variable (d.i. ein aus den
konstanten Satzzeichen und den Konnektoren gebildeter) ist beweisbar.

Dies kann man auf Grund von (g;) durch einen Induktionsschluss
zeigen.

METasaTz 2. Man kann aus jedem wohlgebildeten Satz, der wenigstens
eine Satzvariable enthdlt, durch eine oder mehrere Einsetzungen einen wohl-
gebildeten beweisbaren Satz bilden.

Man kann nédmlich alle Satzvariablen durch einen und denselben be-
weisbaren Satz (die Existenz eines solchen wurde in (g5) vorausgesetzt)
ersetzen, wonach man mit Hilfe von (g;) durch einen Induktionsschluss
zeigen kann, dass der ganze Satz beweisbar ist.

Merasatz 3. Fir jeden beweisbaren Implikationssatz ‘Cs,s,’ ¢ilt, dass
die Teilsitze ‘s,, und ‘s,’ wenigstens eine gemeinsame Saizvariable ent-
halten oder dass der Satz ‘s, beweisbar ist.

Man kann némlich in solchen Satzen ‘Cs,s,’, in denen keine in ‘s,”
vorkommende Satzvariable in ‘s,,’ vorkommt, jede in ‘s,,’ etwa vorkom-
mende Satzvariable durch einen beweisbaren Satz ersetzen, wodurch
(nach Metasatz 1 oder Metasatz 2) ein beweisbarer Satz entsteht, und
dann ist +s, (nach (z,)).

Die Voraussetzung (e;) ist fiir die Zeichen der Konjunktion und Dis-
junktion (»Alternation«) in nahezu allen Kalkiilen erfiillt und meistens
auch fiir die Zeichen der Implikation (»Konditional) und Aquivalenz
(»Bikonditional«). Genau gesagt, die Voraussetzungen (x)—(¢) sind erfiillt
und der Metasatz 3 ist giiltig u.a. fiir die folgenden Kalkiile:

1) fiir die Menge derjenigen im klassischen (zweiwertigen) Satzkalkiil
beweisbaren Sitze, die kein Negationszeichen enthalten, die aber Zeichen

? Die Bezeichnung ‘Cs,s,’ vertritt die Peanosche und Russellsche Bezeichnung
‘6, 2 8,’ und die Hilbertsche ‘s, —s,’.
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der Implikation, Konjunktion, Disjunktion und Aquivalenz enthalten
konnen; diese Menge ist zugleich die Menge derjenigen wohlgebildeten
Séitze ohne Negationszeichen, die gemiss den gewshnlichen zweiwertigen
Wahrheitstafeln wahr sind ;

2) fiir den sogenannten positiven Satzkalkiil, dessen Axiome von Hil-
bert und Bernays [6, S. 66] aufgestellt worden sind (vgl. auch die Axiome
1-10 in Hilbert [5]); jeder in diesem negationslosen Kalkiil beweisbare
Satz ist auch im klassischen Kalkiil beweisbar, wihrend gewisse in diesem
beweisbare Sitze fehlen, u.a. der Satz ‘CCCa,a,a,a,’; die Menge der so
erhaltenen beweisbaren Sitze ist nach Hilbert und Bernays [6] identisch
mit der Menge derjenigen in dem sogenannten intuitionistischen Satz-
kalkiil [4] beweisbaren Sitze, die kein Negationszeichen enthalten;

3) fiir den vollen Implikationskalkiil, in dem jeder wohlgebildete Satz
beweisbar ist, der nach der gewGhnlichen (zweiwertigen) Wahrheitstafel
der Implikation wahr ist;

4) fiir den positiven Implikationskalkiil, in dem die und nur die im
positiven Satzkalkiil beweisbaren Implikationssitze beweisbar sind;
dieser Kalkiil (mit den Regeln («), (8), (¢;) und (s,)) griindet sich auf die
folgenden Hilbertschen Axiome [5]:

(1) F Ca, Caya,
t 0Ca,y Ca,a, Ca,a,
t CCay Cayay Ca, Caya,
t CCayaz CCayay, Cayag

oder ebenso auf die folgenden Axiome von Hilbert und Bernays [6]:

(2) t Ca, Caya,
t CCa, Caya, Ca,a,
+ CCaya,CCaya; Cajag .

In den meisten Kalkiilen, die ein Konjunktionszeichen (hier durch
‘K’ repréasentiert) oder ein Disjunktionszeichen (hier durch ‘4’ reprisen-
tiert) enthalten, entnimmt man das Erfiilltsein der Voraussetzung (ez)
einfach daraus, dass die Sitze
3) ‘Ca, Cay, Ka,a,’

(4) ‘Ca, Aa,ay
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beweisbar sind. Hinsichtlich des Implikationszeichens ‘C” ist die Be-
weisbarkeit des Satzes®
(5) ‘Ca, Cayay’

hinreichend dafiir, dass die Voraussetzung (¢;) erfiillt ist; in den oben
erwahnten vier Kalkiilen ist dieser Satz beweisbar?.

Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch auf Kalkiile der Pradikaten-
logik anwenden, die freie Pridikatenvariable und freie und gebundene
Individuenvariable, aber keine konstanten Pridikaten- oder Individuen-
zeichen enthalten (die genaue Formulierung der Struktur- und Wahr-
heitsregeln sei dem Leser iiberlassen). Der Metasatz 3 ist dann giiltig,
vorausgesetzt dass Sétze mit einer oder mehreren iiber den ganzen Satz
gebundenen Individuenvariablen, die aus einem beweisbaren Satz gebil-
det sind, beweisbar sind. Diese Voraussetzung ist fiir gewohnliche Kal-
kiile der Pridikatenlogik (z.B. den klassischen Kalkiil), die einen »leeren
Individuenbereich« nicht zulassen, erfillt. In dem System von White-
head und Russell [12] sind z.B. alle untenstehenden Sitze (wo ‘g,’, ‘g,’,. -
Pridikatenvariable mit einem, mit zwei, ... Argumenten sind) wahr:

RCAR TN Y

‘Aay) 710, 2 ghay
Ha)(@s) 92105 2 ga0qay
(@)(Tay)-go2y05 > gya,ay
‘Aay)(@p)-gay05 > gsaiay
‘a3 ay) 922105 2 gya,ay°

usw.

2. Church [2] hat einen negationslosen Implikationskalkiil, den so-
genannten schwachen positiven Implikationskalkiil, mit den Axiomen
(6) t Caya,

t CCa, Caya, Caya,
+ CCa, Caya; CayCayay
F CCaya; CCayay Cayay

3 In der Symbolik von Whitehead und Russell: ‘a; © D : a; 2 a,’, in der Symbolik
von Hilbert: ‘a; — (#y—>a,)’.

4 Der Satz (5) ist in dem von Destouches-Février [3] angegebenen negationslosen
Axiomensystem beweisbar (die gegenteilige, von Church [2] wiederholte Behauptung der
Verfasserin beruht auf einem Irrtum; siehe L’Abbé [9]).
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(vgl. die Hilbertschen Axiome (1)) gebildet, in welchem der Satz (5)
nicht beweisbar ist. Die Unbeweisbarkeit dieses Satzes zeigt Church mit
Hilfe einer Wertung, die durch die folgende Matrix (links der Wert des
ersten Teilsatzes, oben der Wert des zweiten):

(7) c|l o012
0|l 01 2
1] 21
21111

bestimmt wird, wo 0 und 1 '»ausgezeichnete Werte« (der Wahrheit ent-
sprechend) sind. Man zeigt durch Berechnung, dass jedes Axiom in allen
Fillen den Wert 0 oder 1 hat, und ferner, dass man nach den Schluss-
regeln der Einsetzung und des Modus Ponens aus den Satzen mit einem
ausgezeichneten Wert immer Sitze mit einem ausgezeichneten Wert er-
hilt, wihrend der Wert des Satzes (5) im Falle a,=0, a,=1 gleich 2 ist.

Mit Hilfe derselben Wertung kann man zeigen, dass die Voraussetzung
(¢5) in diesem Kalkiil nicht erfiillt ist®. Es sind zum Beispiel + Ca,q,
und + Ca,a,, wihrend der Satz

(8) ‘CCayay Cayay

unbeweisbar ist. Eine dhnliche Methode wie beim Beweis des Metasatzes
3 ist hier also unméglich.

Man kann aber direkt mit Hilfe der durch die Matrix (7) bestimmten
Wertung den folgenden Metasatz (der stérker als Metasatz 3 ist) beweisen:

MEetrasatz 3'. Im schwachen positiven Implikationskalkil ist jeder be-
weisbare Satz ein implikationaler Satz von der Struktur ‘Cs,s,’, wo die
Teilsiize ‘s,’ und ‘s,’ wenigstens eine gemeinsame Satzvariable enthalten.

Hat man némlich einen solchen implikationalen Satz, dessen Teilsétze
keine gemeinsame Variable enthalten, so kommt bei der Wertung der
Fall vor, dass jede Variable des ersten Teilsatzes den Wert 1 hat und
jede Variable des zweiten Teilsatzes den Wert 0, in welchem Falle der
erste Teilsatz den Wert 1 und der zweite Teilsatz den Wert 0 und der
ganze Satz folglich den Wert 2 hat, so dass er in diesem Kalkiil unbe-
weisbar ist.

5 Die Voraussetzung (g;) ist fiir das von Church [1] eingefiihrte Zeichen der »bedingten
Disjunktion« erfiillt; wenn dieses Zeichen das einzige Konnektorzeichen des Satzkalkiils
ist, so wird die explizite Definition der Negation erst dann méglich, wenn noch ein kon-
stanter wahrer Satz und ein konstanter falscher Satz zur Verfiigung stehen.
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Es erhebt sich die Frage, ob es nicht moglich wire, sowohl den schwa-
chen positiven Implikationskalkiil als die anderen negationslosen Kal-
kiile auf eine einheitliche Weise zu behandeln, da fiir diese Kalkiile die
ghnlichen Metasitze 3 und 3’ giiltig sind. Diese Frage ist zu verneinen.
Es gibt negationslose Kalkiile der Implikationssitze, in denen die Menge
der beweisbaren Sétze grosser als im schwachen positiven Implikations-
kalkiil, zugleich aber kleiner als im positiven Implikationskalkiil ist.
Einen solchen Kalkiil erhilt man z. B. dadurch, dass man zu den Axio-
men (6) einen oder mehrere der Sitze

9) ‘CCa, Caza, Ca; Ca,as’
(10) ‘CCay Caya, Cay Cazay’
(11) ‘CCay Ca,a, Cay Cagas’

als Axiom hinzufiigt. Diese Sitze sind unbeweisbar im schwachen posi-
tiven Implikationskalkiil, aber beweisbar im positiven Implikationskal-
kiil. In dem neuen Kalkiil sind u.a. die folgenden (im positiven Implika-
tionskalkiil beweisbaren) Sitze

(12) ‘Cay Cayay

(13) ‘Cay Cagay’

(14) ‘Cay Cazay’

nicht beweisbar, was man mit der Hilfe der durch die Matrix

(15) C| 0123435
0 010123
1 00002 2
2 010123
3 0000O0Z2 2
4 2323203
5 222220

bestimmten Wertung zeigen kann, indem man 0 als den ausgezeichneten
Wert nimmt. (Die Berechnungen werden durch die Tatsache verein-
facht, dass man bei implikationalen Sitzen, deren beide Teilsitze im-
plikationale Sitze sind, 0=2=4 und 1=3=5 setzen kann, so dass die
Matrix sich dann auf die gewohnliche Wahrheitstafel der Implikation
reduziert.) In dem gebildeten Kalkiil kommen also beweisbare implika-
tionale Sitze vor, deren Teilsitze keine gemeinsame Variable enthalten,
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deren zweiter Teilsatz aber trotzdem unbeweisbar ist, so dass der Meta-
satz 3 nicht giiltig ist. — Allerdings kann man einwenden, dass man
kaum eine verniinftige Begriindung fiir die Einfiihrung der Axiome (9),
(10) oder (11) finden kann. Eine Charakterisierung der »verniinftigenc
negationslosen Implikationskalkiile liegt aber nicht vor.

3. Die Voraussetzung (&;) ist nicht erfiillt fiir Zeichen, mit deren Hilfe
man eine explizite Definition der Negation bilden kann, u.a. das Sheffer-
sche »Stroke«-Zeichen (»weder @, noch a,), das Zeichen der Unvertrig-
lichkeit (»nicht sowohl a, als a,«), das von Moisil [11] und Johansson [8]
eingefiihrte Zeichen der »Exzeption« oder »Subtraktion« (»2,, aber nicht
ay) und selbstverstindlich das gewohnliche Negationszeichen. Es ist
auch leicht zu sehen, dass falls die Voraussetzungen («)—(¢) erfiillt sind,
das Definieren der Negation in dem Sinne unmoéglich ist, dass man
keinen wohlgebildeten Satz mit genau einer freien Satzvariablen derart
bilden kann, dass der aus diesem Satz durch Einsetzung entstehende
Satz dann und nur dann nicht beweisbar ist, wenn der an die Stelle der
Variablen eingesetzte Satz beweisbar ist.

Im klassischen und auch im intuitionistischen Kalkiil ist u.a. der Satz

(16) ‘CKa, Na,a,

(wo ‘N’ das Negationszeichen reprisentiert) beweisbar; in diesem im-
plikationalen Satz enthalten die Teilsétze keine gemeinsame Variable und
der zweite Teilsatz ist unbeweisbar (so dass der Metasatz 3 nicht giiltig
ist). Bei den im klassischen (oder auch im intuitionistischen) Satzkalkiil
beweisbaren implikationalen Sidtzen dieser Art ist der erste Teilsatz dann
von solcher Struktur, dass man aus ihm durch Einsetzungen unmdoglich
einen beweisbaren Satz bilden kann (sonst wire ja der zweite Teilsatz
gemiss dem Modus Ponens beweisbar). Implikationale Sétze solcher Art
sind aber sicher als Schlussregeln unbrauchbar (sofern der Kalkiil wider-
spruchslos ist, was er sein muss). Hélt man es fiir den Zweck eines Satz-
kalkiils, eine Gruppe von »logischen Umformungsregeln¢, die »Schemata
der Schlussfolgerungen«, welche Bedeutung den »identisch wahren Aus-
driicken« nach Hilbert [6, S. 62] zukommt, zu systematisieren, so sind
implikationale Sétze mit einem »identisch falschen«ersten Teilsatz unnotig®.

¢ Die Beweisbarkeit des Satzes (16), der in der Symbolik von Whitehead und Russell
‘a; * ~ a, + O + a,’ geschriehen wird, hat die Folge, dass jeder wohlgebildete Satz beweisbar
ist, falls irgend ein Satz zusammen mit dem aus ihm gebildeten Negationssatz beweisbar
ist. Dieser Sachverhalt ist fir die syntaktisch-semantischen Untersuchungen bedeutsam,
kommt aber beim normalen Schliessen nicht in Betracht. — Im »Minimalkalkiil¢ Johans-
sons [7], dem das Heytingsche Axiom ‘C Na, Ca,a,’ fehlt, ist der Satz (16) nicht beweisbar;
dagegen ist z.B. der Satz ‘C Ka, Na, Na,’ beweisbar, so dass der Metasatz 3 ungiiltig ist.

Math. Scand. 8. 8
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Wenn dagegen der erste Teilsatz an sich beweisbar ist oder nach be-
stimmten Einsetzungen beweisbar wird, so wird dann auch der zweite
Teilsatz (gemiss dem Modus Ponens) beweisbar sein; falls die Teilsitze
keine gemeinsame Variable enthalten, so ist der zweite Teilsatz an sich
beweisbar. Unter dieser Voraussetzung wird der Metasatz 3 also auch
fiir einen Kalkiil mit einem Negationszeichen giiltig sein.

Zum Metasatz 3 kann man weiter bemerken, dass implikationale Sitze,
deren zweiter Teilsatz an sich beweisbar ist, als Schlussregeln eigentlich
unnitig sind ; einen solchen Satz kann der Teilsatz ersetzen (der vielleicht
wieder durch einen einfacheren ersetzt werden kann). Es bleiben also nur
diejenigen implikationalen Sdtze iibrig, deren Teilsitze wenigstens eine
gemeinsame Variable enthalten. Es sollte also moglich sein, bei der
Systematisierung der »logischen Umformungsregeln« statt der singuliren
(»materialen«) Implikationssidtze ausschliesslich generelle (vformale«) Im-
plikationssiitze zu gebrauchen.
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