MATH. SCAND. 3 (1955), 75-89

EINE VERBESSERUNG DES RESTGLIEDES BEIM
ELEMENTAREN BEWEIS DES PRIMZAHLSATZES

P. KUHN

1. Einleitung. Beim elementaren Beweis des Primzahlsatzes [1] [2]
wird die diesem Satze dquivalente Relation
(L.1) Hzx) = X' logp = x+o(x)
psx
abgeleitet, in der x eine natiirliche Zahl ist, wihrend p die Reihe der
Primzahlen durchlauft.
Im Folgenden beweigsen wir elementar die schiarfere Abschitzung

(1.2) Hz) = ¢ + O(x log—cx), ¢ =-L.

10

Mit kleinen und grossen lateinischen Buchstaben, mit und ohne In-
dex, bezeichnen wir in der Regel positive ganze Zahlen, mit p Primzahlen.
Doch diirfen m und s, wo dies ausdriicklich angegeben ist, auch den
Wert Null annehmen. Ferner werden positive Konstanten, auch wenn
sie nicht ganze Zahlen sind, mit ¢, ¢y, ¢y, ..., C, 0y, C,, ... bezeichnet.
Schliesslich bedeuten E(n) und @(x) Funktionen, deren Funktionswerte
nicht positive ganze Zahlen sind. Wir fithren ferner die Bezeichnung ein:

An) logp, wenn 7 eine Primzahlpotenz p¥,
ny =
o, wenn #n keine Primzahlpotenz ist,
und setzen
(1.3) p@) = X' An) = X o).
nszx k=1

Da y(x) = 9(x)+ O(x?) ist, geniigt es statt (1.2) die Relation
(1.4) p(x) = x + O(xlog—cx), ¢ =L

10

zu beweisen (Theorem 2 im § 3, S. 88).
Die Funktion y(z) geniigt der Tschebyscheff-Polignac-schen Identitit

(1.5) Y y(em) = ' A(n)[zn~] = log(z!) = xlogz—z+O(logx).

ms=x n=x

Eingegangen am 1. Juli 1954.
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Die Ungleichheit (Formel (1.3) in [1])
Hzx) logz + J'logp Hap~l) = 2z logx + O(xz)
PE®

kann in der dquivalenten Form

(1.6) p(x) loge + 3 A(n) pn) = 2z logz + O(x)

nsw

geschrieben werden. Auf Grund von (1.5) und (1.6) soll (1.4) bewiesen
werden.
Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung

R(n) = B([n]) = v(n)—[n].
Mertens [3] hat aus (1.5) die Ungleichheiten

(1.7) Bl = 7,
(1.8) IZA(n) n-1—logz| < 2
n=zx
abgeleitet, wihrend Tschebyscheff, ebenfalls auf Grund von (1.5), die
Ungleichheit
(1.9) |B(n)l = 0,117, 7z,

bewies, wo z, eine bestimmte natiirliche Zahl bedeutet. (Vgl. [4, S.
87-95], wo fiir ¢ >0, x = xy(e)

Al—g)x < yp(x) < 1,2A(1+e)x, A= 0,92129...,

bewiesen wird).
Es sei M <x. Wir erhalten dann

2 W(ﬂm“)— 2 2 Am) = X Am)([am]- M),

M<nszx M<nsz msan m=x/M
und daraus folgt, wenn wir die Summe links in (1.5) in zwei Summen

teilen, so dass n £ M und M <n sz ist, die Relation

va(xn-l) + Y Am)[am] — My@M-') = xlogx — « + O(logz) ,

m=<x/M

aus der sich auf Grund von (1.7) und (1.8) gleichméssig in M
(1.10) 3 R(xnt) = O(x)
n=M

ergibt.
Wir werden (1.6) in eine fiir unsere Zwecke geeignetere Gestalt bringen.
Da
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2 A(n) yp(an?t) = 2 22 A(n) plen=t) — (p(h))?
nsx nZszx
ist, kann (1.6) in der Form
R(x)logz = —2 > A(n) R(xn-1) + O(x)
nesz

oder, wenn wir (1.10) mit M =[z}] zweimal hiervon subtrahieren, in der
Form
(1.11) |R(z)|logz < 2| 3 (A(n)—1)R(@n)| + O@)

niszx

geschrieben werden.

In unserem Beweise fiir (1.4) schliessen wir an (1.9) an. Wir setzen
uns némlich zum Ziel, eine Folge natiirlicher Zahlen y,, i=1,2, ...,
Y;<¥;4+1 und eine Folge hierzu gehoriger Zahlen «x(y;) zu konstruieren,
so dass «(y;) > x(y;.,) und weiter

(1.12) Bl = nely;) fir 752y,

wird, wobei y, =z, die Zahl aus (1.9) und «(z;)=0,11 sei.
Es wird sich dann in § 3 zeigen, dass, wenn man von einem gewissen
Index ¢=1 an die y; geméss

(113) Y1+m = [0102"‘], m = 0: ]-y 2) cee

mit konstanten ¢, und ¢, wihlt, Zahlen, die (1.12) geniigen, auf Grund
der Relation
(1.14) (Ypem) = CaCa™ m=0,1,2, ...,

mit konstanten c;, ¢, bestimmt werden konnen.
Der fiir unseren Beweis wichtigste Satz wird im § 2 hergeleitet und
lautet:

TaEOREM 1. Falls fir n= N 2z, die Ungleichheiten
(1L16)  [R@) S By mit BN < afzy) = 0,11
gelten und ferner die zwes Zahlen L und x den Ungleichheiten
(1.186) N2<L L*Zx
Gendige leisten, gilt die Abschitzung

z-1 | 2 (Amn)- 1) R(:m-l)]
(1_17) N<nslL
< 0,75 B(N) (1+B(N)) log (LN™) + O(log L log™*N) .

BeMEREUNG. Relation (1.17) dient zur Abschétzung der Summe in
(1.11). Wir kénnen (1.17) (auf die gleiche Weise wie in § 2) auch dann
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beweisen, wenn (1.16) durch die folgenden etwas schwicheren Ungleich-
heiten ersetzt wird:

(1.16) N»<L fir y>1, NLgu=z.

2. Beweis von Theorem 1. Wenn n den Ungleichheiten N <n<L
und L der zweiten Ungleichheit in (1.16) oder (1.16') geniigt, so dass
enlzaxL 12N ist, gilt gemiss (1.15)

nz~! |[R@znl)| = B(N), n7l|B(@m)| = f(N), pFWV)= 011.
Da N in § 2 eine feste Zahl ist, schreiben wir jetzt 8 fiir f(V) und setzen
(2.1) 6 =logiN .

Wir betrachten R(z) fiir die Argumente #,, und %_,, m=0,1,2, ...,
die wir auf folgende Weise definieren:

(2-2) N = N+, Nty = @,

und fithren die Bezeichnungen:

(23) N {B(Mmsa) — B()} = o(m) ,

(2-4) N-m™ B(-p) = o(m)

ein, wobei m die Werte <r durchliuft und » durch

(2.5) r = [log (LN-1) log—1(1+4)]

bestimmt sei. Es ist dann %,,2 N, 5_,,= N und daher gemiss (1.15)
(2.6) N | B(mm)l £ B,

(2.7) le(m)] = B.

Nun sei 04 <4. Da (1.6) auch fiir nichtganzzahliges Argument gilt,
konnen wir z erst durch % + 47 und dann durch # ersetzen. Als Differenz
ergibt sich

pn+4n) — p(n) + logty 3 A») {p((n+An)n-t)—p(mm-1)}

n < ntdn
= 24y + O(n log—7) .
Die obige Summe besteht aus lauter nichtnegativen Summanden, so dass
(2.8) 0 < y(n+4n) — y(n) = 247 + Oy log='7)

ist und, wenn die Konstante C geniigend gross gewihlt wird, die Rela-
tion gilt:
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(2.9) 7 [B(n+An)—R(n)| = 4 + Clog™ty.
Wir beweisen nun

LeMMA 1. Far o(m) und o(m) gelten folgende Ungleichheiten :

(2.7) le(m)| = B,

(2.10) lo(m+1)—o(m)| = 6(1+p)+Cé?,
(2.11) lo(m)| < 6+06%,

(2.12) | 3 olm)| = 28+w+1)ps.

v=Em S vtw

Wir bemerken, dass %_,, =%_,_,(1+9), also

o(m)—o(m+1) = _p 17 {B(N_ppe1 (1 +6)) = R(_pp_1)} — 67~ R(17_,,)

ist. Aus Relation (2.9) fir y=7%_,,_, und 4=4 und aus (2.7) folgt (2.10).
Ebenso folgt aus Relation (2.9) fiir =1, und 4 =4 Ungleichheit (2.11).
Schliesslich ist 77,,71— 7,541 1 =071 und daher

2 am)=—nTRM)+ 6 3 1  Rp) + N Bfysrea) »

vSEMEvtw v+l =m < v+w

und daraus ergibt sich, wegen #,., '=(14+8)5,1p;t und Relation
(2.6) Ungleichheit (2.12).
Wir wollen nun die Summe in (1.17) durch g(m) und o(m) ausdriicken.

LemMA 2. Es ust

r—1
(2.13) =zt ) (A(n)-—l) R(zn™1) — 2 o(m)o(m) = O logL),
N<n<
wo r durch (2.5) gegeben ist.
Es sei _,_San-t<n_,. Wirsetzen 7n_,=an"1(1+4), wo 0<A4=6
ist, und erhalten aus (2.9) fir n=an-1

R(@nt) = R(n_p)+0(01-p) = 11-p(0(m) +0(3)) .

Aus (2.3) ergibt sich, wenn die folgende Summe fir #,,<n =<, ge-
nommen wird:

y(A(n)— l) = Nm o(m),
2 (A(n)-1)R(zn) = 3, a(m) n_, o(m) + 0(2 |[A(r)— 1] 67_p) .
Nun ist
Ddm)-1] £ JAm)+ 31, 1 = [nenl—[0a] = 007,),
2 A@) = p(a(1+9)) — v, -
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Aus (2.8) mit n=9,,, 4=0 ergibt sich nun wegen (2.1)
2 A(n) = 26n,+0(0*,) = O(dn,)
2 Am)=1] = O(én,,) ,

(2.14) 2 (A(m)—1)R(zn-1) = z {o(m)o(m)+ O(3?)} .
Schliesslich ist, wenn die Summe iiber 5, <n < L genommen wird, wegen

2 n 1t =0(log(1+48)), |A(n)—1| £ logL,
(2.15) 2z nR(en-1)(A(n)—1)n-t = O(dlog L) .
Aus (2.14) und (2.5), sowie aus (2.15) folgt fiir die rechte Seite von (2.13)

r0(6%)+0(d log L) = O(d logL),

was zu beweisen war.

Die Summe
r~1

(2.16) é; o(m) o(m)

lasst sich in lauter Teilsummen der p(m)o(m) zerlegen, so dass in jeder
Teilsumme alle aufeinander folgenden g(m)o(m) gesammelt sind, in denen
entweder alle g(m)>0 oder alle g(m) <0 oder alle go(m)=0 sind. Die
letzteren Teilsummen konnen wir fortlassen, da sie zu der Gesamtsum-
me nichts beitragen. Wir fithren fiir die verbleibenden zwei Klassen von
Teilsummen die folgenden Bezeichnungen ein:

(2.17) 2, = 3 o(m) o(m) fir o(m) >0, a; < m < a;+k;,
i=12....@,

(2.18) »; = 3 o(m) a(m) fir o(m) <0, b; £ m < b;j+1,
i=12,...,H.

Es ist dann

r—1
(2.19) 2 em)om)| = 3 lrl + 3 vl
m=0 is@ jsH
und ferner
(2.20) Dk + 3l <.
i@ jsH

Wir werden nun obere Schranken fiir die Quotienten
(2.21) k1671 x4, [;71 071 |y

bestimmen, wobei wir nicht alle geméss Lemma 1 fiir die g(m) und
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a(m) geltenden Ungleichheiten beniitzen werden. Dadurch werden zwar
diese oberen Schranken etwas grosser ausfallen, aber unsere Unter-
suchung wird einfacher sein.

Zunichst suchen wir eine obere Schranke fir w;=k,~16-1y,, wobei
wir uns ein bestimmtes ¢ herausgegriffen denken kénnen, so dass wir den
Index ¢ bei den Bezeichnungen in (2.17) fortlassen diirfen. Fiir zwei oft
wiederkehrende Grossen fithren wir die Bezeichnungen ein:

(2.22) T=8(1+p)+08, &=0+082,

aus denen folgt
(2.23) 7= 0(5), €61=1+0(0).

Wir haben nun drei Félle zu unterscheiden.

In den zwei ersten Fillen sei y weder die erste noch die letzte Teil-
summe der Summe (2.16), das heisst ¢ %1, ¢+ G. Gemiss (2.17) muss dann
o(@—1)=0 und p(a+k)=<0 sein, sonst wiirden nidmlich p(a—1) resp.
o(a +k) noch zu y gehoren. Daraus und durch wiederholte Anwendung
von (2.10) folgt

(2.24) o(m) £ m—a+1l)z fir m=4a,a+l, a+2,...,
(2.25) o(m) £ (@+k-~m)r fir m=a+k-1,a+k-2,....

In den ersten zwei zu betrachtenden Fillen sei kv <44, und von den
Ungleichheiten in Lemma 1 werden bloss (2.7), (2.10) und (2.11) beniitzt.
Wir werden ferner, da p(m)>0 ist, obere Schranken von w erhalten,
wenn wir alle o(m) durch ihre oberen Schranken & ersetzen.

Fall I. Es sei hier
(2.26) kt = 28.

Wir verwenden (2.24) fir

(2.27) as=m s a+[kf2]-1
und (2.25) fiir
(2.28) a+[kf2] Em £ a+k—1.

Wegen (2.26) ist damit auch Ungleichheit (2.7) erfiillt. Wir erhalten
w < k6 tte (3 + ),
wobei die Summation X, iber (2.27), die Summation X, iiber (2.28)
laufen soll. Da 343, = 10
gilt, ergibt sich unter Beriicksichtigung von (2.23)
w = }er+0(9),

Math. Scand. 3. 6
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und wegen (2.26) folgt

(2.29) o = $p+009) .
Fall 11. Es sei hier
(2.30) 28 < kt < 48.
Wir verwenden (2.24) fiir
(2.31) a 2m = at+[fr1]-1
und (2.25) fiir
(2.32) a+k—[fr 1] <m <a+k-1.

Ferner ist wegen (2.7)
(233) pom)=p, a+[fr]l=m=a+k-[fr1]-1.

Bezeichnen wir die Summationen iiber (2.31), resp. (2.32), resp. (2.33)
mit 2, resp. 2, resp. 2, so folgt

w £ k1o lre (21“‘22"’23)»
2h= 3P+, 3= Y= frt(k-2[87]).

Wir erhalten obere Schranken von 2 und X,, wenn wir dort [f771]
durch $7-1, und eine obere Schranke von 2, wenn wir dort [87-!] durch
Br1—1 ersetzen. Beachten wir, dass nach (2.30)

Bkt = 0(1)
ist, so folgt unter Beriicksichtigung von (2.23)
w =B — k121 + 0©).
Der Ausdruck rechts steigt mit fallendem k-17-1. Da nach (2.29)
kol 2 (4p)
ist, gilt
(2.34) w = 0,75 +0(5) .

Fall I11. Hier verwenden wir bloss die Ungleichheiten (2.7), (2.11) und
(2.12), die letztere nur fir v=a, w=a+k—1:

(2.35) | X o(m)| < 28+pBks.

asm<atk
Ferner sei jetzt
(2.36) kt > 48.

Bezeichnen wir mit k,, resp. k,, resp. k, die Anzahl derjenigen o(m) aus
(2.35), die positiv, resp. negativ, resp. Null sind, so kénnen wir setzen:
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a(m;’) > 0, t=1,...,k,
(2.37) aim;”") <0, ¢=1,...,k,

om; ") =0, i=1,..., ks

ky+ky+ky =F,

(2.38) w = k16! {21 o(m;') o(m;’) +22 o(m;”’) U(Wi”)) s
worin 2, die Summation iber ¢=1, ..., k,, 2, die Summation iiber
1=1, ..., k, bedeutet. Da O0<p(m)=<pg ist, erhilt man aus (2.38)
(2.39) o £ k16718 X, o(m;) .

Wir haben also eine obere Schranke fiir die Summe in (2.39) zu be-
stimmen. Aus (2.35) folgt

(2.40) diom) 2 28+Bkd— 3 y0(m;”)
oder da wegen (2.11) 0< —o(m,”")S¢e ist,

(2.41) X 0(m;) < 28+ Bhd+ (k—ky—ks)e < 28+ Bkd+(k—ky)e .

Zu dieser Ungleichheit addieren wir die aus (2.11) folgende
2ho(m)) < ke
und erhalten

(2.42) Siom;)) £ B+3Bké+tke.
Daher ergibt sich aus (2.39), (2.42) und (2.23)
(2.43) : o = k1612 4+ 32 + 3B(140(9)) .

Aus (2.36) folgt daher
(2.44) w = 0,75 (1+8) + 0©) .

Aus (2.29), (2.34) und (2.44) ergibt sich

Lemma 3. Die Ungleichheit

(2.45) w; = k1071, £ 0,75 B(146) + O()

ilt,

g falls k;v <48 ist, far ©1=2,3,...,G-1,
falls k,v > 4p dist, far i=1,2,...,@G.

Man kann nun auf die gleiche Art wie oben beweisen, dass auch
w; =2 —0,75 B(1+B)+0(5) ist, falls k;v die Ungleichheiten in Lemma 3

6*
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erfiillt. Ebenso erhélt man die entsprechenden Ungleichheiten fiir »; und
damit:

LevMMA 4. Die zwei Ungleichheiten
k107t il = 0,75 B(1+ )+ 0(9),

(2.46)
11671 v;] < 0,75 B(1+B)+0(9)

IIA

sind erfullt, wenn

entweder  k;t < 4f, 1

2,3,...,G-1 oder k;t > 48,
resp. wenn
entweder litr<4p, j=23,...,H-1 oder lit > 48

gilt.

Wir haben uns jetzt nur noch mit den Ausnahmsfillen k;7<4p8,i=1
und =G, resp. l;7<4f, j=1 und j=H zu befassen. Wir kénnen uns
hier mit einer trivialen Abschitzung begniigen. Aus (2.17) geht hervor,

dass
Izl < 2 le(m)||o(m)| = k;8(0+C6%) = O(B%) = O(1)

sein muss, und fiir |»;| gilt offenbar dieselbe Abschitzung.
Wir finden also schliesslich

z1| 3 (A(n)—1)R(an)|

N<n<L

{3 ko+ 2 1;6}{0,75 B(1+p)+0()} + O(6logL) .
iS@ j=H
Hieraus folgt wegen (2.20) und (2.5) die Ungleichheit (1.17).

3. Beweis von (1.4). Wir fiihren die Bezeichnung

(3.1) et 3 (A(m)-1)R@n) = 3 (N, L)

N<nsL

ein, wobei die Ungleichheiten (1.16) erfiillt sein sollen.
Wir wollen in Formel (1.17) dem Restglied eine andere Form geben

und beweisen zu diesem Zwecke

LemMma 5. Unier den Voraussetzungen (1.15) und (1.16) ist
(3.2) | 3 (¥, L)| < 0,75 B(1+p) log(LN-Y) + C,logtL,
wo C, eine Konstante bedeutet.

Es sei O, eine so grosse Konstante, dass das Restglied in (1.17) kleiner
als CylogLlog* N ist. Ferner sei ¢ so gewihlt, dass die Ungleichheiten
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(3.3) 2logN < logL < 2¢1logN
gelten. Setzen wir logN(s)=2%loghN, s=0,1, 2, ...,t, so erhalten wir

|2 @ D)= [X@e-1.L)] + 2' | Z@e—j-1, Ne-9)|-

Wendet man (1.17) auf jede der Summen rechts an, so erhilt man fir
die Differenz
| 2 (@, D)] — 0,75 BN)(1+ (V) log (LN 1)

folgende obere Schranke:
Cy{logLlog*N(t—1) + (22 +1+ 2714 .. )logtN(t—1)},

wo 2-2]logL <logN(t—1)=<2-1logL ist. Hiermit ist (3.2) bewiesen.

Es sei nun x, die Zahl aus (1.9). Schreiben wir «; fir «,(z,)=0,11, so
gilt fiir alle x=x,2, wenn eine Bezeichnung analog zu (3.1) verwendet
wird,

(3.4) |30, a)| = 21| 3 (A(n)—1)Ban)| < «, (21logz,+3) .
n=xy

Es ist dann némlich fir alle n dieser Summe xn-!zz2r,"'=x, und
daher wegen (1.9)
aln |R@en )| £ o, |3 (0,2)| £ 0y X (Am)+1)n .

n<z
Da
2'nt < 1+logay

n=ux
und, wegen (1.8), '
S Amn)nt < 2+loga,

nEry

ist, ergibt sich (3.4). Wir erhalten nun fiir alle {=2,? und alle 2%

(3.5) |1 270,0)] 2|2 0,2)] +]| X (%, )] -

Die erste Summe rechts wird mittels (3.4), die zweite Summe rechts
mittels (3.2) mit N=x;, L={ und f(V)=«, abgeschitzt. Wir erhalten
fir x> ¢2
(3.6) | 27 (0,2)| £ 0,75 xy (1+ ;) logl + Cylogtl + Cy,
WO
Oy = (20,— 0,75 &3 (1 +x,)) logz, + 30, .
Ferner sei C, eine so grosse Konstante, dass (1.11) in der Form
(3.7) a1 |R(x)| logz < 2| 3 (0, t)| + C,

geschrieben werden kann.
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Wir wollen nun die Ungleichheit (3.6) in eine einfachere Gestalt brin-
gen. Wir wollen uns x, so gross gewihlt denken, dass fiir &;=10-% und
alle { 2z, die Ungleichheit

(3.8) 0,75 &yxy(1+ ;) log¢ = Cy log?l +Cy+3C, .
gilt. Fithren wir dann die Bezeichnung
(3.9) g = 0,75 ay(1+0ry) (1 +¢,)

ein, so gelten fiir k=2, (2%, und x=(? die Ungleichheiten

(3.10) o < 0,092,

(3.11) & 05 logl > O logtt,
(3.12) | 270, 8)] < o logs—40,,
(3.13) C2 R < o

Es wird sich nun der folgende Satz ergeben:

LeMMA 6. Es sei x, so gewdhlt, dass (3.11), (3.12), (3.13) fiur (=,
gelten, «, sei durch (3.9) bestimmi, &, =10"3% und x=2. Wenn dann fir
k=23, ...

(3.14) logzy., 2 2x logx, > log(x, .1 —1),
(3'15) Fg+1 = (l +81)‘xk (P(xr k)! <P(”: k) =x! {l +0’75 (”— 1)(1 +0‘Ic)}
gesetzt wird, gelten fir alle {2z, ., und x=(? die Ungleichheiten

(3.16) | 2700,0)] < agyqlogl — 30,
(3.17) 2 R(LY)] < o -

Um Lemma 6 abzuleiten, beweisen wir, dass aus den Ungleichheiten
(3.10), (3.11), (3.12) und (3.13) fiir k=2 dieselben Ungleichheiten fiir
k+1 folgen, wenn z,,; und «,,, gemiss (3.14) und (3.15) bestimmt

werden, {2 x,,; und x> 2 ist.
Aus (3.10) ergeben sich die folgenden Relationen:

(3.18) 1-0,75(1+0a;) >0,

(3.19) 0,75 < @(x, k) < 0,91.

Um (3.19) zu erhalten, schreiben wir ¢(x, k) in der Form
@, k) = 0,75 (1+0;) + 1 {1—0,75 (1 +04)} .

Wegen (3.18) ist dieser Ausdruck grosser als 0,75 und steigt, wenn »x



EINE VERBESSERUNG DES RESTGLIEDES ... 87

fallt. Da x =2 ist, ergibt sich als obere Schranke ¢(2, k), das wegen
(3.10) kleiner als 0,91 ist.
Wir erhalten nun fur (=222, und z={?

1 270,09 = | 20, 23] +] 3 (=2 0)] £ wlogz2— 40, +| X (%2, )] -
(3.20)

Nach (3.13) ist nun
2,72 B )| < o .

Wenn wir daher auf die letzte Summe in (3.20) Relation (3.2) mit N =z,2
und L=¢ anwenden, diirfen wir (V)= «,, setzen und erhalten

| 20, 0]
< {0 ~0,75 o (L + o)} log 2,2 + 0,75 oy (1 + ) logl + Cy logts — 30,

Hier ist log x;? mit einem Awusdruck multipliziert, der gemiss (3.18)
positiv ist. Da nun logz,2<»-1log{ ist, erhalten wir

(3.21) [2(0, Z_'.‘)| < o @(x, k) logl + O, logtt — 30,.
Nun gilt nach Voraussetzung (3.11) fiir { 2 x;, und es ist daher fir { 2%,
£, (22)"1 logl > C,(2%)7¥ logtc .
Aus (3.19) folgt aber
(319 ele (2)F < o, 1),

so dass
(3.22) 104, 9(%, k) logé > C, logh¢

ist. Setzt man o, (1+¢;) p(x, k)=n;,.4, was (3.15) entspricht, so folgt
aus (3.21) und (3.22) Relation (3.16) und daraus, wegen (3.7), Relation
(3.17). Aus (3.22) folgt ferner Relation (3.11) fiir £+ 1 statt & und schliess-
lich ergibt sich aus (3.19)

(3.23) oy < 0,91 (1+6)0y < 0,924, k=23,...,

so dass auch (3.10) fiir £+ 1 statt £ gilt. Damit ist Lemma 6 bewiesen.
Aus (3.23) und (3.10) folgt

(3.24) ap < 0,1(0,9201, k=23, ....

Wir wihlen nun eine so grosse natiirliche Zahl I, dass a;< 1073 ist.
Ferner ist dann

(3.25) (l4¢) (%, [+m) < 1,001 %71 {1+0,75 (x—1) 1,001} = Q(x),

also nach (3.15)
(3.26) Spm < 1073 @m(x) .
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Wir definieren nun die natiirlichen Zahlen y;,, durch
(3'27) Yrim = [(x2+1)(2n)l+m—2]3 m = O: l; e

Dann ist, wie man leicht aus (3.14) schliesst, ¥, > %7, und es findet
daher fir x> y,,,,? die Ungleichheit statt:

(3.28) &1 |R(x)| < 10-3 Qm(x) .

LeMma 7. Es sei yq,,, durch (3.27) definiert, wo I so gross ist, dass
op< 10-3 gilt. Aus (3.28) folgt dann Relation (1.4) fir ein c=c(x), das
durch
(3.29) c(x) = —log@(x) log—1(2x)
bestimmdt ist.

Es sei ndmlich « so gross, dass y;,,2S%<¥y; % fir irgend ein
mz=0 gilt. Aus (3.27) folgt dann (2x)™=0O(logz) und wir erhalten aus
(3.28) und (3.29)

27! |B(z)| = O(Q@™(x)) = O((2%)™™) = O(log=x)

was zu beweisen war.

Es ist noch ¢ gemiss (3.29) von x» abhingig, wobei » = 2 angenommen
ist. Um ¢ gross zu erhalten, wihlen wir »=3, weil dieser Wert in der
Nihe einer Wurzel von

a
7, logQ(x) log=!(2x)} = 0
liegt. Es ist dann c=¢(3)>5 und es ergibt sich

TeEOREM 2. Fir y(x)=2,_ logp+O0(x*) gilt die Abschitzung
(1.4) p@) =2 + O@log—z), c¢=5.

Bei den Untersuchungen in § 2 und § 3 haben wir, um eine Verein-
fachung zu erzielen, nicht alle zur Verfiigung stehenden Relationen aus-
geniitzt, so dass der fiir ¢ angegebene Wert nicht der grosste ist, der sich
auf elementarem Wege durch éhnliche Betrachtungen erzielen lésst, wor-
auf wir doch hier nicht niher eingehen kénnen. Unsere Betrachtungen
lassen sich auch auf die Behandlung verwandter Probleme ausdehnen,
was einer spiteren Mitteilung vorbehalten bleiben muss.

Der Verfasser wiinscht Herrn Professor R. A. Rankin, Glasgow, und
Herrn Dr. J. M. Rushforth, Dundee, seinen herzlichen Dank fiir ihre
Hilfe und wertvolle Kritik auszusprechen.
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