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PERIODIZITATSEIGENSCHAFTEN
UNITARER GRUPPEN IN HILBERTRAUMEN

WILHELM MAAK

Ist & eine Gruppe unitdrer Transformationen z eines s-dimensionalen
Raumes R, ist ferner f ein Vektor aus R, so ist der Bildvektor zf von f
bei Anwendung von x € & eine fastperiodische Funktion von «, oder
wie man sagt: Jeder Vektor aus R ist fastperiodisch bzgl. &. Dieser
Satz ist dusserst leicht zu beweisen ([7, § 8]), und er ist grundlegend fiir
die Theorie der fastperiodischen Funktionen. Insbesondere folgt aus ihm,
dass fiir jedes fe R ein Integralmittelwert M {xf} existiert.

Ist @ eine Gruppe unitirer Transformationen x eines Hilbertraumes 9,
s0 ist der entsprechende Satz nicht richtig: Die Vektoren fe § sind im
allgemeinen nicht mehr wirklich, sondern nur noch in einem abge-
schwiichten Sinne fastperiodisch bzgl. 8. Am Ende des Paragraphen 3
dieser Abhandlung habe ich den angedeuteten Sachverhalt so formuliert:
Jeder Vektor aus § ist w-fastperiodisch bzgl. &. Aus diesem Satz kann
man auf die Existenz des Integralmittelwertes M {xf} fiir jedes fe $
schliessen ([8]). Diese Existenzaussage ist gleichbedeutend mit dem
Birkhoffschen Ergodensatz ([1]).

Es liegt sehr nahe, zu versuchen, zunichst wie im Falle endlich-
dimensionaler Riéume nachzuweisen, dass in § jeder Vektor w-fast-
periodisch ist und dann, wie angedeutet, daraus den Ergodensatz her-
zuleiten, ihn sozusagen in die Theorie der fastperiodischen Funktionen
(oder Vektoren) einzubetten. Dies war auch urspriinglich meine Absicht
gewesen, ndmlich moglichst elementar die (abgeschwéchte) Fastperiodizi-
tét der Vektoren in  zu beweisen, ohne vom Ergodensatz oder von der
Ergodizitit der Vektoren Gebrauch zu machen. Es stellte sich aber bald
heraus, dass es ein wirklich schwieriges Problem ist nachzuweisen, dass
jeder Vektor w-fastperiodisch ist. Ich habe bisher keinen Beweis dafiir
gefunden, der nicht von Schliissen Gebrauch macht, welche ebenso gut
zum Beweis des Ergodensatzes benutzt werden kénnten. Auch dann
noch, wenn man den Ergodensatz als bekannt ansieht, ist es nicht trivial,
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die Periodizitdtseigenschaften der Vektoren des Hilbertraumes zu er-
kennen.

Ich habe daraus die Folgerung gezogen, dass dem Ergodensatz und
vor allem der Beweismethode Birkhoffs innerhalb der Theorie der ver-
allgemeinerten fastperiodischen Funktionen eine fundamentale Be-
deutung zukommt, ganz entgegen dem, was ich urspriinglich zu glauben
geneigt war (siehe [8], vergl. [3]). So wird denn auch in vorliegender
Abhandlung bereits am Anfang (in den §§ 1 und 2) die Ergodizitit von
Funktionen und Vektoren ausfiihrlich behandelt, der Mittelwertsatz und
(nebenbei auch), ohne dass von Periodizititseigenschaften die Rede ist,
der Ergodensatz bewiesen. Im Paragraphen 3 wird dann mit Hilfe des
Mittelwertsatzes gezeigt, dass sich jeder Vektor des Hilbertraumes $
eindeutig als Summe eines fastperiodischen Vektors und eines »Flucht-
vektors« auffassen lisst. Letzterer durchmisst die unendlich vielen Dimen-
sionen des Hilbertraumes auf solche Weise, dass er fast nie in eine be-
stimmte Richtung weist. Dieser Zerlegungssatz (§ 3 Satz 5) gibt aufs
Genaueste iiber die Periodizititseigenschaften der Vektoren in § Aus-
kunft. Insbesondere folgt aus ihm, dass jeder Vektor w-fastperiodisch
ist. Der Satz steht in Beziehung zu einem &hnlichen Satz aus der Theorie
der positivdefiniten Funktionen (Godement [4, Chap. III]). Wir machen
auch von einigen Schlussweisen Godements Gebrauch; insgesamt ge-
sehen ist aber unser Beweis des allgemeineren Satzes einfacher als Gode-
ments Beweis des Satzes tiber positivdefinite Funktionen. Insbesondere
brauchen wir nicht wie Godement die Hauptsitze der Theorie fast-
periodischer Funktionen heranzuziehen. Auf die merkwiirdigen An-
wendungsmaoglichkeiten des Zerlegungssatzes soll hier nicht eingegangen
werden.

Die skizzierten Ideen haben sich insofern bewihrt, als es neuerdings
Herrn Jacobs in Miinchen gelungen ist, die gesamte Theorie vom Falle
unitirer Gruppen auf den Fall beliebiger beschrinkter Gruppen dadurch
zu iibertragen, dass er die Schlussweisen Birkhoffs beim Beweis des
Ergodensatzes sorgsam priifte und in ibhrer Anwendbarkeit verschirfte.
In einer ersten Abhandlung [5] behandelt Herr Jacobs den Ergodensatz
und in einer weiteren [6] den Zerlegungssatz fir beliebige beschrinkte
Gruppen.

1. Ergodische Funktionen. Es sei ein Hilbertraum $ gegeben
(siehe z. B. [10]). Ist fe $, so setzt man |f| = (f,f)!. Die Kugeln
|f] < & mit Radius ¢ > 0 um 0 € $ bilden ein vollstindiges System von
Umgebungen U, der 0€ § in der sogenannten starken Topologie des
Hilbertraumes. Bestimmt man zu beliebig vorgegebenen 4, ..., h,e O
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und & > 0 die Menge aller f mit
l(hﬂ’f),<8’ O':]‘)"',S’

so erhdlt man eine Umgebung Ulh,, ...,k e] der 0€9 in der
sogenannten schwachen Topologie des Hilbertraumes. Sdmtliche
Ulhy, ..., hg; €] bilden ein vollstindiges Umgebungssystem der 0e 9
in dieser Topologie.

& sei eine beliebige Gruppe. Mit f(x) bezeichnen wir eine Funktion
der Elemente € & mit Werten in . Wir setzen f(x) im Sinne der Norm
stets beschrinkt voraus.

Eine Funktion f(x) heisst rechtsergodisch, wenn zu jedem U Elemente
b,, ..., b, € @ existieren, so dass

1 X flab,) — vt X flyb) € U
o=1 o=1

fiir beliebige #, y € & gilt. Man nennt r*2X7_ f(b,) = MF einen
Néaherungsmittelwert von f(x). Entsprechend erklirt man linksergo-
disch und MLy;. Im allgemeinen wird der Zusatz »stark« oder »schwach
gemacht werden miissen, um darauf hinzuweisen, welche der beiden
Topologien zugrunde gelegt ist. Wenn eine Funktion sowohl rechts- wie
auch linksergodisch ist, so heisse sie ergodisch. Dabei ist zugelassen, dass
die Funktion z. B. stark rechts- und schwach linksergodisch ist; in dieser
Abhandlung sind alle vorkommenden Beispiele ergodischer Funktionen
von dieser Art.
Ein Element M €  wird dann Mittelwert von f(x) genannt,

M = MA{f@)},

wenn fir jede Umgebung U Elemente x, ..., xy bzaw. v, ..., ¥n,
existieren, so dass fir alle ¢, d € & gilt

N N’
M — N1 fex,) e U, M — N’.—lzl'f(yvd) eU.

v=1

Es geniigt dabei, die schwache Topologie zugrunde zu legen.

Satz 1 (MITTELWERTSATZ). Jede ergodische Funktion f(x) besitzt einen
eindeutig durch f(x) bestimmten Muttelwert M = M {f(x)}.

Bewzis: Der Beweis lidsst sich bereits filhren, wenn man nur verlangt,
dass f(x) sowohl rechts- wie auch linksergodisch ist bzgl. der schwachen
Topologie. Wir wollen aber annehmen, dass f(x) stark rechtsergodisch
und schwach linksergodisch ist. Dann existieren zu vorgegebenem ¢ > 0
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und zu vorgegebenem U der schwachen Topologie Naherungsmittelwerte
M® (wo e fir U, steht) und MY, und Elemente z,, ...,z, bzw.
Yy - > Ym € G, so dass fiir alle ¢, d e @ gilt

ME —n1 )] flex,) € U,, ML, — m—lz’ (y,4)
v=1

Setzt man fir ¢ ein y,, ..., y, und setzt man fir d ein z,, ..., z,, s0
ergibt sich
(1) ME — MU,
n m n
= (MRe - m~1n»12 Zf J,u r) ( _1”_12{ Zf ./,u 1 MLU)
r=1 u=1 v=1 p=
eU,+U.

Alle MZ; liegen innerhalb einer endlichen Kugel in . Solche Kugeln
sind bekanntlich schwach kompakt (im Sinne von Bourbaki [2, Chap. I,
§ 10]). (Siehe z. B. Eberlein [3]. Hier findet sich auch weitere Literatur
zitiert.) Deshalb ([2, Chap. I, § 6]) existiert ein M, das folgende Eigen-
schaften hat: Zu vorgegebenen Umgebungen U, V, der schwachen
Topologie existiert eine schwache Umgebung U' < U, mit

M — ML, eV,.
Somit folgt aus (1)

— M =ME — ME, + Miy —MeU,+U + V,.

Da U = U, und da U,, V, beliebig waren, liegt also ME —M in der
schwach abgeschlossenen Hiille von U,. Da U, konvex ist, sind aber
die schwache und die starke Hiille von U, identisch (siehe [3]). Also
ergibt sich

[ME — M| <e.

Setzen wir MYy = m~' 27 f(y,), so haben wir

|M—n‘12f(cxv)|<28, M—wm 12fyud eVy+ U.
v=1 =

Da U < U, und da U, V, beliebig waren, ist unser Satz bewiesen.
Unsere Herleitung zeigt, dass auch gelten muss:

Sarz 2. Ist f(x) stark rechisergodisch und in irgend einer der beiden
Topologien linksergodisch, so existieren zu vorgegebenem & > 0 Klemente
Xy, ..., %, €®, so dass fir alle c e &

|fox)}—n‘12 cx,)| < e.
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Ausserdem erkennt man sofort:

Sarz 3. Ist f(x) ergodisch, und hat man eine Folge von N dherungsmittel-
werten der Gestalt w* 2™_ f(cw,), die im Sinne der starken Topologie
gleichmdssig in ¢ gegen M* konvergiert, so ist M* = M {f(x)}.

Sind die Funktionen f(x), g(x), f(x)+g(x) und f(cxd) ergodisch, so gilt
M {f (@) +9(@)) = M {f (@)} + M {g(@)},

Auf die Herleitung dieser und weiterer Formeln will ich verzichten.

2. Der Ergodensatz. Von nun an sei ¢ eine Gruppe unitidrer Trans-

formationen in dem Hilbertraum . Wenn € & den Vektor fe $ in
f' € » tuberfithrt, so schreiben wir

fr==af.
Jedem fe $ entspricht vermoge
f(@) = af

eine Funktion der x € . Wenn diese Funktion ergodisch oder rechts-
ergodisch oder linksergodisch ist, so heisst auch f ergodisch bzw. rechis-
ergodisch bzw. linksergodisch.

Wir bedienen uns zukiinftig einer abkiirzenden Schreibweise, indem
wir fiir Operatoren der Gestalt »~'X"_, grosse lateinische Buchstaben

verwenden. Z. B. bedeutet B = »"' X" _, b, mit b, & den Operator

f—»Bf:r—lé‘bef.

Es sollen nun Beispiele ergodischer Funktionen bzw. Vektoren an-
gegeben werden.

Satz 1. Jeder Vektor fe 9 ist stark rechtsergodisch.

BewEls: Wir zeigen, dass zu vorgegebenem ¢ > 0 ein Operator B
existiert mit
(1) lxBf — yBf| < ¢ fiir beliebige x, ye & .

Wire nidmlich fir x;, z, € @ die Differenz |a,f—x,f| > ¢, also fiir ge-

eignetes ¢
g 2uf — @f| > 26, 1f] = e,
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so folgt fir X, = }(x;+2,) wegen der Konvexitit des Hilbertraumes
(siehe etwa [10, S. 7])

| Xof 12 =t f +aof P = F(l2f P+ 2o 1) — oS — 2of |2
= 1P —ellfI? = IfP(1—&)

Durch Anwendung von X, ist also f wesentlich verkleinert worden.
Entweder ist nun (1) erfiillt, wenn man B = X setzt, oder man wendet
die soeben durchgefiihrte Schlussweise nochmals an und zwar auf X,f
statt auf f. So ergibt sich ein X,, evtl. noch ein X,, ... . Das Verfahren
muss einmal enden, wie man leicht nachrechnet, etwa mit X,. Dann
ist B= X,...X, zu setzen.

Sartz 2. Fiir beliebige f,he  ist (h, xf) eine numerische ergodische
Funktion.

Bewgis: Aus Satz 1 folgt, dass (A, zf) rechtsergodisch ist. Es gilt aber
(h, xf) = (x~1h, f) = (f, x~1h) .

Die Transformationen a* = x-! bilden die zu & adjungierte Gruppe &*.
Offenbar ist (f, #*h) rechtsergodisch in &*; dies aber bedeutet, dass
(h, zf) linksergodisch ist.

Sarz 3. Sind by, ..., hs und [ beliebig in D, so sind die s numerischen
Funktionen (hy, xf), ..., (hg, xf) vgleichgradig linksergodisch«, d. h. zu vor-
gegebenem & > 0 emstzert ein Operator B = r2 27 _, b, so dass fir alle

o=1,...,s und alle x,yc @ gilt
|(ho, Bxf) — (he, Byf)| < &.

Ich verzichte auf die Durchfiihrung des einfachen Beweises.

Satz 4. Jeder Vektor fe 9 ist schwach linksergodisch, damit also er-
godisch.

Bewgis: Ist U = Ulhy, ..., hy; €], so gilt fiir das in Satz 3 angege-
bene B und alle z, y € & offenbar Bxf—Byfe U.

SaTz 5 (BIRKHOFFSCHER ERGODENSATZ). Zu vorgegebenem fe O exi-
stiert ein eindeutig bestimmtes Element f, € 9, das folgende Eigenschaften
hat

1° ¢fy = f, fur alle ce §.

2° Zu jedem & > 0 existiert ein Operator A =27 _ a,, so dass

o=1"9>
lfo —Afl <e.
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Beweis: Da nach Satz 4 der Vektor f ergodisch ist, besitzt also x f einen
Mittelwert (§ 1 Satz 1), und man hat natiirlich

fo=M x{xf }
zu setzen. Aus Satz 1 und § 1 Satz 2 ersehen wir, dass ein A existieren

muss mit \fo —cAf| <& fir alle ce ®.

Hieraus, oder aus § 1 (3), folgt sofort die Fixpunkteigenschaft von f,
namlich cfy = f fiir alle c € . Die Eindeutigkeit ergibt sich schliesslich
aus § 1 Satz 3.

ANMERKUNG: Satz 1 ist eine unmittelbare Folge des Birkhoffschen
Ergodensatzes. Der Birkhoffsche Beweis des Satzes 5 hat auch dhnliche
Ziige wie unser Beweis des Satzes 1. Der hier gegebene Beweis des Satzes 5
ist weniger elegant als der Birkhoffsche, er diirfte aber trotzdem von
prinzipiellem Interesse sein, besonders wegen der Benutzung von @*.

3. Der Zerlegungssatz. Wir geben zunichst weitere Beispiele fiir
ergodische Funktionen an, die wir spater benotigen.

Satz 1. Fir beliebige f,qge st (g9, xf)xf stark rechtsergodisch und
schwach linksergodisch; diese Funktion ist also ergodisch.

BewEIis: Im Tensorprodukt $ A § (siehe Godement [4, § 20]) induziert
& eine ebenfalls unitire Gruppe von linearen Transformationen, die wir
mit & identifizieren konnen. Nach § 2 Satz 1 ist der Vektor faf in
H A H beziiglich & stark rechtsergodisch; deshalb existiert zu vorgege-
benem & > 0 ein Operator B = »1 X"_ b so dass fiir alle x, y € &

=1 "p’
[xB-faf—yB-faf|l <e
oder ausfiihrlicher
|71 2 b faab,f—rt Y yb,fayb,f|<e
o=1 o=1
gilt. Man rechnet leicht nach, dass dann fir alle z, y €  auch

M) S @b b~ 3 @b bS] < ol e

erfillt ist. Es ist also (g, zf)xf stark rechtsergodisch. Entsprechend be-
weist man die andere Aussage des Satzes.

Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt sofort die Existenz des Mittel-
wertes

(2) Ji=M{(g. tf)if} .
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Satz 2. Die numerische Funktion (¢, xf)(zf, h) ist bei jeder Wahl von
f, 9, h e D ergodisch.

BewzEis: Aus (1) folgt

|1 2 (9. 2b, ) (@b, f, h) — r1 2 @, yb,1) Wb, f, 1)

=gl Al e,

(7 2 @ wbofyeb,f = 3. yb Db, 1)

d. h. es ist (g, f)(xf, ) rechtsergodisch. Entsprechend sieht man, dass
diese Funktion linksergodisch ist.
Aus Satz 2 folgt unmittelbar die Existenz des Mittelwertes

Ml{<g> ff)(tfa h)} .
Wir zeigen nun, dass eine gewisse Vertauschungsregel gilt.

Satz 3. Fir beliebige f, g, h € O gilt

(3) (fl’ h) = Mt{(g, tf) (tf’ k)} .

Dabei ist f; durch (2) erklirt. Diese Formel ldsst sich ausfihrlicher folgender-
massen schreiben :

(Mt{(g’ tf)tf}: h) = ‘Zl‘/[t{(g: tf)(tf: h)} .

BewzErs: Da nach Satz 1 die Funktion (g, zf)xf stark rechtsergodisch

ist, gibt es nach § 1 Satz 2 zu vorgegebenem & > 0 Elemente ¢;, ..., ty,
so dass fir alle ce @ gilt
N
(4) |fi = N1 3 (g, et flet,fl <e.
v=1

Daraus folgt N
'(fv k) - N—lz_z ({/, Ct,,f)(ct,,f, h)l

N
- I(fl — N—lé' (9, ct, f)ect, f, k)l <elh|.

Da dies fiir jedes ¢ > 0, entsprechende ¢, und sidmtliche ¢ € @& gilt, folgt
aus § 1 Satz 3 die behauptete Gleichung (3).

In Hinblick auf den zu formulierenden Zerlegungssatz miissen nun
einige Definitionen gegeben werden.

DermviTioN. Ein Vektor fe © heisst fastperiodisch, wenn zu jedem
&> 0 eine Uberdeckung a,U...Ua, = & von & existiert, so dass fiir
beliebiges ¢ = 1, ..., n und beliebige x, y € a; gilt

jof — yfl <.
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Ein Vektor fe 9 soll Fluchtvektor genannt werden, wenn

Mac{|(k> xf)‘z} =0

ist fiir beliebige Wahl von & € §. (Die Existenz dieses Mittelwertes folgt
aus Satz 2.)

SaTz 4. Bei jeder Wahl von f, g€ D st der Vektor
Jo= M (g, tf)tf}

Sfastperiodisch.

Beweis: Wire f, nicht fastperiodisch, so wiirde es ein ¢ > 0 und eine
unendliche Folge 2, ,, ... von Elementen aus & geben, so dass
(5) e fy — 2 fi] > 3e  fur e k.

Indem wir notfalls eine Teilfolge der x; betrachten, diirfen wir annehmen,
dass die Folge der x,g schwach konvergiert. Es ist also méglich eine Zahl
I" anzugeben, so dass fiir alle ¢, £ > I" und die ¢, der Ungleichung (4) gilt

I(ng’ t,,f)— (xkg’ tvf)l <8|f|_1’ V= 1’ "*7N~
Daraus folgt

N N
iN‘lg(%!}: LGS — N'lg_v{ (.9, ,/)1,f

< €.

Deshalb ergibt sich fiir diese x;, x;, € & unter Benutzung von (4)

[, fi — 2. f1l < 3¢,

und das ist ein Widerspruch zu (5). Also ist f; fastperiodisch.

SaTz 5 (ZERLEGUNGSSATZ). Die Menge der fastperiodischen Vektoren des
Hilbertraumes 9, in dem eine unitdire Gruppe wirkt, bildet einen abgeschlos-
senen invarianten Teilraum R von 9. Die Menge der Fluchtvektoren in $
bildet ebenfalls ernen abgeschlossenen invarianten Teilraum & von . Die
Riume R und § sind orthogonal zu einander und spannen zusammen $

auf, d. h. es ist H=ROF.

Brweis: Dass R abgeschlossener invarianter Teilraum von § ist, darf
als bekannt angesehen werden. Wir bilden

F=90R
und zeigen &' = &. Zunichst soll bewiesen werden ' < §. Es sei etwa
fe&'. Dann ist fiir beliebiges € $
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Jo = Mk, 1))}

nach Satz 4 fastperiodisch. Z. B. aus (4) und der Invarianz von '
entnimmt man, dass f; € §’. Nach Definition von ' muss also f; = 0
sein. Daraus folgt wegen Satz 3

M{|(h, 1)} = (fr, h) = 0.

Also ist f Fluchtvektor, d. h. es ist § < &.
Nun zeigen wir F < §’. Sei also f € §; dann ist

(6) f=p+f, peR fleF.

Da f Fluchtvektor ist, muss gelten

(7) MA{|(p, xf)P} = 0.

Mit p ist auch |(p, zf)|? fastperiodisch. Deshalb folgt aus (7)
(p,2f) =0.

Wegen (6) und weil &’ invariant und senkrecht zu R ist, folgt
(v, zp) = (p, 2p) + (p, 2f') = (p,2f) = 0.

Dies kann nur angehen, wenn p = 0 ist. Also ist f = f' e &'. Es sind
also & and & identisch, der Zerlegungssatz also bewiesen.

Die Periodizitdtseigenschaften, welche einem jeden Vektor des Hilbert-
raumes zukommen, werden am besten durch den Satz 5 beschrieben.
Man kann aber auch folgendermassen vorgehen. Ist ¢ < & und y(x) die
charakteristische Funktion von 90, so erklirt man

u(M) = inf sup n! ;75 y(ca,) .

ay,...,ape® ce® i=1

Ist u(M) = 0, so heisst N eine Nullmenge. Ein Vektor h € § werde nun
w-rechtsfastperiodisch genannt, wenn zu jedem U der schwachen Topologie
eine Nullmenge N, und eine Uberdeckung a,u...uUa, = & von G
existiert, so dass fiir beliebiges ¢ = 1, ..., » und beliebige z, y € a; und
ce® gilt

8 cah —oyh e U,

wofern nicht cx oder cy € Ny;. Entsprechend erklart man w-linksfast-
periodisch und schliesslich w-fastperiodisch.

Aus Satz 5 folgt, dass jeder Vektor A € § tatsichlich w-fastperiodisch
ist. Umgekehrt kann man, wenn man weiss, dass jeder Vektor w-fast-
periodisch ist, unschwer zeigen, dass der Zerlegungsatz und der Ergoden-
satz gelten miissen.
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Wie man den Raum R der fastperiodischen Vektoren in endlichdimen-
sionale invariante Teilrdume zerlegen kann, ist z. B. in [9] auseinander
gesetzt. Besonderes Interesse beansprucht allerdings gegenwirtig die
Zerlegung des Raumes . Vergleiche hieriiber z. B. Godement [4].
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