MATH. SCAND. 2 (1954), 142152

UBER DIE INTEGRATION
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG Adu = ¢(P)u AUF
OFFENEN RIEMANNSCHEN FLACHEN

LAURI MYRBERG

1. Es sei F' eine beliebige abstrakt definierte, offene Riemannsche
Fliche; ferner sei ¢(P) eine auf F nebst ihren ersten Ableitungen stetige,
nichtnegative reelle Funktion, die nicht identisch verschwindet und die
sich bei der konformen Abbildung 2z, -z, (2, = x,-+ty, ein lokaler
Parameter) geméss der Formel

c(zp) = c(z) |gradz;(zy, yp)|?

transformiert. Es soll in der vorliegenden Arbeit die Existenz einer
nichtkonstanten, nichtnegativen, auf F mit ihren ersten und zweiten
Ableitungen stetigen Funktion » bewiesen werden, die der bei der kon-
formen Abbildung z, — z, invarianten Gleichung

(1) Au = ¢(P)u

geniigt. Diese Gleichung ist auf offenen Riemannschen Flichen friiher
unter anderen von Ozawa [4] untersucht worden.

2. Es sei A eine kompakte Teilfliche von F, die von einer endlichen
Anzahl stetig gekriimmter Kurven « begrenzt ist, und es seien u, v
zwei in A4 regulére, d. h. mit ihren ersten und zweiten Ableitungen stetige
Lésungen von (1), die noch auf « stetig sind. Wir beweisen folgenden

Hivrssatz 1: Wenn die Ungleichung w = v auf « gilt, so gilt sie auf
der ganzen Teilfliche A.

BewEgis. Wir setzen u—v = ¢; dann ist
Ap=¢(P)¢ in A, ¢=0 auf «.

Um unsere Behauptung indirekt zu beweisen, nehmen wir an, dass die
Ungleichung ¢ = 0 nicht auf der ganzen Teilfliche A gilt. Es sei g die

Eingegangen am 10. Marz 1954.



INTEGRATION DER DIFFERENTIALGLEICHUNG du = ¢(P)u 143

Niveaukurve ¢ = 0 und B eine von § begrenzte Teilfliiche, wo ¢ < 0 ist.

@ ist somit superharmonisch in B. Hieraus folgt in B
Oz¢zinfzep =infip =0,

woraus ¢ = 0 folgt. Wenn u == v, so enthilt das obige einen Wider-
spruch, womit der Hilfssatz bewiesen ist. — Ferner gilt folgender

HirrssaTz 2: Es sei h eine tn A harmonische, auf « stetige Funktion
und u etne in A reguldre, auf « stetige Losung von (1). Wenn nun auf «

hzuz0,
8o ist b = u auf der ganzen Teilfliche A.
BewEgis. Nach dem Hilfssatz 1 ist v = 0 in 4. Fir ¢ = h—u gilt
Ap = —Au= —c(P)u = 0,

@ ist somit superharmonisch in A und nichtnegativ auf «, woraus ¢ = 0
und & = u in 4 folgt. — Aus dem Hilfssatz 1 folgt fiir v = 0 der

HivrssaTz 3: Wenn eine regulire Losung u von (1) auf « verschwindet,
8o verschwindet sie tdentisch auf A.

3. Es sei G4(P, Q) die zur Teilfliche 4 gehorige Greensche Funktion
der Gleichung (1), d. h. diejenige Losung der Gleichung, die auf « ver-
schwindet und in 4 regulir ist, abgesehen vom Punkte @, wo G (P, @)
derart unendlich wird, dass

G4(P, Q) + log PQ,

wo P@ die Distanz zwischen P und @ bedeutet, in der Umgebung des
Punktes @ beschrinkt ist. Die Greensche Funktion ist durch diese Eigen-
schaften eindeutig bestimmt. Sind ndmlich G (P, Q) und G, (P, @)
zwei Funktionen der genannten Art, so ist die Differenz U = G ,—G’
eine in 4 —@ regulire, beschrinkte, auf « verschwindende Losung von
(1). Es seien nun K, ein kleiner Kreis um @ vom Radius » und o, das
harmonische Mass der Peripherie von K, in bezug auf die Teilfliche
A—K, Wenn |U| £ M in A—@Q, so folgt aus den Hilfssitzen 1 und 2

mit 4—K,_ statt 4
—Mow,=U = Mo,,

woraus fiir » — 0 folgt, dass U =0, G, =G /.
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4. Wir werden nun die Existenz der Greenschen Funktion G,(P, Q)
fiir eine beliebige kompakte Teilfliche 4 mit stetig gekriitmmtem Rand «
beweisen, wobei folgende Tatsache als bekannt vorausgesetzt wird:

Ist f(P) eine beliebige nichtnegative, im Innern und auf dem Rande
des Einheitskreises mit ihren ersten Ableitungen stetige reelle Funktion,
so existiert die zum Einheitskreis gehorige Greensche Funktion Gy(P, @)
der Gleichung Awu = f(P)w. (Vgl. Lichtenstein [3, S. 1287].)

Es sei nun g(P, @) die zu dem Einheitskreis gehorige harmonische
Greensche Funktion. Wir behaupten, dass

Um dies zu beweisen, betrachten wir die Differenz

WP, Q) = G(P, Q) — g(P, Q)
und bemerken, dass A = 0 auf der Peripherie C des Einheitskreises K
und dass 4k = f(P) G\(P, Q) = 0 wegen G, = 0, was leicht aus dem
Hilfssatz 1 folgt. Ferner ist die Funktion A in K —¢ mit ihren ersten und
zweiten Ableitungen stetig und beschrinkt: |h| < M.

Es seien nun K, ein kleiner Kreis vom Radius » um ¢ und w, das har-
monische Mass der Peripherie von K, in bezug auf das Gebiet K —K,.
Da h subharmonisch ist, gilt » < Mw, in K—K,, woraus fiir r — 0 folgt,
dass & < 0 in K und somit (2) gilt.

5. Wir konstruieren nun die universelle Uberlagerungsfliche der Teil-
fliche A und bilden sie konform auf den Einheitskreis |z| < 1 ab. Die
Funktion ¢(P) wird dadurch in eine fiir |z| < 1 stetig differenzierbare
Funktion c*(z) transformiert, die in einem zu z, beziiglich der zugeho-
rigen Fuchsschen Gruppe I" kongruenten Punkt z; den Wert

c*(z) = ¢*(z5) |grad @, (@, yi)I?
hat, wo z, = z,(z;) diejenige lineare Transformation § € I" ist, die den
Punkt z, in z, tberfiihrt.

Wir bilden nun eine unendliche Folge von Greenschen Funktionen
Go(P, @), k=1,2,3, ..., der Gleichung du = c*(P) 4, indem wir
den Pol @, alle zu einem gegebenen Punkte ¢, kongruenten Punkte
durchlaufen lassen. (Da die Funktion ¢*(P) im allgemeinen nicht auf
|z| = 1 stetig ist, bilden wir zuerst die Greensche Funktion in |z| <r <1
und lassen dann r gegen 1 streben.) Dann ist die Reihe

3) kS Go(P, Q)

konvergent, da sie nach (2) die bekanntlich konvergente Reihe
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L2

(4) 9(P, Q)

k

it
-

zur Majorante hat. Ferner geniigt die Summe (3) der Gleichung
Adu = c*(P) u, und zwar ist sie eine automorphe Funktion der Gruppe
I'. Ist ndmlich S, eine zu I" gehorige Transformation, so gilt offenbar

(5) GO(SnP’ San) = GO(P’ Qk),
woraus
(6) f“: Go(S, P, Q) =I;Go(1’, Q)
- =1
folgt, weil auch die Punkte S,Q,, ¥ =1,2,3, ..., alle zu @, kongru-

enten Punkte durchlaufen und somit nach (5) die Glieder auf den beiden
Seiten von (6) paarweise gleich sind.

Die Funktion (3) ist also, auf die Fliche 4 iibertragen, eine eindeutige
Losung von (1), die im Punkte @ eine logarithmische Singularitit besitzt.
Weitere Eigenschaften von G (P, Q) ergeben sich aus den beiden folgenden
Hilfssétzen:

HrivrssaTz 4: Es gilt in A die Ungleichung
GA(P, Q) = gA(P7 Q) ’

wo g 4(P, Q) die harmonische Greensche Funktion von A ist.

Der Beweis ergibt sich aus der Ungleichung (2), wenn man beachtet,
dass die Summe (4) genau die harmonische Greensche Funktion g ,(P, @)
darstellt.

HivrssaTz 5: Es gilt in A
GuP,Q) =0

und auf « 86.4(P, Q))on = 0,

wo n die Richtung der inneren Normale von « bezeichnet.

Der Beweis der ersten Behauptung ergibt sich aus dem Hilfssatz 1,
wodurch auch der zweite Teil des Hilfssatzes evident wird.

Aus den Hilfssiitzen 4 und 5 folgt nun, dass die Funktion G (P, @)
auf der Kurve « verschwindet, da dies bekanntlich fir die Funktion
g4(P, @) gilt. Die Funktion G (P, Q) ist somit wirklich die auf der
Kurve & verschwindende Greensche Funktion der Gleichung (1).

Wir erwiithnen noch eine Eigenschaft von G (P, @), die im Folgenden
Anwendung findet. Die Ausdriicke

Math. Scand. 2. 10
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1 1
log PQ 3% (GA(P A+1ogPQ), 1 Pazy

sind in der Umgebung des Punktes @ beschrinkt; dies folgt daraus, dass
die Funktion G4(P, @) diese Eigenschaft besitzt [2].

(GA (P, Q)+ log PQ)

6. Die Greensche Funktion gestattet es, fiir eine Losung der Gleichung
(1) eine Integraldarstellung durch ihre Randwerte anzugeben. Es gilt
namlich der

Hrurssatz 6: Ist die Funktion u eine reguldre, auf « stetige Losung der
Gleichung (1) auf der Teilfliche A und ist G4(P, Q) die Greensche Funk-
tion der Gleichung (1), so gilt

0G 4(s, Q)
on

2au(Q) = | u(s) =4

3

Der Beweis lisst sich leicht mit Hilfe der Greenschen Formel unter
Beachtung der Gleichungen A% = ¢(P)u und 4G, = ¢(P) G, fithren.

Andererseits kann die Randwertaufgabe der Gleichung (1) bei belie-
bigen auf « stetigen Randwerten f(s) gelost werden. Die Konstruktion
der Losung kann auf eine zur Konstruktion der Greenschen Funktion
analoge Weise durchgefithrt werden. Wir bilden wieder die universelle
Uberlagerungsfliche von A auf den Einheitskreis |z| < 1 ab, wobei die
Funktion ¢(P) in eine Funktion c*(z) transformiert wird (vgl. Abschnitt
5). Der Kurve « entspricht eine abzéhlbare Menge dquivalenter Bogen
o k=1,2,3,....

Wir bilden nun eine unendliche Folge in |z] < 1 regulirer Losungen
w(P, ), k=1,2,3, ..., der Gleichung Adu = ¢*(P)u« mit den Rand-
werten

*
WP, ay) — f*(s) auf «p,
0 auf dem komplementéiren Bogen,
wo f*(s) die auf «; definierte transformierte Funktion f(s) bezeichnet.
Dann 1st die Reihe

(7) S uP, )
k=

—

absolut konvergent, weil sie die bekanntlich konvergente Reihe

h(P> “k) )

F

k=1

wo h(P, o) die in |z| < 1 harmonische Funktion mit den Randwerten
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If*(s)]  auf o,

auf dem komplementéren Bogen

h(P, o) =

ist, als Majorante hat. Ferner geniigt die Summe (7) der Gleichung
Au = c¢*(P) v und ist eine automorphe Funktion der Gruppe I'; denn
fiir jede Transformation §,, der Gruppe I gilt offenbar

(8) u(SnP9 Sn“k) = u(P, O‘k)>
woraus
(9) Zu(SnP, (xk) ZZ’U/(P, O‘k)
k=1 k=1
folgt, da auch die Bogen S, x,, k=1, 2,3, ..., alle mit 5, kongruenten

Bogen durchlaufen und somit nach (8) die Glieder auf den beiden Seiten
von (9) paarweise gleich sind.

Die Funktion (7) ist daher, auf die Fliche 4 iibertragen, eine eindeutige
Loésung unserer Randwertaufgabe, und zwar ist sie nach dem Hilfssatz 3
die einzige Losung des Problems.

7. Wir wollen nun zeigen, dass der sogenannte Harnacksche Satz fiir
die nichtnegativen Losungen der Gleichung (1) giiltig ist. Zuerst beweisen
wir folgenden Hilfssatz (vgl. Lichtenstein [2]):

Hivrssatz 7: Um jeden gegebemen Punkt @, eines Parameterkreises
|zn] < 1 kimnen ein Kreis K und ausserhalb von K eine stetig gekriimmte
Kurve C so gelegt werden, dass fiir alle @ im Innern und auf dem Rande
von K und fir alle P auf C die Normalableitung 0G (P, @)/on der auf C
verschwindenden Greenschen Funktion der Gletchung (1) eine positive untere
Grenze besitzt.

Beweis. Es sei Gy(P, @,) die auf dem Kreis |z,] = 1 verschwindende
Greensche Funktion der Gleichung (1) mit dem Pol ¢,. Die Funktion

uO(P: Qo) = GO(Pa QO) + IOgQ,
wo o die Distanz PQ, bedeutet, ist dann beschriankt in ¢,, und dasselbe

gilt fiir 1 ug(P, Qo) 1 Quy(P, Q)
loge 0z loge 9y

Die Ableitung der Funktion G(P, @,) in der Richtung von g,

0G(P, Q) _ ! X Oug(P, Q) T—1, + ouy(P, Qo) ¥—Yo
09 0 ox Y oy e’

10*
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wird im Punkte @, unendlich wie —p~!. Es gibt daher ein positives
0o, S0 dass fiir alle Punkte P mit ¢ < g,

(10) 0Go(P, Q)[0p < m, < 0.

Es seien K, der Kreis um ¢, vom Radius g, und M, das Maximum
von G(P, Q,) auf K,. Wenn nun M > M, ist, so ist die Niveaukurve
Go(P, @) = M eine stetig gekriimmte geschlossene Kurve C, die den
Punkt @, umschliesst, im Innern von K, liegt und ein Gebiet D begrenzt.

Wir bilden nun diejenige in D regulidre Losung der Gleichung (1), die
auf C einen konstanten Randwert M hat. Dann ist die Differenz

(11) Go(P, Qo) = Go(P, Q) — h(P)

die Greensche Funktion der Gleichung (1) in D.
Nach dem Hilfssatz 2 ist A(P) < M in D. Wir behaupten, dass in allen
Punkten von C

(12) oh(P)[0p = 0.
Fiir die normale Ableitung gilt ndmlich 0A(P)/on < 0 und ferner ist

ah@ = ﬁ(P) cosy

—89 on
wo y den Winkel zwischen der inneren Normale » und dem Vektor p
bezeichnet. Wir behaupten, dass }n <y < $x.

Wir betrachten einen beliebigen Radius ¢ des Kreises K,. Weil nach
(10) auf diesem Radius 0G,/dp < 0, nimmt G, monoton von +oo ab
und erreicht den Wert M nur einmal, nimlich auf der Kurve C. Falls
nun der Winkel y < }x oder > }x wire, so miisste es auf dem Radius ¢
zwischen @, und P wenigstens einen Punkt der Kurve C geben, wo folg-
lich G, = M wiire, was unmoglich ist. Es gilt also (12). Hieraus und aus
(11) folgt, dass in allen Punkten von ¢

0G (P, Qo)[0g < my < 0

gilt, wihrend die tangentielle Ableitung 0G(P, @,)/0s verschwindet.
Aus

WolP, Q) _ PGolP, Q) 0elP Q) o P Q)

0p on 0s

folgt wegen cosy < 0 fiir alle Punkte P auf ¢
0G (P, Qp)fon > my > 0.
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Nun ist aber 0G(P, @)/on fir alle P auf C und fir alle ¢ in einer
Umgebung des Punktes @, stetig. Man kann daher um ¢, ganz im In-
nern von D einen Kreis K so legen, dass fiir alle @ im Innern und
auf dem Rande von K und fiir alle P auf C

0G (P, @)/on > my > 0

gilt. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen.

8. Auf Grund des vorigen Hilfssatzes beweisen wir nun den

HiLrssatz 8: Es sei u eine nichtnegative Liosung der Gleichung (1) wn
einem Parameterkreis |z,| < 1. Um jeden Punkt @, des Kreises kann
dann ein Kreis K so gelegt werden, dass fir alle Punktepaare @, @,
im Innern und auf dem Rande von K die Ungleichungen

(13) gt u(@y) = w(@) = qu(@y)
gelten, wo q eine positive, von u unabhdingige Konstante ist.

BeweEis. Es seien K und C ein Kreis bzw. eine Kurve, die die Forde-
rungen des Hilfssatzes 7 erfiillen. Ferner setzen wir

(14) qo = inf 0G (P, @)/on, ¢, = sup oG (P, @)/cn

fiir alle @ im Innern und auf dem Rande von K und fiir alle P auf C.
Nach dem Hilfssatz 7 ist ¢, > 0 und nach dem Hilfssatz 4

¢, = sup 0g¢(P, Q)[on < oo,

wo ¢o(P, @) die auf C verschwindende harmonische Greensche Funktion
ist. Nun kann %(@,) nach dem Hilfssatz 6 geméiss der Gleichung

0G (s,
27 w(Q,) = gu(s) —Ci(s Y ds
. on
c
dargestellt werden, woraus wegen (14) und u = 0
(15) qogu(s)ds = 2mu(@y) = qlgu(s)ds
¢ ¢

folgt. Fiir den Punkt @, gilt ebenfalls

(16) qo Q u(s)ds = 27 u(Q,) < ¢ g u(s)ds .
¢ ¢
Aus (15) und (16) folgt
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90017 w(@y) = u(Qz) = 1907 u(@y)

und hieraus schliesslich die Behauptung, wenn man ¢,q,"! = ¢q setzt.

9. Nun kénnen wir den Harnackschen Satz fiir eine beliebige kom-
pakte Teilfliche beweisen :

Hivrssatz 9: Es sei w(P) eine michinegative Liosung der Gleichung (1)
auf einer kompakten Teilfliche F'; ferner set A eine kompakte Teilfliche,
die einschliesslich thres Randes « ganz innerhalb von F' liegt. Dann gelten
fiir jedes Punktepaar Py, P, in A oder auf « die Ungleichungen

k=t w(Py) = w(Py) = ku(Py),

wo k eine positive, von der Funktion w und von den Punkten P,, P, un-
abhingige Konstante ist.

BeEweis. Nach dem Hilfssatz 8 kann um jeden Punkt @, von 4+«
ein Kreis so gelegt werden, dass die Ungleichungen (13) giiltig sind.
Der Radius von K und die Konstante ¢ sind selbstverstindlich vom
Punkte @, abhéingig. Nun kann bekanntlich unter den genannten Kreisen
eine endliche Anzahl m von Kreisen ausgewdhlt werden, die schon alle
Punkte von 4+« iiberdecken. Es sei g, das Maximum der Konstanten
q fiir diese Kreise K. Durch wiederholte Anwendung der Ungleichungen
(13) findet man, dass fiir zwei beliebige Punkte P, und P, von 4+« die
Unglelehungen o y(P,) = u(Py) = gy u(Py)

giiltig sind, woraus mit der Bezeichnung ¢,,” = k die Behauptung folgt.

10. Wir betrachten nun die Familie -8 derjenigen Loésungen der
Gleichung (1), die auf einer kompakten Teilfliche ¥’ regulidr und gleich-
missig beschrinkt sind: w(P) = M .

Es gilt dann der folgende Hilfssatz (vgl. Bergman-Schiffer [1]):

Hivrssatz 10: Die Familie B ist auf jeder abgeschlossenen Teilfliche
von F' normal.

BewEis. Es soll zuerst bewiesen werden, dass die Funktionen u auf
jeder abgeschlossenen Teilfliche A+« gleichgradig stetig sind. Es sei
P, ein beliebiger, einem Punkt auf 4+« entsprechender Punkt eines
Parameterkreises |2;| < 1. Ferner sei K, ein Kreis um P, und ¢(P, Q)
die Greensche Funktion der Laplaceschen Gleichung in K,. Dann kann
jede Funktion % der Familie -8 in der Form
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(17) u(Q) = k@) — (20) || 92, Q) e(P) u(P) do

Ko
dargestellt werden, wo A(Q) diejenige in K, harmonische Funktion be-
zeichnet, die dieselben Randwerte wie (@) hat und daher nach dem
Maximumprinzip dem absoluten Betrag nach kleiner oder gleich M ist.
Aus (17) folgt nun

om@) _en@) 1 gsag(P, Q)

ox ox  2m)) ox
1]

Hier ist 0k(Q)/ox fiir die ganze Familie 8 im Kreis K, < K, gleichmissig
beschrinkt. Ferner gilt fir Q € K,

SS 89(1; Q)

¢(P) w(P) do .

c(P) w(P) do| = M max c¢(P)

Ko

ox

SS\&C/(P, Q)Ida'

Auch |9u(Q)/dy| fiir @ € K, hat eine fiir die ganze Familie - gemeinsame
obere Grenze. Die Familie =8 ist somit in jedem Punkte von A-«
gleichgradig stetig.

Da ferner alle Funktionen von <4 in A« gleichmissig beschrinkt
sind, ist die Familie =3 in 44 normal, wie behauptet.

11. Nach allen obigen Hilfsbetrachtungen kénnen wir schliesslich zur
Konstruktion einer Losung der Gleichung (1) auf der ganzen Fliche F
iibergehen.

Essei F,, n=1,2,3, ..., eine Ausschopfung der Fliache F, und y,
bezeichne den analytischen Rand von F,. Ferner sei u,(Q) diejenige
Losung der Gleichung (1), die auf y, einen konstanten Randwert
k, (> 0) besitzt.

Aus den Hilfssitzen 1 und 2 folgt 0 < u,(Q) <k,; in der Tat ist
%, (@) > 0 in jedem inneren Punkt ¢ von F,. Die Konstanten k, werden
gemiiss der Bedingung u,(Q,) = 1 bestimmt, wo @, ein fester Punkt von
I ist.

Die Funktionen u,(@) sind nach dem Hilfssatz 9 auf jeder kompakten
Teilfliche gleichméssig beschrinkt und bilden somit nach dem Hilfs-
satz 10 auf jeder kompakten Teilfliche eine normale Familie. Aus der
Funktionenfolge u,(@) kann daher eine Teilfolge ausgewihlt werden, die
auf jeder kompakten Teilfliche von F' gleichmissig gegen eine auf der
ganzen Fliche F zweimal stetig differenzierbare Grenzfunktion w(Q)
konvergiert.

Dass die Funktion %(Q) eine Losung der Gleichung (1) ist, sieht man
folgendermassen ein: Es seien P, ein beliebiger Punkt eines Parameter-



152 LAURI MYRBERG

kreises |z;,| < 1 und K, ein Kreis um P,. Ferner sei ¢(P, @) die harmo-
nische Greensche Funktion in K,. Dann kann jede Funktion u,(¢) in
der Form

(18) 1,(@) = (@) — 20 {{g(P, @) e(P) u,(P) do

Ko

dargestellt werden, wo %,(Q) harmonisch ist. Wenn nun n (durch eine
Teilfolge) gegen oo geht, so erhilt man aus (18)

w(Q) = M@ — (221
woraus Au(Q) = c¢(@)u(Q) folgt.

{o(P, @) e(P) u(P) do,

[

Ferner ist u(P,) = 1. Da die Konstante 1 keine Losung der Gleichung
(1) ist, kann die Grenzfunktion keine Konstante sein. Auch sei bemerkt,
dass die Funktion %(Q) nichtnegativ ist. — Wir erhalten somit folgenden

Sarz: Auf einer beliebigen offenen Riemannschen Fliche F sei eine
nichtnegative, mit thren ersten Ableitungen stetige, reelle, micht identisch
verschwindende Funktion c(P) gegeben, die sich bet der konformen Abbildung
2y, — 25, gemdss der Formel

c(2p) = o(2;) |grada, (@, ya)|*

transformiert. Dann existieren auf F tmmer nichtkonstante, nichtnegative,
mit thren ersten und zweiten Ableitungen stettge Lisungen der (leichung

Au =c(P)u.
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