MATH. SCAND. 1 (1953)

KAPAZITATSBEZIEHUNGEN BEI KONFORMER
ABBILDUNG VON EINSCHNITTGEBIETEN

GUNNAR AF HALLSTROM

1. Es bezeichne D ein Einschnittgebiet, das aus dem Kreis E:|w| < 1
durch eine endliche oder abzihlbare Menge radialer, von der Peripherie
ins Innere gehender Schnitte hervorgeht und die Bedingungen erfiillt,
dass erstens auf den Einschnitten 0 < inf |w| = W < 1 gilt und zweitens
erreichbare Randpunkte von D iiberall dicht auf |w| = 1 liegen. Durch
w = w(z) sei der Kreis F':|z| < 1 konform so auf D bezogen, dass w(0) = 0
ist.

Uber solche Abbildungen bewies Verf. [3], [4]: Die Urbilder auf |z] = 1
der Punkte auf |w| = 1 (einschliesslich solcher Primenden k'’ zweiter Art
(vgl. [1]), die einen Peripheriepunkt enthalten) bilden eine reduzierte
(d. h. mit ihrem transfiniten Kern identische) Menge x. Je nachdem die
den Primenden k" entsprechende Teilmenge »'' von verschwindender
oder positiver Kapazitit ist, wird das Einschnittgebiet D als diinn oder
dicht bezeichnet. Die Greensche Funktion G(z) der Menge » (mit Pol o)
ist dann ¢m diinnen Falle

(1) 6() = 1n |z,
wahrend im dichten Falle
(2) G(z) = § In |2[w|—y(z)

gilt, wobei p eine iiberall ausserhalb » positiv-harmonische Funktion ist,
die auf »" = x—»"" verschwindet.

Zu einer vorgegebenen abgeschlossenen, reduzierten Menge x auf |z| = 1
kann man immer ein bis auf Drehungen eindeutig bestimmtes zugehori-
ges diinnes Einschnittgebiet D konstruieren. Unter gewissen Zusatz-
bedingungen lassen sich zu x» auch dichte Einschnittgebiete konstruieren;
hierbei gibt es aber unendlich viele unter einander inkongruente Lisun-
gen.

Eingegangen am 25. Februar 1953.
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Es sei y die Robinkonstante von x, also
(3) C=e?

die Kapazitit von ». Zweck der folgenden Zeilen ist es, Beziehungen
zwischen den Grossen C, |w’(0)] und W zu ermitteln.

2. Beachtet man die Gleichung (vgl. z. B. [6] S. 117 und 130)
(4) e = §1 n |z—¢] dpu(?)

(v = Gleichgewichtsbelegung der Gesamtgrijsse 1), so findet man G(0)
= y und wegen (1), (2), (3) und »(0) > 0
Satz 1. Es gilt
y=—tnfw(0), [w(0) =C?

miat Qleichheit im diinnen und Ungleichheit im dichten Falle.

3. Unter den betrachteten Funktionen w(z) bezeichnen wir diejenige,
w,(?), als Extremalfunktion, welche F' auf den von —1 bis — W aufge-
schnittenen Einheitskreis (Extremalgebiet D,) abbildet. Es gilt, wie leicht
zu bestétigen ist,

5 1—z W1 —w,)
® Ltz (i W)L+ Wy
(6) w,'(0) = 4W|(14+W)?

Ersetzt man in (5) 2, wy, W durch 2", w,*, W" (n = 2, 3, 4,...), so er-
hélt man eine Abbildung jedes Sektors |z| < 1 2n(v—1)[n < argz < 2mv[n
auf einen ebensolchen Sektor der w,,-Ebene, jedoch mit einem Einschnitt
der Linge 1— I beim Mittelargument. Im ganzen wird dann der Kreis
F durch die entsprechende, durch

1—2" Wn/z ( nn)
1+zn_—(( n+u]n 1+wn )1/2
definierte Funktion w,(z) auf ein Einschnittgebiet D, mit » Einschnit-
ten der Linge 1— W konform abgebildet. Da
lim(w,[z") = 4W"[(1++ W™)?
2—>0
gemiss (6) gilt, erhédlt man bei der Normierung w, (1) = 1 die Nullpunkts-
ableitung w,’(0) = W(4/(1+ W")?)'*. Wesentlich fiir unsere Zwecke ist
die Relation
(7) lim w,’(0) =

n—>oo
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4. Sarz 2. Es ist
(8) W < |[w'(0)] = 4W[1+W)2,

und die Grenzen sind die bestmoglichen.

BewEeis. Wire die rechts stehende Ungleichung falsch, so hiitte man
nach (6) |w'(0)] > |w,'(0)]. D. h. fiir geniigend kleines » verliefe das w-
Bild I'(r) von |z| = r ausserhalb des w,-Bildes I';(r) von |z| = 7. Der Rand
von D ist eine abgeschlossene Punktmenge und enthilt somit einen Punkt
We®, wo |w| den Wert W = inf |w| hat. Die Strecke von ¢* bis We'™ ist
dann ein Einschnitt oder eine Haufungsstrecke von Einschnitten, jeden-
falls eine Randkomponente. Durch Drehung kann man also erreichen,
dass die Strecke (—1, — W) der Berandung von D angehort. Dann wiire
das Ringgebiet g zwischen I'(r) und dem Rand von D echter Teil des
Ringgebiets g, zwischen I'|(r) und dem D,-Rand. Dabei miisste der Mo-
dul von ¢ kleiner als der Modul von g, sein ([6] S. 8 bzw. 626), was
sich nicht damit vertrigt, dass ¢ und ¢, beide konforme Bilder von
r < |z| < 1 sind.

Um die linke Ungleichung (8) zu beweisen, beachten wir, dass D sicher
innere Punkte mit |w| > W enthilt, so dass |w| < W echtes Teilgebiet
von D ist; ebenso ist das z-Bild Fy, von |w| < W echtes Teilgebiet von
F. Ist z(w) die Umkehrfunktion von w(z), so bildet somit z(Ww) den
w-Einheitskreis auf ein echtes Teilgebiet von # konform ab. Nach dem
Schwarzschen Lemma [2], [5]ist dann |W2z'(0)| < 1, woraus die Behauptung
folgt.

Dass in (8) die obere Schranke scharf ist, zeigt w,(z). In bezug auf die
untere Schranke tut w,(z) wegen (7) denselben Dienst.

Zusatz: Fir das Bestehen von Satz 2 wire naturlich (|z|< W)= D< D,
hinreichend ; dass es sich um ein Einschnittgebiet handelt, ist also hier
unwesentlich.

Die Kombination der Sitze 1 und 2 ergibt

Sa1z 3. Es gilt immer C > W2 und im Falle eines diinnen Einschnit-
gebiets diberdies C < 2W'?/(1+W).

5. Dass die einschrinkende Bedingung der letzteren Ungleichung in
Satz 3 wesentlich ist, zeigt

Satz 4. Wie auch W im Intervall 0 < W < 1 gegeben ist, und wie klein
auch ¢ > 0 gewdihlt ist, kann man dichte Einschnittgebiete konstruieren, fiir
welche C > 1—¢ gilt.

Bewgrs. Auf |w| = 1 konstruieren wir eine Cantorsche Menge in fol-
gender Weise. Es sei (p,) eine Folge von Zahlen > 1 mit endlichem Pro-
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dukt I7,_, p, = P. Die Folge kann natiirlich so gewihlt werden, dass
P—1 > 0 beliebig klein ausfillt. Nun sei L, ein Bogen der Linge 2x/p,,
allgemein L, die Restmenge, wenn von jedem L, ;, ausmachenden
Bogen aus der Mitte ein solches Stiick entfernt wird, dass 1/p, von L, _,
zuriickbleibt. Der Durchschnitt N L, ist die gesuchte Cantorsche Menge
vom (dusseren) Mass 27z/P. Von jedem Endpunkt jedes Komplementir-
intervalles aus lege man einen radialen Einschnitt konstanter Linge
L = 1—W. Von dem so entstandenen Gebiet D bewies Verf. in [3] (Nr.
6c, wo die Annahme L = W = } belanglos ist), dass das harmonische
Mass von %"’ in bezug auf F im Nullpunkt > 1/P ausfillt. Da das harmo-
nische Mass in bezug auf einen Kreis im Mittelpunkt gleich dem durch
27 dividierten Winkelmass der betreffenden Punktmenge auf der Peri-
pherie ist ([2] S. 156, [5]), hat man fiir »’" und a fortiori fiir » ein lineares
Mass > 2z/P.

Fiir gegebenes W kann also ein (dichtes) D so konstruiert werden, dass
das Liangenmass von » sich beliebig wenig von 2z unterscheidet. Der
Beweis ist erbracht, falls wir noch zeigen, dass die Robinsche Konstante
dadurch auch beliebig nahe an 0 gebracht wird.

Ist m eine beliebige Einheitsbelegung auf » und u(z)=—{,In|z—¢| dm()
das zugehorige Potential, so ist ([5] S. 125) y < K = sup,_,u(z). Ist nun
s das Lingenmass von », so wihlen wir m fiir jede messbare Teilmenge
gleich dem durch s dividierten Lingenmass dieser Teilmenge. Hierbei
wird u(z) nicht kleiner, wenn Teile von x» niher an z riicken. Somit ist
K fiir gegebenes z maximal, gleich K(s), wenn z Mittelpunkt eines Bo-
gens der Lange s ist. Offensichtlich ist

3/2

2
Ky(s) = — _S ln(2 sin‘f)dq)

sy 2
eine stetige Funktion von s, die fiir s = 27 das Potential der gleichms-
sig verteilten Einheitsbelegung auf dem Einheitskreis in einem Punkt
desselben angibt. Dieses Potential ist aber 0 (vgl. (4)). Aus 0 <y < K(s)

und lim,_,,.Ky(s) = 0 folgt nun unsere Behauptung.

6. Von gleicher Natur wie Satz 4 ist die folgende Aussage:

SaTz 5. Es set » eine solche reduzierte Menge auf |z| = 1, welcher auch
dichte Einschnitigebiete entsprechen. Die zu diesen gehorigen Zahlen W fal-
len dann alle ins Intervall 0 < W < W, und wmgekehrt kann zu jedem W
dieses Intervalles ein zu » gehoriges dichtes Einschnittgebiet konstruiert wer-
den. Hierbei bedeutet W, den W-Wert des »x entsprechenden diimmen Ein-
schnittgebietes.

Bewzris. Es sei wy(z) die dem diinnen Gebiet entsprechende Abbil-
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dungsfunktion, w*(z) eine zu einem dichten Gebiet gehorige. Gemiss (1)
und (2) gilt dann

In |wy(2)| = In 2| —26G(z),  In w*(z)| = In |2 —26(z)—29*(z) ,

wo p* eine geeignete, ausserhalb » positive, beschrinkte harmonische
Funktion ist. Nach dem, was in [4] bewiesen wurde, kann man zu belie-
bigem positivem k ein zu » gehoriges dichtes Einschnittgebiet finden,
dessen Abbildungsfunktion w(z) der Gleichung

In |w(z)| = In |2| —2G(z)—2kyp*(2)
geniigt. Fiir das zugehodrige W = W, gilt definitionsgemiss
InW,= —2 ﬁnll Sllp (G(2)+ky*(2))
z|—
und zu dem diinnen Gebiet gehbi’t ebenso W = W, mit
In Wy = —2 lim sup G(z) .
lz}—>1

Natiirlich nimmt lim sup (G-+ky*) nicht ab, wenn k wichst. Fir posi-
tives Ak ist

lim sup (G+ (k+A4k)p*) < lim sup (G—+ky*)+-lim sup(4k p*).

Wegen 0 < R = sup p*(z) < oo ist somit der lim sup, und daher W, eine
stetige Funktion von k. Weil R Grenzwert von y* auf  ist, gilt lim;__ W,
= 0. Andererseits ist wegen der Stetigkeit lim,__, W,= W,.
Somit erfiillen die Zahlen W, das Intervall (0, W,) liickenlos, und unser
Beweis ist erbracht, wenn wir noch zeigen, dass W, < W, fir k > 0.
Setzen wir max ,|_, G(2) = H, min,_, *(z) = h > 0, so gilt

“(9) v ) = %G(z)

sowohl auf |z| = 2 als auf », hochstens mit Ausnahme der harmonischen
Nullmenge der in bezug auf die Greensche Funktion irreguliren Punkte
von %. Nach dem Maximumprinzip! gilt dann (9) im Zwischengebiet, so
dass ‘ . Eh
lim sup (G-+ky*) = limsup (14— | G
|2l—>1 |2]—>1 H
ist. Daraus folgt W, < W,.

1 Vgl. z. B. R. Nevanlinna [5], 8. 134, wo freilich nur eine abgeschlossene Ausnahme-
menge « der Kapazitiat 0 betrachtet wird. Diese Einschrinkung ist jedoch unwesentlich;
denn ist « eine beliebige Nullmenge, und gilt fiic die harmonische Funktion u in den
iibrigen Randpunkten limsup u(z) = M, so ist jedenfalls die Teilmenge von x mit
lim sup u(z) = M +¢ eine abgeschlossene Nullmenge, und somit u(z) =< M +¢ fur jedese > 0.
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