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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES
GRUPPENBEGRIFFS

HELGE TVERMOES

In einer Arbeit aus dem Jahre 1929 hat W. Dérnte [1] die folgende Ver-
allgemeinerung des Gruppenbegriffs eingefiihrt. In einem Elementbe-
reich sei fiir eine feste natiirliche Zahl n jedem geordneten System von
n+1 Elementen ein Element des Bereichs, ihr Produkt, zugeordnet. Es
wird eine passende Form des Assoziativgesetzes sowie die Moglichkeit der
Division in dem Sinne postuliert, dass es zu gegebenen n ersten (letzten)
Faktoren und gegebenem Produkt stets einen letzten (ersten) Faktor
gibt. (Die von Dérnte ausserdem vorausgesetzte Eindeutigkeit der Divi-
sion erweist sich als Folge der iibrigen Annahmen.) Solche Bereiche nennt
Dérnte (n+-1)-Gruppen. Aus formalen Griinden wird hier die Bezeichnung
n-Gruppen vorgezogen. Eine gewohnliche Gruppe ist eine 1-Gruppe in
diesem Sinne.

Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist, dass jede n-Gruppe N
so in eine gewohnliche Gruppe eingebettet werden kann, dass die Kom-
position der n-Gruppe mit der auf je n+1 Elemente von N angewandten
Komposition dieser Gruppe iibereinstimmt. Es zeigt sich, dass es genau
eine solche Gruppe, die NV umschriebene Gruppe, mit der weiteren Eigen-
schaft gibt, dass N primitive Nebenklasse eines Normalteilers mit zykli-
scher Faktorgruppe der Ordnung » ist. Umgekehrt bildet jede primitive
Nebenklasse eines solchen Normalteilers einer Gruppe eine n-Gruppe. Der
Begriff der n-Gruppe lidsst sich somit vollstidndig in die Gruppentheorie
einordnen. Hiervon wird bei der Ableitung einiger Eigenschaften der
n-Gruppen Gebrauch gemacht.

Aus einer r-Gruppe kann man fir jedes natiirliche Multiplum » von r
eine n-Gruppe ableiten, indem man nur Produkte von je n+1 Faktoren
der 7-Gruppe in Betracht zieht. Im letzten Teil dieser Arbeit werden grup-
pentheoretische Kriterien dafiir aufgestellt, dass eine n-Gruppe »echt «
ist, d. h. nicht in der angegebenen Weise aus r-Gruppen mit r < n ableit-
bar ist.

Eingegangen am 19. Januar 1953.
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Weitere Untersuchungen iiber n-Gruppen finden sich in der Abhand-
lung [2] des Verfassers.

1. Definitionen und Grundeigenschaften. Es sei M eine beliebige
(nicht-leere) Menge. Unter einer ¢-Komposition in M soll eine Ab-
bildung der Menge aller geordneten Systeme von je ¢ Elementen aus M
in M verstanden werden. Das dem System der Elemente a,,. . ., a, zuge-
ordnete Element wird ihr Produkt genannt und mit a, . . ., bezeichnet.

DEerFINITION 1. Unter einer n-Halbgruppe N wird eine Menge mit Elemen-
ten aq, Qy,. .. verstanden, in der eine (n+1)-Komposition definiert ist, fiir
welche das assoziative Gesetz

(L1) (@ge Q1) @ppne - Qo = Qye e @ @yqe o By 1) Bgae + - By

firit =1,...,n gilt. Die Anzahl der Elemente von N, die endlich oder un-
endlich sein kann, heisst die Ordnung von N.

Fir n = 1 wird N eine Halbgruppe im gewdéhnlichen Sinne.
Dem Produkt a,. . .a, von Elementen einer n-Halbgruppe wird durch

(1.2) Ayoo i@y = (o (@ pyq) e v Qo) - O .

ein Sinn beigelegt, wenn ¢ die Form kn+1 hat, wo k eine nicht-negative
ganze Zahl ist. Man zeigt dann leicht, dass man in (1.2) auf der linken
Seite Klammern um irgend welche k'n--1 auf einander folgende Faktoren
setzen darf (0 < k' < k).

Eine n-Halbgruppe heisst abelsch, wenn jedes Produkt von n+1 Fak-
toren bei beliebigen Permutationen der Faktoren ungeiindert bleibt. Es
ist dann leicht zu sehen, dass auch in Produkten von kn-1 Faktoren
(k > 0, ganz) die Faktoren beliebig vertauscht werden diirfen.

DEerinNITION 2. Unter einer n-Gruppe wird eine n- Halbgruppe verstanden,
in der die beiden Gleichungen

(1.3) ..., = Q, Yay...a,, , =a

bei beliebig gegebenen Elementen a,. . ., a, 11> @ Losungen x und y besitzen.

Eine 1-Gruppe ist eine gew6hnliche Gruppe.

In einer n-Gruppe sind offenbar auch die (1.3) entsprechenden Glei-
chungen mit kn gegebenen ersten oder letzten Faktoren losbar.

Aus einer beliebigen (Halb)gruppe im gewohnlichen Sinne kann fiir
jedes gegebene n eine n-(Halb)gruppe dadurch gebildet werden, dass man
nur Produkte von n-+1 Faktoren der gegebenen (Halb)gruppe betrach-
tet. Allgemeiner erhilt man fiir jedes natiirliche Multiplum n von r aus

2%
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einer 7-(Halb)gruppe R eine n-(Halb)gruppe &, indem man ausschliess-
lich Produkte von n-1 Faktoren aus R betrachtet. Dieses aus denselben
Elementen wie R bestehende IV heisse die aus R abgeleitete n-(Halb)gruppe.
Lisst sich eine n-(Halb)gruppe fiir irgend ein » < n in dieser Weise aus
einer r-Halbgruppe ableiten, so soll sie kurz als ableitbar, anderenfalls
als echt bezeichnet werden.

Eine n-Halbgruppe, die aus einer r-Gruppe abgeleitet ist, ist natiirlich
eine n-Gruppe. Es gilt aber auch das Umgekehrte : Ist die n-Gruppe N aus
der r-Halbgruppe R abgeleitet, so ist R eine r-Gruppe. Nach Definition 2
ist zu zeigen, dass die Gleichungen

y. .. 0% =0, Yay...0 4 =0

in R lésbar sind. Nun hat die in N sinnvolle Gleichung

n—r,

a,...0,0" 2 =a

eine Losung 2, da N eine n-Gruppe ist. Das Produkt x = a" "z ist in R
definiert und eine Losung der ersten Gleichung. Analog verfihrt man mit
der zweiten Gleichung.

Hat eine Teilmenge einer n-Halbgruppe N die Eigenschaft, dass alle
Produkte von n+1 Elementen der Teilmenge ebenfalls der Teilmenge
angehoren, so ist diese eine n-Halbgruppe, die als n-Unterhalbgruppe oder,
falls sie eine n-Gruppe ist, als n-Untergruppe von N bezeichnet wird.

DEerFINITION 3. Fiir r|n heisst eine Teilmenge einer r-Halbgruppe R
n-Unter(halb)gruppe von R, wenn sie n-Unter(halb)gruppe der aus R abge-
leiteten n-Halbgruppe ist.

Es kann demnach speziell von n-Untergruppen von gewohnlichen Grup-
pen gesprochen werden.

Die Begriffe der homomorphen und isomorphen Abbildung werden im
folgenden in evidenter Weise auf n-(Halb)gruppen angewendet. Wie
iiblich wird von einer Abbildung einer Menge M auf eine Menge M’ oder
in diese gesprochen, je nachdem ob bekannt ist, dass jedes Element von
M’ Bild ist oder nicht.

2. Charakterisierung der n-Untergruppen von Gruppen. Es sei eine
Gruppe @ vorgelegt. Mit Teilkomplexen von ¢ wird in der iiblichen
Weise gerechnet. Die von den Elementen eines Teilkomplexes M von &
erzeugte Untergruppe wird mit {M} bezeichnet.

Ist N eine n-Untergruppe von @&, so gehoren nach Definition 2 die
Losungen der beiden Divisionsgleichungen (1.3) zu N. Es gilt aber auch
umgekehrt
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Sarz 1. Hat ein Teilkomplex N einer Gruppe & die Eigenschaft, dass die
Lésungen z und y der Gleichungen

(2.1) ay...0,=0q, Ydy...Qy ,=0q

bei jeder Wahl der Elemente ay,. .., a,,, @ aus N zu N gehiren, so vst N
eine n-Untergruppe von @.

Ferner ist dann N™ Normalteiler der Untergruppe {N} von &, die Fak-
torgruppe {N}|N" ist zyklisch von einer Ordnung r|n, und N ist eine Neben-
klasse von N™, die als Element dieser Faktorgruppe primitiv ist.

Beweis. Wir betrachten die Menge N™ aller Elemente von &, die sich
als Produkte von n Elementen aus N schreiben lassen. Wegen der vor-
ausgesetzten Losbarkeit der Gleichungen (2.1) in N lisst sich jedes Ele-
ment A von N” sowohl in der Form az™' als auch in der Form y'a dar-
stellen, wo « und y zu N gehoren und a € N willkiirlich gewihlt werden
kann. Umgekehrt gehiren alle Elemente @, 'a und aa, ,™ mit willkiir-
lichen ay, a,,,,, @ aus N zu N". Hieraus ergibt sich, dass N Untergruppe
von {N} ist. Bringt man nimlich zwei beliebige Elemente 4, und 4, von
N" auf die Formen A, = y,'a und A4, = y, 'a, so folgt 4,4,”' =
Y1 Ya € N™

Es sei z = b,...b,b,,, ein Produkt von n+41 Elementen aus N. Da
wegen der Gruppeneigenschaft von N” mit b,...b, auch (b,...b,)™" zu
N" gehort, kann (b, . . .b,) " als Produkt a,. . .a, von Elementen aus N ge-
schrieben werden. Daher geniigt z der Gleichung a, . . .a,z = b,,,,, woraus
z € N folgt. Da das Produkt von n+1 beliebigen Elementen aus N somit
zu N gehort und das Assoziativgesetz in ¢ die Gleichung (1.1) zur Folge
hat, ist N eine n-Gruppe.

Ist a ein beliebiges Element von N, so sind die Elemente der Neben-
klassen aN" und N"a Produkte von n+1 Elementen aus N und gehiren
daher zu N. Andererseits kann jedes Element von N wegen der Losbar-
keit der Gleichungen (2.1) in N als Produkt von n-+1 Elementen aus N
mit @ als erstem bzw. letztem Faktor geschrieben werden. Es gilt daher

(2.2) N"' = gN" = N"a = N,
also insbesondere
aN"a™! = a'N"a = N"

fir jedes @ € N. Da nun alle Elemente von {N} Produkte von Faktoren
sind, von denen jeder ein Element von N oder das reziproke eines solchen
ist, folgt hieraus, dass N* Normalteiler von {N} ist.

Wihlt man in der zweiten Gleichung (2.1) @ = a,,,, so erhiilt man eine
Darstellung des reziproken a,' des willkiirlichen Elements a, € N als
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Produkt von n—1 Elementen von N. Folglich kann jedes Element von
{N} als Produkt solcher Elemente geschrieben werden. Dies zusammen
mit (2.2) zeigt, dass {V} die Vereinigung der Nebenklassen N, N2,..., N"
ist. Die Faktorgruppe {N}/N" ist daher zyklisch mit einer Ordnung » die
in n aufgeht, und N ist primitives Element dieser Faktorgruppe.

Sa1z 2. Ist der Teilkomplex N einer Gruppe & Nebenklasse eines Normal-
teilers N von {N} mit einem Index r|n, so ist N eine n-Untergruppe von .

Brweis. Da der Index von 0 in {N} Teiler von n ist, hat man N" = N,
also N**' = N, was besagt, dass die Produkte von je n-+1 Elementen von
N zu N gehoren. Da das Assoziativgesetz der Definition 1 eine Folge des
in {N} giltigen gewohnlichen ist, ist N eine n-Halbgruppe. Die Glei-
chungen (2.1) besagen hier, dass die mit gewissen Elementen von N = 0
multiplizierten Losungen 2 und y zur Nebenklasse N gehoren. Folglich
gehoren sie selbst zu NV, und damit ist gezeigt, dass N eine n-Gruppe ist.

3. Die einer n-Gruppe umschriebene Gruppe. Auf Grund des im vori-
gen Abschnitt bewiesenen Satzes 1 lidsst sich nun die folgende Definition
aufstellen:

DEeriNITION 4. Unter einer der n-Gruppe N umschriebenen Gruppe wird
eine Gruppe & verstanden, die folgende Eigenschaften hat:

1. N ist n-Untergruppe von ®.
II. Esgilt (N} = @.
I11I. Der Normalteiler N™ von & hat den Index n.

Die n-Gruppe N heisst dann auch der Gruppe & eingeschrieben.

Wenn die Forderungen der Definition 4 erfiillt sind, ist die Faktor-
gruppe G/N" nach Satz 1 zyklisch, und wegen II ist V als Element dieser
Faktorgruppe primitiv. Die Nebenklassen N?, 1 < ¢ < n, erschopfen also
die Gruppe &, sodass jedes Element von & als Produkt von Elementen
aus N geschrieben werden kann. Die Nebenklasse N’ besteht aus allen
solchen Produkten a,. . .a,, fir welche s = ¢ (mod n) ist.

Umgekehrt ist jede primitive Nebenklasse N eines Normalteilers 9t von
& mit zyklischer Faktorgruppe /% der Ordnung n eine der Gruppe &
eingeschriebene n-Gruppe. Denn aus Satz 2 folgt, dass N eine n-Unter-
gruppe von @ ist, und da N primitives Element von /% ist und &/N
die Ordnung » hat, hat man {N} = & und N" = 9.

Wir formulieren diese Resultate als

Satz 3. Ein Teilkomplex N einer Gruppe & ist dann und nur dann eine
& eingeschriebene n-Gruppe, wenn er primitive Nebenklasse eines Normal-
teilers von & mit zyklischer Faktorgruppe der Ordnung n ist.
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Jedes Element von & lisst sich dann als Produkt von Elementen aus N
schreiben, und ein solches Produkt a,. . .a, gehort dann und nur dann zur
Nebenklasse N°, wenn s = ¢ (mod n) ist.

Das Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass jede n-Gruppe eine und
(natiirlich bis auf Isomorphie) nur eine umschriebene Gruppe besitzt. Wir
beweisen zunichst die Existenz, d. h.

Sarz 4. Zu jeder n-Gruppe N gibt es eine Gruppe &', die einer zu N iso-
morphen n-Gruppe N' wmschrieben ist.

Brweris. Wir betrachten die Menge S aller endlichen geordneten Sy-
steme (a,,...,a,) von Elementen der gegebenen n-Gruppe N. In S soll
eine Aquivalenzrelation definiert werden. Hierzu fiihren wir die beiden
folgenden, zueinander inversen »elementaren Umformungen« ein: Gilt in
N eine Relation

Bigre Qi = @,
so kann das System
(@, .05 0,4,...,0

a

T+n+1 Pirnt2r 0 0 as)

durch
(@ e oy Qg By Oy gy v v, Q)
ersetzt werden, oder umgekehrt. Zwei Systeme in S werden nun als #qui-
valent bezeichnet, wenn das eine durch endlich viele elementare Umfor-
mungen in das andere iibergefithrt werden kann. Dass hierdurch wirklich
eine Aquivalenzrelation definiert ist, ist einleuchtend. Die das System
(ay,...,a,) enthaltende Aquivalenzklasse wird mit [a,,..., a,] bezeich-
net. Fiir spitere Zwecke sei bemerkt, dass die Restklasse modulo n der
Anzahl der Elemente eines Systems bei den obigen Umformungen un-
geindert bleibt und daher fiir alle Systeme einer Klasse dieselbe ist.
Wir wollen zeigen, dass durch

(3.1) [@ss. .oy @)[byy. ..y b)) = [y o) @y by . ., by]

eine 2-Komposition definiert ist, die die Menge der Aquivalenzklassen zu
einer Gruppe &' macht. Zuniichst ist einleuchtend, dass die Klasse der
rechten Seite von (3.1) von der Wahl der Reprisentanten (a,,. .., a,) und
(by,. .., b) unabhiingig ist, sodass (3.1) tatsiichlich eine Komposition de-
finiert. Die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes ist ebenfalls evident. Die
Méglichkeit der Division erkennt man so: Seien die Klassen [a,,. . o a,)
und [b,,..., b,] gegeben. Man wiihle beliebige Elemente c,,...,c, aus N
in einer solchen Anzahl u, dass s4+u = 0 (mod n) ist, und bestimme « in
N so, dass a,...a¢,...c,x = b, gilt. Dann hat man

(@1, vy a][C,. vy Cyy @ gy oty b) =[by,. .., 0] .

Analog sieht man, dass linksseitige Division moglich ist.
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Um zu zeigen, dass die so entstandene Gruppe @&’ eine zu N isomorphe
n-Untergruppe besitzt, betrachten wir die Menge der Klassen [a]. Das
Rechnen in ¢’ ergibt in dieser Menge eine (n-+1)-Komposition, die sie zu
einer n-Halbgruppe N’ macht. Durch a — [a] ist eine eindeutige Abbil-
dung von N auf N’ definiert, die homomorph ist, da aus a,...a,,, =a
offensichtlich

[ai...[a,,] = [a,...,0,.,] = [a]

folgt. Sie ist aber auch eindeutig umkehrbar und daher isomorph. Denn
[a,] = [a.] bedeutet, dass a, durch Rechnen in N in a, tibergefiihrt wer-
den kann, was nur fir a; = a, moglich ist. Damit ist gezeigt, dass N’
eine n-Untergruppe von ¢’ ist.

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die Forderungen II und III der
Definition 4 erfiillt sind. Dass {N'} = @' gilt, folgt daraus, dass jedes
Element [a,,. .., a,] von &' in der Form [a,]...[a,] geschrieben werden
kann. Nach Satz 1 ist ferner N'* Normalteiler von ¢’ = {N'} mit einem
Index rjn. Dass r = n sein muss, ergibt sich so: Gehort ein Element
[@y,...,a,] zu N’, so ist nach einer oben gemachten Bemerkung s =1
(mod %), gehort es zu N7, so ist folglich s = r (mod n), und gehéort es zu
N'™ so ist s = 0 (mod n). Aus N'” = N'" folgt daher » = 0 (mod »). Da-
mit ist Satz 3 bewiesen.

Wir gehen nun zum Beweis der Eindeutigkeit der umschriebenen
Gruppe iiber. Der diesbeziigliche Satz lautet in genauer Formulierung:

Satz 5. Die n-Gruppen N, und N, seien den Gruppen &, bzw. &, ein-
geschrieben. Es sei ferner ¢ eine isomorphe Abbildung von N, auf N,. Dann
lisst sich @ auf genau eine Weise zu einer isomorphen Abbildung von &, auf
&, erweitern.

BeweEis. Da nach Satz 3 jedes Element 4 von @&, als Produkt a,.. .a,
von Elementen aus N, geschrieben werden kann, muss fiir jede isomorphe
Abbildung @ von &, auf ¢,, die eine Erweiterung von ¢ ist,

(3.2) D(4) = D(ay). .. Dla,) = g(ay). . .9(a,)

gelten. Hieraus geht hervor, dass ¢ hochstens eine solche Erweiterung zu-
lasst. Andererseits ist durch (3.2) tatsdchlich eine Abbildung der verlang-
ten Art gegeben. Ist ndmlich b,. . .b, eine zweite Produktdarstellung von
A, also

A=a,...a,=b,...b,

so gilt s = ¢ (mod n) nach Satz 3. Es gibt daher ein nicht-negatives gan-
zes u derart, dass s+u = t4+u = 1 (mod n). Wahlt man nun beliebige
Elemente c,,. . ., ¢, aus N,, so hat die in @, giiltige Gleichung
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ay...0,L;...C

L =by...bcy. . c,

einen Sinn in N,. Folglich gilt in N,

o(ay). . .pla)p(c,). . .@(c,) = @by). . .pb)plc,). . .p(c,)
und daher in @,
@(ay). . .p(a) = @(b,)...pb,),

sodass die rechte Seite von (3.2) von der Darstellung von 4 unabhingig
ist. Durch Vertauschung der Rollen von &, und (¢, ergibt sich, dass (3.2)
eine eineindeutige Abbildung von &, auf ®, definiert. Dass sie ein Er-
weiterungsisomorphismus von g ist, ist klar.

Der einfacheren Ausdrucksweise halber kann man sich die beiden
n-Gruppen in Satz 3 identifiziert denken, und die obigen Resultate kon-
nen kurz so zusammengefasst werden:

Jede n-Gruppe N besitzt eine und nur eine umschriebene Gruppe, die
in folgender Weise erhalten werden kann: Man bilde die Halbgruppe, die
aus allen »Worteng, d. h. formalen Produkten von je endlich vielen Ele-
menten, aus N besteht und benutze als Relationen alle die Gleichungen,
die der (n-1)-Komposition in N geméss zwischen den Elementen von N
bestehen.

Die der n-Gruppe N umschriebene Gruppe wird im folgenden mit 11(XN)
bezeichnet. Der Normalteiler N™ von 1(N) soll die Hauptgruppe von N
heissen und mit H(N) bezeichnet werden. Fiir n = 1, wenn also N eine
gewohnliche Gruppe ist, gilt N = H(N) = (V).

4. Einige Sitze iiber n-Gruppen und ihre umschriebenen Gruppen.
Mit Hilfe der umschriebenen Gruppe lassen sich leicht Eigenschaften der
n-Gruppen herleiten. Als Beispiel werde die schon in der Einleitung be-
hauptete Eindeutigkeit der Division bewiesen (die allerdings auch miihe-
los direkt aus der Definition der n-Gruppe gefolgert werden kénnte). Es
gilt

Satz 6. Fiir beliebige Elemente a,,.. ., a,.., @ einer n-Gruppe N und
Jedes it = 1,...,n+1 hat die Gleichung

(4.1) Ayoo @ ( XAg e By = A

evne und nur eine Losung x in N.

Bewess. In 1(N) hat die Gleichung jedenfalls genau eine Lisung .
Gehort diese zur Nebenklasse N* von N, so folgt aus (4.1) und Satz 3,
dass n+¢ = 1 (mod n) sein muss, und daher ist N* = N.

Die beiden folgenden Siitze betreffen n-Untergruppen von n-Gruppen.
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Satz 7. Eine Teilmenge N, einer n-Gruppe N ist dann (und natiirlich
nur dann) n-Untergruppe von N, wenn die Gleichungen

Gy...0,C=a, Ydy...Q, =0a
fiir beliebige Elemente a,,. .., a, ., a aus N, in N, losbar sind.

Bewzeis. N, ist ein Teilkomplex der Gruppe W(N), der die Vorausset-
zung von Satz 1 erfiillt. Er ist daher nach diesem Satz n-Untergruppe von
N(N), also wegen N, N von N.

SaTz 8. Ist N, eine (eigentliche) n-Untergruppe der n-Gruppe N, so lassen
sich die Gruppen W(N,) und H(N,) als (eigentliche) Untergruppen von 1(N)
bzw. H(N) darstellen.

Beweis. Wir beweisen, dass N, der Untergruppe {N,} von 1(X) ein-
geschrieben ist. N, ist jedenfalls n-Untergruppe von {N,}. Nach Defini-
tion 3 bleibt zu zeigen, dass N,” den Index » in {N,} hat. Sei r|n dieser
Index. Dann ist N,"< N" und N,"< N7, folglich N" = N", da die Neben-
klasse N” wegen N,"= N," einen nicht-leeren Durchschnitt mit der Un-
tergruppe N* hat. Nun hat N” den Index » in 11(N ). Es muss also n|r
und daher » = n gelten. Damit ist gezeigt, dass 1(N,) = {N,} ist, und es
folgt unmittelbar H(N;) = N,"< N" = H(N).

Ist IV, eigentliche Teilmenge von N, so gilt wie leicht zu sehen dasselbe
von H(N,) = N," und H(N) = N" sowie von 1(N,) = {N,} und W(N) =
{N}.

Als unmittelbare Folge dieses Satzes ergibt sich: Hat die n-Gruppe N
endliche Ordnung h, so ist die Ordnung jeder n-Untergruppe N, von N ein
Teiler von h. Die Ordnungen der beiden n-Gruppen stimmen ndmlich mit
denen ihrer Hauptgruppen iiberein.

Ist die umschriebene Gruppe () einer n-Gruppe abelsch, so ist sie
selbst natiirlich auch abelsch. Es gilt aber auch:

Satz 9. Ist die n-Gruppe N abelsch, so gilt dasselbe fiir thre wmschriebene
Gruppe W(N).

Beweis. Fir je zwei Elemente ¢ und b von N gilt in N mit beliebigem
ceN

= bac™ !,

n—1

abe

also ab = ba in N(XN), woraus wegen W(N) = {N} die Behauptung folgt.

5. Ableitbarkeit und Echtheit von n-Gruppen. Es sei N eine n-Gruppe,
die aus der r-Gruppe R abgeleitet ist. Fiir die Komposition in W(N) (und
damit in N) wird die iibliche Bezeichnungsweise beibehalten, wihrend
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fiir die Komposition in 1(R) (und R) im Folgenden das Zeichen o verwen-
det und Exponenten eingeklammert werden.

Dem Produkt a,...a, von Elementen aus N werde das entsprechende
Produkt a@,e...ca, derselben Elemente aus R zugeordnet. Hierdurch ist
eine eindeutige Abbildung ¥ von N(N) auf W(R) definiert. Denn erstens
lasst sich jedes Element von (V) bzw. von W(R) als ein solches Produkt
darstellen, und zweitens folgt aus a,...a, = b;...b, stets a,0...0a, =
bjo...ob, da jede Relation zwischen den Elementen von N auch in R
giiltig ist. Die Abbildung ¥ ist offensichtlich homomorph.

Es sei a ein festes Element von N. Jedes Element der Nebenklasse N*
von N in 11(N) kann dann auf eine und nur eine Weise in der Form a*~'x
mit x € N geschrieben werden. Dem Element a* 'z entspricht bei ¥ das
Element a® Yoz von U(R). Durchlduft nun x die n-Gruppe N, so durch-
liuft « auch die r-Gruppe R und folglich a® Yoz die Nebenklasse R von
R™ in 1(R) genau einmal. Durch ¥ wird also N° eineindeutig auf R® ab-
gebildet. Wegen R™ = R®™ ergibt sich also fiir s = n insbesondere, dass
die Hauptgruppen (N) und H(R) isomorph sind. Ferner sieht man, dass
N* dann und nur dann auf R™ abgebildet wird, wenn s = 0 (mod r) ist.
Da es im Intervall 1 < s < n genau k = n/r solche Werte s gibt, muss
der Kern des Homomorphismus ¥ die Ordnung % haben. In N" gibt es
genau ein Element C, das bei ¥ in die Einheit von §(R) tibergeht. Die von
C erzeugte zyklische Gruppe {C} gehort zum Kern. Nun kann die Ord-
nung des Elements C nicht kleiner als die Ordnung % seiner Nebenklasse
N7 sein. Folglich ist seine Ordnung gleich %, und {C} ist der Kern von ¥.

Es sei a ein beliebiges Element von N. Dann gehort mit C' auch aCa™
zu N”. Andererseits gilt aCa™ € {C}, da {C} als Kern ein Normalteiler von
U(N) ist. Nun enthilt N kein von C verschiedenes Element von {C}.
Wir haben also aCa™! = C, das heisst, C ist mit allen Elementen von N
und daher auch mit denen von 1(N) vertauschbar. Das den Kern er-
zeugende Element C' ist somit ein Zentrumselement, das in N” enthalten
ist und die Ordnung % hat.

Die Untergruppe {N’} von (V) besteht aus den Nebenklassen N =
C“N™, 1 < u < k, von H(N). Da die Gruppen {C} und H(N) nur die Ein-
heit gemeinsam haben, ist {N'} das direkte Produkt von {C} und $(N).

Zusammenfassend konnen wir also den folgenden Satz formulieren:

Sarz 10. Ist die n-Gruppe N aus der r-Gruppe R abgeleitet, so sind die
Hauptgruppen H(N) und H(R) isomorph, und die umschriebene Gruppe
U(R) ist homomorphes Bild von (N).

Dieser Homomorphismus kann so gewdihlt werden, dass N identisch auf
R abgebildet wird, und dann ist der Kern eine zyklische Gruppe {C}, die von
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einem in N” enthaltenen (eindeutig bestimmien) Zentrumselement C der Ord-
nung k = n|r erzeugt wird. Die Untergruppe {N"} von W(N) ist direkies
Produkt von {C} und der Hauptgruppe H(N). Die Komposition in R ist
aus der in N durch aso. . .0a,,, = a,...a, C*" bestimmt.

Als Spezialfall sei erwéhnt: Ist die »-Gruppe N aus einer 1-Gruppe R
abgeleitet, so ist diese der Hauptgruppe H(N) isomorph, und W(N) ist
das direkte Produkt von $ (V) mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung .

Es werde nun umgekehrt von der n-Gruppe N vorausgesetzt, dass N”
fiir ein 7|n ein Zentrumselement C der Ordnung k& = n/r von (N) ent-
hilt. Es soll gezeigt werden, dass N aus einer r-Gruppe abgeleitet werden
kann. Sind a,, a,,. .. beliebige Elemente von N, so wird durch

_ k-1
@o.. .00, =a,...a,. ,C

eine (r+1)-Komposition in N definiert. Das assoziative Gesetz

(@r0.. .08, 1)o@, 50, . c0ly g = yo. .. 0@(@; 0. . 00, )00, 50, . 0By,

ist offensichtlich giiltig, da beide Seiten gleich a,. . .a,,,,C%** sind. Mit
dieser Komposition bilden also die Elemente von N eine r-Halbgruppe R.
Aus dieser ist N ableitbar; denn da C die Ordnung k£ hat, ist

— k(e—1) _
0. . .00, = ay...0,,C =ay...0,,, .

Nach einer in Abschnitt 1 gemachten Bemerkung ist R als »-Halbgruppe,
aus der eine n-Gruppe ableitbar ist, eine r-Gruppe. Der nach Satz 10
durch N und R bestimmte Homomorphismus, bei welchem jedes Element
von N sich selbst entspricht, hat offenbar den Kern {C}.

Zusammen mit Satz 10 ergibt dies:

Satz 11. Eine n-Gruppe N ist dann und nur dann aus einer r-Gruppe
ableitbar, wenn N' ein Zentrumselement der Ordnung nfr von W(N) enthdlt.

Es besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen den r-Gruppen, aus denen
N abgeleitet werden kann, und den in N enthaltenen Zentrumselementen
der Ordnung nfr von WN).

Hieraus ergibt sich unmittelbar als Kriterium fiir die Echtheit einer
n-Gruppe:

Eine n-Gruppe N ist dann und nur dann echt, wenn kein von der Einheit
verschiedenes Zentrumselement von WW(N) die Ordnung seiner Nebenklasse
beziiglich H(N) besitzt.

Dass diese Bedingung hinreicht, ist klar. Die Notwendigkeit folgt so:
Ist C € N°¢ ein von der Einheit verschiedenes Zentrumselement, das die-
selbe Ordnung wie N* hat, so hat C* € N* fiir jedes ganze ¢ dieselbe Ord-
nung wie N*. Bezeichnet man den grossten gemeinsamen Teiler von s



UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES GRUPPENBEGRIFFS 29

und 7 mit » und bestimmt ¢ so, dass st = r (mod n) gilt, so geniigt C* € N”
den Voraussetzungen von Satz 11.

Aquivalent mit der soeben begriindeten ist die Forderung, dass H(N)
alle Elemente von Primzahlordnung des Zentrums von W(N) enthdlt. Denn
ist ein Zentrumselement C der Primzahlordnung p in einer Nebenklasse
N enthalten, so muss die Ordnung dieser Nebenklasse als Teiler von p
entweder gleich 1 sein, und dann ist N = §(N), oder sie muss gleich p
und damit gleich der Ordnung von C sein. Ist umgekehrt ein Zentrums-
element C in N’, 1 < r < m, r|n, enthalten und hat die Ordnung %t =
nfr > 1, so hat fiir eine Primzahl p|k das Element C*? die Ordnung p
seiner Nebenklasse.

Eine n-Gruppe kann aus mehreren, nicht-isomorphen r-Gruppen ableit-
bar sein. Dies zeigt folgendes Beispiel. In der abelschen Gruppe der Ord-
nung 8, die von den Elementen ¢ und b mit den Relationen a* = 1,
b2 = 1 und ab = ba erzeugt wird, bilden 1, b einen Normalteiler mit zyk-
lischer Faktorgruppe der Ordnung 4. Die Nebenklasse a, ab, die mit N
bezeichnet werde, ist folglich eine 4-Gruppe. Die Nebenklasse N2 besteht
aus den Elementen a2 und a2b, die beide die Ordnung 2 haben und daher
als Elemente C im Sinne des Satzes 10 in Betracht kommen. Folglich
kann N aus zwei 2-Gruppen abgeleitet werden. Die C = a*® entsprechende
hat die Vierergruppe als umschriebene Gruppe und ist aus der Gruppe
der Ordnung 2 ableitbar, wihrend die ¢ = a%b entsprechende der zykli-
schen Gruppe der Ordnung 4 eingeschrieben und echt ist.

Fiir abelsche Gruppen lassen sich die obigen Resultate zum Teil in
naheliegender Weise etwas vereinfachen oder verschéirfen.

Ferner werde bemerkt, dass eine aus einer abelschen r-Gruppe abge-
leitete n-Gruppe natiirlich abelsch ist. Ist umgekehrt eine n-Gruppe N
abelsch, so ist jede r-Gruppe R, aus der sie abgeleitet werden kann, eben-
falls abelsch. Denn nach Satz 9 ist die Gruppe U(N) abelsch, und das-
selbe gilt dann auch fiir ihr homomorphes Bild 1(R) und damit fir B.

Eine ableitbare n-Gruppe kann echte n-Untergruppen enthalten. An-
dererseits kann eine echte n-Gruppe N auch eine ableitbare n-Unter-
gruppe N, besitzen; denn ein Zentrumselement von W(&,) braucht nicht
Zentrumselement der nach Satz 8 umfassenderen Gruppe 11(N) zu sein.
Dies sieht man bereits am Beispiel der symmetrischen Gruppe &,. Die
drei Elemente der Ordnung 2 bilden zusammen eine echte 2-Gruppe,
withrend jedes dieser Elemente fiir sich eine ableitbare 2-Gruppe bildet.
Fiir abelsche n-Gruppen gilt jedoch:

Ist die abelsche n-Gruppe N echt, so ist jede n-Untergruppe N, von N ech.

Nach Satz 8 hat man nidmlich N,"c N, 1 < r < n, wenn man in 11(N)
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rechnet, und enthilt N” kein Element der Ordnung n/r, so gilt dasselbe
fir N,
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