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MODULN, DIE IN JEDER ERWEITERUNG
EIN KOMPLEMENT HABEN

HELMUT ZOSCHINGER
Einleitung.

Ist ein Modul M injektiv oder artinsch, so hat er in jeder Erweiterung
M<N ein (additives) Komplement, d.h. ein minimales Element in der
Menge

{I'|T<N und T+ M=N}.

Fiir artinsches M gilt sogar stirker: Ist X + M =N, so gibt es ein Kom-
plement von M in N, das in X enthalten ist, d.h. M hat geniigend viele
Komplemente in . In der vorliegenden Arbeit sollen fiir einen Modul M
diese »dulBleren« Komplementiertheits-Eigenschaften untersucht werden:

(E) M hat in jeder Erweiterung ein Komplement.
(EE) M hat in jeder Erweiterung geniigend viele Komplemente.

Fiir spezielle Modulkategorien gelingt es, diese beiden duBleren KEigen-
schaften durch sinnere« zu charakterisieren, und unser Hauptergebnis
lautet fiir R=7Z: Eine abelsche Gruppe M hat genau dann die Eigen-
schaft (E), wenn sie von der Form ist M ~D x ], 4,, wobei D teilbar
ist und 4,,, fiir jede Primzahl p, eine beschrinkte p-Gruppe; M hat genau
dann die Eigenschaft (EE), wenn der divisible Anteil von M artinsch
ist, und der reduzierte Anteil von M beschriankt.

In Abschnitt 1 werden einige elementare Tatsachen iiber die Eigen-
schaften (E) und (EE) zusammengestellt, insbesondere ergibt sich zwi-
schen beiden folgender einfache Zusammenhang: Ein Modul M hat genau
dann die Eigenschaft (EE), wenn jeder Untermodul von M die Eigen-
schaft (E) hat. Hinreichend fiir die Eigenschaft (E) ist, da8 R/Anny (M)
ein perfekter Ring ist. Als Anwendung zeigen wir in (1.6), daB iiber einem
kommutativen noetherschen Ring R ein halbeinfacher Modul My genau
dann die Eigenschaft (E) hat, wenn fast alle seine Isotypiekomponenten
Null sind, und das ist 4quivalent damit, daBl M, algebraisch kompakt ist.

Jeder linear-kompakte Modul hat die Eigenschaft (EE). In Abschnitt 2
wird fiir Spezialfalle die Umkehrung untersucht: Ist R ein noetherscher
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Integritatsring, und hat der Quotientenkérper K als R-Modul die Eigen-
schaft (EE), so ist er bereits linear-kompakt, und das ist dquivalent
damit, dal K selbstprojektiv ist. Ist R sogar dedekindsch, so lassen
sich die R-Moduln mit der Eigenschaft (EE) vollstéindig angeben: Sie
sind die direkte Summe aus einem linear-kompakten und einem be-
schrinkten Modul.

Ziel von Abschnitt 3 ist die Bestimmung aller Moduln mit der Eigen-
schaft (E) iiber einem diskreten Bewertungsring R: Sie sind algebraisch
kompakt, und nach Theorem (3.5) hat ein R-Modul M genau dann die
Eigenschaft (E), wenn er von der Form ist (RB*)% x D x B, wobei R* die
Vervollstindigung von R ist, >0, D teilbar und B beschriankt. Ist R
sogar vollstindig, so hat man folgende Charakterisierung: M hat genau
dann die Eigenschaft (E), wenn es in seiner injektiven Hiille ein Kom-
plement hat, und das ist 4quivalent damit, daBl Ra (M) ein Komplement
in M hat. Fiir diese letztere, »innere« Eigenschaft wird in (3.1), auch
iber unvollsténdigem R, noch eine Reihe dazu #quivalenter Aussagen
angegeben.

Zur Frage, wann aus der Existenz eines Komplementes fiir das Radi-
kal bereits die Kleinheit des Radikals folgt, erhalten wir in Abschnitt 4
iiber einem beliebigen Ring R: Ist M ein X-selbstprojektiver Modul, ist
U cRa (M), und hat U ein Komplement in M, so ist U bereits klein in M.
Dies ist eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Tatsachen, dafl in
einem projektiven komplementierten Modul das Radikal klein ist, und
daB ein projektiver radikalvoller Modul bereits Null ist.

Ziel von Abschnitt 5 ist die Bestimmung aller Moduln mit der Eigen-
schaft (E) iiber einem nicht-lokalen Dedekindring R: Sie sind wieder
algebraisch kompakt, aber im Unterschied zum lokalen Fall in Abschnitt
3 ist jetzt jeder torsionsfreie R-Modul mit der Eigenschaft (E) bereits
teilbar, denn in (5.5) zeigen wir: M hat genau dann in jeder Erweiterung
N, mit N/M torsionsvoll, ein Komplement, wenn M/T(M) teilbar ist
und wenn in 7'(M) das Radikal ein Komplement hat. Diese Eigenschaft,
zusammen mit Extp!(K,M)=0 (K der Quotientenkorper), ist sogar
dquivalent mit (E), und daraus folgt unser Theorem (5.6), das vollkom-
men dem am Anfang zitierten Struktursatz iiber B =Z entspricht.

1. Allgemeines.

Alle Ringe sind assoziativ mit Eins, und die Moduln unitire Rechts-
moduln. My heit nach Kasch-Mares [7] komplementiert, wenn jeder
Untermodul ein Komplement in M hat. M 5 heit nach Golan [5] supple-
mentiert, wenn jeder Untermodul geniigend viele Komplemente in M hat
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(siehe zu diesen Begriffen auch [15], [16]). M heiBt linear-kompakt (in
der diskreten Topologie), wenn jedes endlich 16sbare System (m;, U,); s
von Kongruenzen schon global losbar ist, d.h. ein mye M hat mit
m;—mq € U, fiir alle <. Bei Onodera [12, Theorem 5] und Sandomierski
[13, Proposition 2.6] wird gezeigt, daB jeder linear-kompakte Modul
komplementiert ist.

Der Beweis von Sandomierski 1aBt sich so lesen: Ist M linear-kom-
pakt, M<N und (T;|¢€I) eine nach unten gefilterte Familie von
Untermoduln von N, so gilt

(NT)+M = (T;+M).
Also ist insbesondere fiir jedes X + M =N die Menge
{(T| T<X und T+M=N)

induktiv nach unten geordnet und hat nach Zorn ein minimales Element.
Ergebnis: Jeder linear-kompakte Modul hat die Eigenschaft (EE).

LeMma 1.1. Fir einen linear-kompakten Modul M gilt:

(a) M st genauw dann noethersch, wenn jeder radikalvolle Untermodul
von M Null ist.

(b) M ist genau dann artinsch, wenn jeder sockelfreie Faktormodul von M
Null ist.

Beweis. Unter dem Radikal eines Moduls X verstehen wir Ra(X)=
der Durchschnitt aller maximalen Untermoduln=die Summe aller klei-
nen Untermoduln. Entsprechend ist So(X)=der Durchschnitt aller
groBen Untermoduln =die Summe aller einfachen Untermoduln. X heifit
radikalvoll bzw. sockelfres wenn Ra(X)=X bzw. So(X)=0.

Damit ist klar, daB aus noethersch (artinsch) die Bedingung fiir die
Untermoduln (Faktormoduln) folgt. — Hat bei (a) umgekehrt M keine
radikalvollen Untermoduln, so ist Ra (M) klein in M, denn ist X ein
Komplement von Ra(M) in M, und Y ein Komplement von X in M,
80 ist mit M/X auch Y radikalvoll, also Y =0 und X =M. Weil weiter
M[Ra (M) halbeinfach und linearkompakt ist, ist es endlich erzeugt, also
auch M. Das gleiche Argument zeigt, daB jeder Untermodul von M end-
lich erzeugt, also M noethersch ist. — Ebenso zeigt man bei (b), da8
jeder Faktor von M endlich koerzeugt ist (siehe [12, Proposition 6]).

BemERKUNG. Die gleichen Aussagen gelten, wenn man die Voraus-
setzung » M linear-kompakt« ersetzt durch »Z(M) totalgeordnet«.
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FoLaerUNG. Uber einem moetherschen Integrititsring mit Krull-Dimen-
sion 1 ist ein Modul genau dann artinsch, wenn er linear-kompakt und
torsionsvoll ist.

Lemma 1.2. Ein Modul M hat die Eigenschaft (EE) genaw dann, wenn
jeder Untermodul von M die Eigenschaft (E) hat.

Beweis. Hat jeder Untermodul von M die Eigenschaft (E), und ist
X+M=N, so hat insbesondere XNnM ein Komplement V in X, und
dann ist ¥ auch ein Komplement von M in N. — Ist umgekehrt M ein
Modul mit der Eigenschaft (EE), U ein Untermodul von M und U<N,
so bilde man die Fasersumme

] 1
u ; B
U—=- N

Mit M'=Bix und N’'=Big folgt F =M'+ N', so daBl nach Voraussetzung
M’ ein Komplement V in F hat mit ¥V <N'. Nun ist ¥ auch ein Komple-
ment von M’'nN’ in N’, und damit §-1(V) ein Komplement von U in N.

ForLeErRUNG. Ein Modul mit der Eigenschaft (EE) ist supplementiert.

LeMMmA 1.3.

(a) Die Eigenschaft (E) vererbt sich auf direkte Summanden.

(b) Ses A<B<C mit C[4 injektiv. Hat dann B die Eigenschaft (E),
80 hat ste auch BA.

(c) Sei A<B. Haben dann A und B[A die Eigenschaft (E), so hat sie
auch B.

BewEis. (a) Besitze 4 x M die Eigenschaft (E) und sei M <N. Dann
hat 4 x M ein Komplement ¥V in 4 x N, und weil der Kern des Epimor-
phismus g: 4 x N — N enthalten ist in 4 x M, folgt nach [15, Lemma 1.2],
daB g(V) ein Komplement von M in N ist. (b) Ist B/A<N, so gibt es,
weil C/A injektiv, das folgende kommutative Diagramm mit exakten
Zeilen:

0———>A——->B——~—*B/A————>0

o)

0—A4——P-?*> N —0.
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Weil nun B die Eigenschaft (E) hat und # ein Monomorphismus ist, hat
Bi’ ein Komplement V in P, und wie bei (a) folgt, daBl g(V) ein Kom-
plement von B[4 in N ist. (¢) Zu B<N hat man nach Voraussetzung
ein Komplement V/4 von B[A in N/A, und ein Komplement W von
A in V. Aus dem wesentlichen Epimorphismus

W ->V/A->N|B
folgt, da W auch ein Komplement von B in N ist.

BrispiEL zu (b). Sei R ein unendliches Produkt von Koérpern. Dann
sind die B-Moduln mit der Eigenschaft (E) genau die injektiven, denn
alle R-Moduln sind radikalfrei. Damit hat R, die Eigenschaft (E), nicht
aber jeder Faktormodul von Ry.

LemMa 1.4, Sei I ein zweiseitiges Ideal in R wnd R=R[I. Dann gilt:

(a) Hat M € Mod — R die Eigenschaft (E), und ist MI=0, so hat auch
Mz e Mod — R die Eigenschaft (E).

(b) Ist der Ring R rechis-perfekt, und ist M € Mod — R mit MI=0, so
hat M die Eigenschaft (E).

Bewass. (a) Aus Mz< N in Mod — R folgt M < N, so daB nach Vor-
aussetzung M ein Komplement V in Ny hat. Es folgt, daB@ V' ein Kom-
plement von Mz in N ist. (b) Sei R rechts-perfekt, d.h. jeder Rechts-R-
Modul komplementiert, und M wie angegeben, M <N in Mod — R. Weil
N/NI komplementiert ist, gibt es ein N/< V<N, so da V/NI Kom-
plement von (M + NI)/NI in N/NI ist. Nun ist ¥V auch ein Komplement
von M in N, denn die Summe ist klar, und aus 7+ M =N mit T'<V
folgt NI<T (wegen MI=0), also T=V.

ForLGgERUNG. Uber einem noetherschen Integrititsring mit Krull-Dimen-
sion 1 hat jeder beschrinkte Modul die Eigenschaft (E).

Wir wollen noch, in diesem allgemeinen Teil, die Eigenschaft (E) fiir
den R-Modul R™ und fiir halbeinfache R-Moduln untersuchen. Dazu
wird folgender Begriff benotigt: Ein Modul M heiBlt reduziert, wenn jeder
radikalvolle Untermodul von M Null ist. — Die Klasse der reduzierten
R-Moduln ist gegeniiber Untermoduln, Gruppenerweiterungen und be-
liebigen direkten Produkten abgeschlossen. Fiir Faktormoduln erhalt
man: Ist M reduziert, und U < M derart, da U in jedem Zwischenmodul
zu M ein Komplement hat, so ist auch M/U reduziert.
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Sarz 1.5. Der Ring R ist genau dann rechis-perfekt, wenn Ry reduziert
18t und der R-Rechts-Modul R™ die Eigenschaft (E) hat.

Bewzrs. Es ist wohlbekannt, daB iiber einem rechts-perfekten Ring R
jeder R-Rechts-Modul reduziert und komplementiert ist. Zur Umkehrung
zeigen wir:

(1) Ist M ein projektiver, reduzierter Modul mit der Eigenschaft (E),
so hat er ein kleines Radikal: Zu X +Ra(M)=M gibt es nimlich ein
o € End (M) mit

Bix « X und Bi(l—«) < Ra(M).

Es folgt, dafl « ein Monomorphismus ist [2, Theorem 3, oder auch der
2. Schritt im Beweis von 4.1], so daBl Bix ein Komplement Y in M hat.
Als wesentliche Uberdeckung von M/Bi« ist auch Y radikalvoll, also
Y=0und X=M.

(2) Sei nun Ry reduziert (also auch jeder projektive R-Rechts-Modul),
und besitze F=R™ die Eigenschaft (E). Ist (z; |4 e N) die kanonische
Basis von F, so geniigt es zur Rechts-Perfektheit von R zu zeigen (nach
[1, Lemma 1.3]), daB fiir jede Folge (a; |7 € N) von Elementen aus R

der Untermodul -
M= Z&=1 (2 —2i12) R

in F direkter Summand ist: Weil M ~F die Eigenschaft (E) hat, ist
Ra (M) nach (1) klein in M, und M hat ein Komplement ¥V in F. Aus
Ra(M)=MnRa(F) folgt VnM <Ra (M), also sogar VnM klein in M,
so daBl endlich ¥V und M gegenseitig Komplemente in F sind, und damit
ist F=V®M (siehe etwa [16, Lemma 1.3]).

Satz 1.6. Ist R kommutativ und noethersch, so sind fiir den halbeinfachen
R-Modul M dquivalent:

(i) M hat die Eigenschaft (E).
(ii) M st algebraisch kompakt.
(iii) Fast alle Isotypiekomponenten von M sind Null.

Bewsrs. (i) = (iii): Ist M =]1,;M, die Zerlegung von M in seine
Isotypiekomponenten, und definiert man dazu N =T, ;M,, so gilt fiir
jedes maximale Ideal m< R, weil es endlich erzeugt ist,

Nm = [y (Mym),

also Nm+ M =N. Damit ist N/M radikalvoll, und ist nun ¥ ein Kom-
plement von M in N, so ist auch V radikalvoll, also Null (weil N redu-
ziert), und aus M =N folgt M,;=0 fiir fast alle s e 1.
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(iii) = (ii): Wir zeigen, dal M reininjektiv ist, d.h. jede reine Erwei-
terung M < N zerfallt: Nach (1.4,b) hat M die Eigenschaft (E), also gibt
es ein Komplement ¥V von M in N. Aus VnM klein in N folgt

VnM < Ra(N)nM = Ra(M) = 0,

also V@M =N.
(ii) = (i): Ist M <N, so ist

X = (M +Ra(N))/Ra(N)

wieder halbeinfach und algebraisch kompakt. Nun sind in jedem radikal-
freien Modul die halbeinfachen Untermoduln rein, so daB hier X als
reiner Untermodul von N/Ra(N) sogar direkter Summand ist. Aus

V/Ra(N)®X = N/Ra(N)

folgt wie in (1.4,b), daBl V ein Komplement von M in N ist, denn zu
T+M=N ist N/T~M|TnM radikalfrei, also Ra(N)<=T.

2. Linear-Kompaktheit und die Eigenschaft (EE).

Das Ergebnis (1.6), ebenso jeder perfekte Ring, zeigt, dal ein Modul
mit der Eigenschaft (EE) nicht linear-kompakt zu sein braucht. Es soll
in diesem Abschnitt die Umkehrung untersucht werden fiir zwei Spezi-
alfille: Fiir den Quotientenkorper eines noetherschen Integrititsringes,
und fiir alle Moduln iiber einem Dedekindring.

LeMMA 2.1. Set R ein Integrititsring, mit Quotientenkorper K, und sei
in M g jeder teilbare torsionsvolle Untermodul Null. Dann gilt:

Hat My, die Eigenschaft (E), so ist Extp! (K, M)=0.

Bewszss. (1) Ist B: H -~ K ein wesentlicher Epimorphismus, so ist
Kep gleich dem Torsionsuntermodul 7'(H). Mit K ist nédmlich auch H
teilbar, und weil K torsionsfrei, ist auch Keg teilbar. Damit ist Ke /T (H)
ein injektiver, kleiner Untermodul von H/T'(H), also Null.

(2) Sei nun M wie angegeben, und M <N mit N/M ~ K. Nach Voraus-
setzung hat M ein Komplement V in N, und man zeigt, daB V sogar
direktes Komplement ist: Der wesentliche Epimorphismus ¥V — N/M hat
den Kern VnM, der nach (1) teilbar und torsionsvoll ist, also Null.

BemerrUNG. Ist jede wesentliche Uberdeckung des Quotientenkorpers
schon ein Isomorphismus, so ist Extz! (K, M)=0 fir jeden R-Modul M

Math. Scand. 35 — 18
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mit der Eigenschaft (E). Zum Beispiel trifft das fiir jeden Dedekindring
zu, allgemeiner fiir jeden noetherschen Integritiatsring R mit dim (R)=1,
denn nach [9, Theorem 3.3] ist dann in jedem teilbaren R-Modul der Tor-
sionsuntermodul direkter Summand, also unser 8 in (1) ein Isomorphis-
mus.

SATz 2.2. Fiir etnen Integrititsring R mit Quotientenkorper K + R sind
dquivalent :

(a) K st als R-Modul selbstprojektiv.

(b) K x K st als R-Modul supplementiert.

() Ist M<K x K, und hat M keine teilbaren Untermoduln, so ist M
bereits klein in K x K.

(d) Extg!(K,U)=0 fiir alle U< K.

Falls R noethersch, ist das weiter dquivalent mit :

(i) Kg hat die Eigenschaft (EE).

(ii) Ry hat die Eigenschaft (E), und dim (R)=1.
(iii) R w8t lokal und vollstindig, und dim (R)=1.
(iv) Ky ist linear-kompakt.

Bewris. Ein R-Modul X hei3t bekanntlich selbstprojektiv, wenn fiir
jeden Untermodul U von X die Abbildung

Hompg (X, X) > Homg (X, X/U)

surjektiv ist. Es ist dann auch X%=X x X selbstprojektiv, und zu
V+U=X gibt es stets einen Endomorphismus « von X mit Bia=V
und Bi(l —«)< U (siehe dazu [4] oder auch [16]).

(a) = (b): Weil K selbstprojektiv, ist jeder echte Untermodul von K
klein in K, also ist K komplementiert. Damit ist aber auch K2 selbstpro-
jektiv und komplementiert, also nach [16, Lemma 1.3] supplementiert.

(b) = (c): Sei M wie angegeben, V ein Komplement von M in K2,
und W ein Komplement von ¥V in K2 mit W< M. Dann ist W teilbar,
also W =0, und aus V=K? folgt M Kklein in K2

(¢) = (d): Sei US K, und weiter Uc M mit M/UxK. Dann ist M
torsionsfrei mit Rang (M) < 2, also 0.B.d.A. sogar M < K2, Weil M einen
von Null verschiedenen injektiven Faktor hat, ist M nicht klein in K2,
so daB es nach Voraussetzung einen teilbaren Modul M’ gibt mit
0+ M'< M. Wir behaupten, da M’ ein direktes Komplement von U in
M ist: Weil M'|[M’'nU torsionsfrei, ist auch M'nU teilbar, also Null;
und weil (M’'+ U)/U ein von Null verschiedener teilbarer Untermodul
von MU ist, gilt auch noch M'+U=M.
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(d) = (a): Fur jedes U< K ist exakt die Folge
Homg(K,K) > Homg(K,K|/U) - 0,

und das bedeutet gerade die Selbstprojektivitit von K.

Der zweite Teil des Satzes ist, weil R noethersch, nur eine Umformulie-
rung, in den Komplementiertheitsbegriff, von Ergebnissen von Matlis
aus [10].

Insbesondere gilt (d) <= (iii) nach [10, Theorem 4].

(i) = (ii): Nur die Aussage iiber die Krull-Dimension ist noch zu be-
weisen: Weil K, komplementiert, ist jeder echte Untermodul klein in K,
also jeder echte Faktormodul von K direkt unzerlegbar. Nach [10, Theo-
rem 2] ist damit dim (R)=1.

(ii) = (iii): R ist lokal, denn ist z € R nicht invertierbar und V ein
Komplement von zR in Ry, so ist V zyklisch und idempotent, also di-
rekter Summand in Ry, also V=R, also z € Ra(R). — R ist vollstandig,
denn ist ¥ ein Komplement von Ry in R*, der Vervollstindigung von R,
so ist mit R*/R auch V radikalvoll, also V=0 (weil R* reduziert), also
R=R*.

(iii) = (iv): Nach {14, Theorem 3] ist Ry linear-kompakt. AuBerdem
ist K/R nach [10, Theorem 1] artinsch, also auch K linear-kompakt.

(iv) = (i): klar.

Wegen dim (R)=1 stimmen die radikalvollen R-Moduln mit den teil-
baren R-Moduln iiberein, so daf man mit (1.1) erhélt:

ForLeerUNG [10, Corollary 3, p. 579]. Ist R ein noetherscher Integritiits-
ring wie vm Satz, und ist M ein torsionsfreier R-Modul von endlichem
Rang, so ist M von der Form X x K™ mit X endlich erzeugt.

Sarz 2.3. Sei R ein Dedekindring, kein Korper. Dann sind fir Mg
dquivalent : '

(i) M hat die Eigenschaft (EE).
(il) Jeder Untermodul von M ist kotorsion.
(ili) M ist direkte Summe aus einem linear-kompakten und einem be-
schramkten R-Modul.

Bewris. Ein R-Modul X heit bekanntlich kotorsion, wenn
Extz!(4,X)=0 fiir alle torsionsfreien Ap. Weil R dedekindsch, ist das
dquivalent mit Extz! (K, X)=0.

(i) = (ii): Jeder Untermodul U von M hat die Eigenschaft (E), ist
also nach (2.1) kotorsion.
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(ii) = (iii): Weil insbesondere T'(M)/D(T(M)) kotorsion ist, ist es nach
[11, Corollary 7.8] beschrinkt, also M =M ,®DDB mit M, torsionsfrei,
D torsionsvoll und teilbar, B beschrinkt. Weil R™ nicht kotorsion ist,
hat M, endlichen Rang, und weil jeder reduzierte Untermodul von D
wieder beschriankt ist, ist D bereits artinsch. Ist nun R nicht-lokal oder
lokal und unvollstéindig, so ist Ry nicht kotorsion [11, Corollary 7.9],
also M, =0, und wir sind fertig. Ist aber R lokal und vollstindig, so ist M,
nach (2.2) linear-kompakt, und es folgt die Behauptung.

(iii) = (i): Nach Voraussetzung gibt es ein 0%re R, so da Mr
linear-kompakt ist. In der exakten Folge

0>Mr<c M- M|Mr—0
hat also das erste und dritte Glied die Eigenschaft (EE), also auch M.

BemERRUNG. Uber einem nicht-lokalen Dedekindring ist nach (1.1
Folgerung) jeder linear-kompakte Modul bereits artinsch. Daher ist in
diesem Fall (iii) dquivalent mit (iii’): Der divisible Anteil von M ist
artinsch, und der reduzierte Anteil beschriankt. Nach [15, Theorem 3.1]
ist das noch adquivalent damit, daf M komplementiert ist und fast alle
Primérkomponenten von M gleich Null sind.

3. Radikal-komplementierte Moduln iiber einem diskreten
Bewertungsring.

In diesem Abschnitt ist R stets ein diskreter Bewertungsring mit
Quotientenkiérper K+ R und dem maximalen Ideal (p). In [15] wurde
gezeigt, dafl ein R-Modul mit kleinem Radikal bereits koatomar ist, d.h.
keine radikalvollen Faktoren hat, und dann schon direkte Summe aus
einem endlich erzeugten freien und einem beschrinkten Modul ist. Es
soll nun folgende schwichere Eigenschaft untersucht werden, die eng mit
der Eigenschaft (E) zusammenhéngt:

DrrintTiOoN. Ein Modul M heilit radikal-komplementiert, wenn Ra (M)
ein Komplement in M hat.

Sartz 3.1. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M ist radikal-komplementiert.
(ii) Es gibt ein n =0 mit Ran(M)/Ran+ (M) endlich erzeugt.
(iii) »Der« Basis-Untermodul von M is koatomar.
(iv) Es ist M=T(M)DX, wobei der reduzierte Anteil von T(M) be-
schrankt ist, und X [Ra(X) endlich erzeugt.
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Bewzis. (i) = (ii): Sei V ein Komplement von Ra (M) in M. Als we-
sentliche Uberdeckung von M/Ra(M) ist auch V koatomar, also
V=F®B mit F endlich erzeugt und frei, Bp®=0 fiir ein n=0. Aus
Vpm+ Mp"tl=Mp™ erhilt man den Epimorphismus

Fpn - Mpn /M])"'H ,
also die Behauptung.
(ii) = (iii): Sei S ein Basis-Untermodul von M, und 8 =®;.;S; mit S;
zyklisch. Weil nun
Spr[Spr+t = Mpr|Mp™+!

endlich erzeugt ist, gilt fiir fast alle ¢ € I, dafl S;p*=8;p"+!, also 8;p"=0,
so daBl § direkte Summe aus endlich vielen zyklischen und einem be-
schrinkten Modul ist, also koatomar.

(iii) => (i): Jeder Basis-Untermodul S von M ist ein Komplement des
Radikals, denn klar ist S + Ra (M)= M, und weil § koatomar ist, hat man
auch noch SnRa(M)=Ra(S) klein in S.

(iii) => (iv): Auch der Basis-Untermodul von 7'(M) ist koatomar, also
beschrinkt, so dal T'(M)/D(T(M)) direkter Summand in M/D(T(M)) ist.
Es folgt M =T(M)DX, und weil auch im torsionsfreien X der Basis-
Untermodul koatomar, also endlich erzeugt ist, folgt die Behauptung.

(iv) = (iii): Nach Voraussetzung sind die Basis-Untermoduln von
T(M) und X koatomar, also auch der von M.

Man zeigt leicht, daf die Bedingung (iii) noch dquivalent damit ist,
daB zwei vergleichbare Basis-Untermoduln von M stets schon iiberein-
stimmen. Aus den Aquivalenzen von (3.1) folgt auch unmittelbar:

LemMa 3.2. (a) Die Klasse der radikal-komplementierten R-Moduln st
gegeniiber Faktormoduln, reinen Untermoduln und Gruppenerweiterungen
abgeschlossen.

(b) Ist M radikal-komplementiert und M|U reduziert, so ist auch U
radikal-komplementiert.

(c) Genau dann ist jeder Untermodul von M radikal-komplementiert,
wenn T(M) komplementiert ist und M|T(M) endlichen Rang hat.

LevMA 3.3. Fiir einen R-Modul sind M dquivalent:

(i) M ist radikal-komplementiert.
(i) M hat in seiner injektiven Hiille esn Komplement.
(iii) Zu jeder Erweiterung M <N gibt es esn X <N, mit X + M =N und
XnM klein in N.
(iv) M hat in jeder Erweiterung N, mit N|M koatomar, ein Komplement.
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Breweis. Vorbemerkung: Ein Untermodul 4 von B ist genau dann
klein in B, wenn A koatomar ist und enthalten in Ra(B). Ist 4 nur
koatomar, so braucht es natiirlich nicht klein in B zu sein, aber aus

X/Ra(B)®(4 +Ra(B))/Ra(B) = B/Ra(B)

folgt immerhin noch X + A4 =B mit XnA4 klein in B.

(i) = (ii): Ist M = I eine injektive Hiille, so folgt nach [15, Lemma 2.3],
daB M in M ein Komplement hat.

(ii) = (iii): Ist M <N, und NN eine injektive Hiille, so kann man
M < M < N wihlen, und ist nach Voraussetzung ¥ ein Komplement von
M in M, weiter WM =N, so ist V+ W ein Komplement von M in N.
Mit V,=(V+ W)nN erhilt man insbesondere V,+ M =N, V,nM koa-
tomar. Nach der Vorbemerkung gibt es nun ein X < ¥V, mit X + (V,nM)=
V, und Xn(V,nM) klein in ¥V,, sodaB endlich X+ M =N und XnM
klein in N ist.

(iii) = (iv): Sei M <N und X wie vorausgesetzt. Ist nun N/M
X/X nM koatomar, so ist mit X nM auch X koatomar, also komplemen-
tiert, und ist jetzt ¥ ein Komplement von X nM in X, so ist ¥ auch ein
Komplement von M in N.

(iv) = (i): Die Eigenschaft (iv) vererbt sich nach (1.3,b) auf Faktor-
moduln (denn im dortigen Diagramm ist KokA ~ N/(B/A)), insbesondere
auf Ra(M). Damit hat Ra (M) ein Komplement in M.

BEMERKUNG. Aus (ii) folgt nicht, dal M in jeder wesentlichen Erwei-
terung ein Komplement hat: Sei R unvollstéindig, N ein torsionsfreier,
direkt unzerlegbarer R-Modul vom Rang 2 (siehe [6, Theorem 19]), §
ein Basis-Untermodul von N, und S‘;_-F M g N. Dann ist M ~ R? und N/M
torsionsvoll, aber M hat kein Komplement in N. — Andrerseits kann
man das Ergebnis in (ii) = (iii), da M in jeder injektiven Erweiterung
N ein Komplement hat, noch verbessern: Es geniigt zu verlangen, daf3
in N/T(N) jeder reine Untermodul schon direkter Summand ist. Solche
Moduln nannten wir in [15, Satz 2.7] reinzerfallend, und es wurde dort
gezeigt, daBl das dquivalent damit ist, daB der reduzierte Anteil koato-
mar ist. Insbesondere ist die Klasse der reinzerfallenden R-Moduln gegen-
iiber Faktormoduln und endlichen direkten Summen abgeschlossen.

SaTz 3.4. Ist M radikal-komplementiert, so hat M in jeder Erweiterung
N, mit N|T(N) reinzerfallend, ein Komplement.

Bewnris. (1) Sei zunichst spezieller M koatomar: Dann gibt es nach
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der Vorbemerkung in (3.3) ein X< N mit X+ M =N und XnM klein
in N. Die Menge

{V| V<X und Ra(V)=VnRa(N)}

hat nach Zorn ein maximales Element V,, und wir behaupten, daB V,
ein Komplement von M in N ist: Weil V,nM klein in N, also auch klein
in ¥, ist, bleibt nur noch V,+M =N zu zeigen. Nun hat in N=N/V,
der Untermodul X, wegen der Maximalitat von ¥V, folgende Eigenschaft:
Ist A< X mit Ra(4)=A4nRa(N), so ist 4 schon Null. Daraus folgt, daB
X reduziert ist, und X <Ra(N). Aus M + X =N folgt jetzt, weil M koa-
tomar ist, daB N reduziert und radikal-komplementiert ist, also N=
H,®H, mit H, torsionsfrei und H, beschrénkt. Als Faktor von N/T(N)
ist nun H, reinzerfallend, also sogar endlich erzeugt. Damit ist N koato-
mar, und X klein in N. Es folgt =N, d.h. Vo+ M =N wie behauptet.

(2) Sei nun M radikal-komplementiert, S ein Basis-Untermodul von
M, und V/S®M[S=N[S mit ScV<N. Weil dann V rein in N, also
auch V/T(V) reinzerfallend ist, gibt es nach (1) ein Komplement W von
Sin V, und W ist dann auch ein Komplement von M in N.

Fovrcerune 1. Ist M[Ra (M) einfach, so hat M in jeder Erweiterung N,
mit N|M torsionsvoll, ein Komplement.

FoLecErUNG 2. Ist M[Ra(M) einfach, so hat M in jeder Erweiterung N,
mit M nicht rein in N, ein Komplement.

ForeeErUNG 3. Ist R wvollstindig, so hat jeder radikal-komplementierte
R-Modul die Eigenschaft (E).

ForceruNG 4. Ist R wvollstindig, und A<B<C, so gill: Hat A ein
Komplement in C, so hat A auch ein Komplement in B.

ForLeeRUNG 5. Ist R vollstindig, und X + M =N mit XnM klein in N,
so gibt es ein Komplement V von M in N, mit V< X.

Brwgris. (1) Wahlt man einen Basis-Untermodul § von M und
VIS®M|S=N|8, so ist V/|S torsionsvoll, und aus der Voraussetzung
iiber M folgt, daB S zyklisch ist, also Rang(V/T(V)) < 1. Nach dem Satz
hat nun 8 ein Komplement in ¥V, und man ist fertig.

(2) Seien 8 und V wie eben, auBerdem der Zwischenmodul V’ definiert
durch V’/8=T(V/S). Nach (1) hat nun S ein Komplement X in ¥’, und
weil nach Voraussetzung M nicht rein in N, also auch S nicht rein in ¥’
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ist, folgt XnS+0, sodaB S/XnSx V'/X kotorsion ist. Wahlt man nun
YIX®V'|[X=V[X mit X<Y <V, soist ¥ ein Komplement von § in V,
denn die Summe ist klar, und YnS=Yn¥V'n8=Xn~S ist klein in X,
also erst recht klein in Y.

(3) Weil R vollstandig, ist jeder reduzierte radikal-komplementierte
R-Modul nach [6, Theorem 23] bereits koatomar. Damit ist jetzt im
Beweis des Satzes die Voraussetzung »N/T'(N) reinzerfallend« iiberfliissig.

(4) Es geniigt, daB es ein X <C gibt mit X+ 4=C, Xn4 klein in C.
Dann folgt namlich (XnB)+ 4 =B, und das koatomare X nA4 hat nach
eben ein Komplement in X nB, das dann auch ein Komplement von 4
in B ist.

(5) Dies wurde soeben gezeigt mit A=M und B=C=N.

Fiir einen radikal-komplementierten B-Modul M 148t sich die Struktur
von M*=Extz!(K/R,M) nach (3.1,iv) sofort angeben. Weil andrerseits
R* nach (3.4 Folgerung 2) die Eigenschaft (E) hat, haben wir als Haupt-
ergebnis dieses Abschnittes:

THEOREM 3.5. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M hat die Eigenschaft (E).
(ii) M st radikal-komplementiert und kotorsion.
(iii) M ~(R*)2x D x B, wobet R* die Vervollstindigung von R ist, a =0,
D teilbar und B beschrdinkt.

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir auch die reinzerfallenden
R-Moduln durch eine Komplement-Eigenschaft des Radikals bzw. der
injektiven Hiille charakterisieren:

Satz 3.6. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M hat in seiner injektiven Hiille ein starkes Komplement.
(ii) Ra (M) hat ein starkes Komplement in M.
(iii) Der reduzierte Anteil von M ist koatomar.

In diesem Fall sind die Basis-Untermoduln von M genau die starken
Komplemente des Radikals.

Bewezis. Ein Komplement ¥V von U in M heit nach [16] starkes Kom-
plement, wenn zusitzlich VnU direkter Summand in U ist, d.h. wenn
es ein U'cU gibt mit VU’ =M.

(i) = (ii): Sei M < M eine injektive Hiille, und nach Voraussetzung V
ein starkes Komplement von M in M. Aus M’ < M mit VM’ =M folgt
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(VnM)Y®M'=M mit VnM koatomar und M’ teilbar. Damit ist VnM
bereits ein starkes Komplement von Ra (M) in M.

(ii) = (iii): Ist V ein starkes Komplement von Ra(M) in M, und
X<cRa(M) mit VX =M, so ist V koatomar und X teilbar, also X =
D(M), und damit M/D(M) koatomar.

(iii) = (i): Sei M < eine injektive Hiille, und V@D(M)=IM. Wir
behaupten, daB V bereits ein starkes Komplement von M in M ist, und
dazu ist nur mehr zu zeigen, da8 in V der Untermodul V' nM klein ist,
d.h. koatomar. Wegen VnM ~ M/D(M) ist das aber gerade die Voraus-
setzung.

Aus diesem Beweis folgt auch der Zusatz iiber die Basis-Untermoduln.

Endlich soll noch bemerkt werden, daBl ein R-Modul M genau dann in
jeder Erweiterung ein starkes Komplement hat, wenn der reduzierte
Anteil von M halbeinfach ist, und bekanntlich ist das dquivalent damit,
daBl M neat-injektiv ist, d.h. in jeder Erweiterung N, mit Ra(M)=
MnRa(N), direkter Summand ist.

4. Das Radikal von X-selbstprojektiven Moduln.

Es soll iiber einem beliebigen Ring R fiir spezielle Moduln M unter-
sucht werden, wann aus der Tatsache, dafl Ra (M) ein Komplement in
M hat, bereits die Kleinheit des Radikals folgt. Dazu sei an folgenden
Begriff erinnert: Ein Modul M heifit 2-selbstprojektiv (siehe [4]), wenn
fiir jede Indexmenge I der Modul M@ selbstprojektiv ist.

Satz 4.1. Ist der Modul M X-selbstprojektiv und U <Ra (M), so gilt:
Hat U ein Komplement in M, so ist U bereits klein in M.

Bewszis. (1) Es wird eine Verallgemeinerung von »das Radikal ist klein«
benotigt, die bei Bildung von direkten Summen erhalten bleibt: Ein Mo-
dul M heiBe deformierbar, wenn es zu jedem m € Ra (M) ein u € End (M)
gibt mit u(m)=m und w(Ra(M)) klein in M. Dafiir zeigt man leicht, daB
M =@ M, genau dann deformierbar ist, wenn alle M, deformierbar sind.

(2) Ist M ZX-selbstprojektiv und & € End(M) mit Bi(l —«)<Ra (M),
50 ist « ein Monomorphismus (fiir projektives M ist das Theorem 3 in
[2]): Zunichst ist M deformierbar nach (1), denn zu einem Erzeugenden-
system (m, | i € I) zerfillt der kanonische Epimorphismus

ILier mB — M,
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so daBl M bis auf Isomorphie direkter Summand einer direkten Summe
von Zyklischen ist. Ist nun « wie angegeben und m € Kew, so gibt es
ein u € End (M) mit u(m)=m und u(Ra(M)) klein in M. Definiert man
nun f=1-pu(l —«), so erhilt man m € Kef und Bi(1l —p) klein in M, so
da8 1-p im Radikal von End (M) liegt (weil M selbstprojektiv), also 8
ein Isomorphismus ist. Es folgt m =0.

(3) Sei nun M X-selbstprojektiv, U <Ra (M) und V ein Komplement
von U in M : Dann gibt es ein « € End (M) mit Bia < ¥ und Bi(l —«)< U,
so daB aus «(V)+ U= M weiter folgt «(V)=V, also M =a~YV)=a"1x(V)
=V +Kea=7V, denn nach (2) ist « ein Monomorphismus. Damit ist U
klein in M.

ForeErUNGg (W. Zimmermann). Ein X-selbstprojektiver, radikalvoller
Modul ist bereits Null.

BemErkUNG. Uber einem vollsténdigen diskreten Bewertungsring R
gilt sogar fiir jeden reduzierten BR-Modul M: Ist U <Ra(M) und hat U
ein Komplement in M, so ist U bereits klein in M.

5. Die Moduln mit der Eigenschaft (E) iiber einem nicht-lokalen

Dedekindring.

In diesem Abschnitt ist R stets ein Dedekindring, kein K6rper. Obwohl
sich in (5.2 Folgerung 1) ein wesentlicher Unterschied zum lokalen Fall
des Abschnittes 3 ergibt, lassen sich die Resultate mit dhnlichen Metho-
den wie zuvor herleiten, so daB wir die Beweise von (5.3) bis (5.6) dem
Leser iiberlassen.

Hirrssarz 5.1. Ses A<B<C und besitze A ein Komplement in C.

Ist dann entweder B torsionsvoll oder B[A>S8o(C[A), so hat A auch ein
Komplement in B.

Bewazrs. (1) Sei zunichst spezieller 4 klein in C. Dann ist A koatomar,
also im ersten Fall in jeder Primidrkomponente beschrinkt, so dal 4 im
torsionsvollen B ein Komplement hat. Im zweiten Fall ist 4 sogar klein
in B, denn mit

plo(d) = {oeC| p<A}

folgt aus der Voraussetzung p-1,(A4)<B fiir alle maximalen Ideale p,
also
A =AnCp = (pTe(4))p < By

fiir alle p, also 4 <Ra(B).
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(2) Ist nun ¥ ein Komplement von 4 in C, so folgt VnAd<VnB<V
und entweder ¥V nB torsionsvoll oder

VnB/VnA>So(V|[VnA).

Damit hat jetzt VnA ein Komplement W in VnB, und W ist dann
auch ein Komplement von 4 in B.

ForLeerUNG. Ein R-Modul M hat genau dann die Eigenschaft (E), wenn
er in jeder Erweiterung N, mit N|M teilbar, ein Komplement hat.

BEIspIELE iiber B=Z. (1) Sei B=T1,(Z/(p)), wobei p alle Primzahlen
durchlduft, 4 =T(B) und C eine injektive Erweiterung von B. Dann hat
A ein Komplement in C, aber keines in B.

(2) Sei Z3 B<Q. Hat dann Z ein Komplement in B, so ist Z schon
klein in B, und das ist d&quivalent damit, daB B alle rationalen Zahlen
mit quadratfreiem Nenner enthélt.

Wihrend jede wesentliche Uberdeckung eines torsionsfreien R-Moduls
schon ein Isomorphismus ist, braucht eine wesentliche Uberdeckung
eines Torsionsmoduls nicht einmal torsionsvoll zu sein (siehe Beispiel 2).
Man hat jedoch:

HrvrssaTz 5.2. Ist f: A - B ein wesentlicher Epimorphismus, und ist
in B mindestens eine Primdrkomponente gleich Null, so gilt:

(a) Kef ist torsionsvoll.
(b) In
0—— T(A) —=— 4 —— AT4) —— 0
r f ) i
4 ¥

ist f' wieder ein wesentlicher Epimorphismus, und f'' ein Isomor-
phismus.
(c) Die injektive Hiille von A ist tsomorph zur injektiven Hiille von B.

Bewzs. (a) Sei T,(B), die p-Komponente von B, gleich Null fiir ein
maximales Ideal p. Dann ist X =Kef p-teilbar, denn mit

p(X) ={acd| ap=X}
ist p-1,(X)/X <T,(4/X)=0, also
Xp=(p(X))p=Xndp=X.
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Weil aber X koatomar, ist jetzt jeder p-priméire Faktor von X gleich
Null, insbesondere
Homp(X,T,(K/R)) = 0.

Daraus folgt aber Hompy(X,K)=0, also X =Kef torsionsvoll wie be-
hauptet.

(b) Aus Kef<T(4) folgt sofort die Isomorphie von f'’, und die Sur-
jektivitit von f'. Es ist aber auch Kef’ klein in 7(4), denn Kef'=Kef
ist koatomar, und enthalten in Ra(T'(4)).

(c) Sei X =Kef, auerdem A = 4 eine injektive Hiille, und X = X < 4.
Weil nun X torsionsvoll und koatomar, also direkte Summe von zyk-
lischen Torsionsmoduln ist, hat man X/X ~X , also ff;ﬁ/X . Weiter
folgt aus X < Ra(A4), in vollkommener Dualitét zum ersten Beweisschritt
von (5.1), daB8 4/X groB in 4/X ist, also 4/X ~ B.

FoLeERUNG 1. Ist R nicht-lokal, so ist jede wesentliche Uberdeckung eines
p-primdren (und beschrinkten) R-Moduls wieder p-primdr (und beschrinkt).

FoLGERUNG 2. Hat R unendlich viele maximale Ideale, so ist jede we-
sentliche Uberdeckung eines artinschen R-Moduls wieder artinsch.

Sa1z 5.8. Ist R nicht-lokal und p ein maximales Ideal, so sind fiir einen
R-Modul M dquivalent:

(i) Myp hat ein Komplement in M.
(ii) Dve Folge M > Mp> Mp2> ... ist stationdr.
(iii) Esist M =T, (M)DX, wobei T (M) radikal-komplementiert ist, und
X p-teilbar.
(iv) M hat in jeder Erweiterung N, mit N|M p-primdr, ein Komplement.

In diesem Fall sagen wir, daf} M die Eigenschaft (E®) hat.

Uber R=2Z hat man noch den von Fuchs (siehe [3 § 32]) eingefiihrten
Begriff einer p-Basis-Untergruppe B von M. Bemerkt man, daf} fiir ein
Komplement V von B notwendig V=2, Mp* und V®B=M gilt, daB
auBerdem fiir jede Primzahl ¢+ auch Bg eine p-Basis-Untergruppe von
M ist, so erhélt man folgende Fortsetzung von (5.3):

SaTz 5.3*. Fiir eine abelsche Gruppe M ist (EP) weiter dquivalent mit:

(a) »Die« p-Basis-Untergruppe von M ist beschrinkt.

(b) Jede p-Basis-Untergruppe von M hat ein Komplement in M.

(c) Zwes vergleichbare p-Basis-Untergruppen von M stimmen stets schon
iiberein.
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In diesem Fall sind die p-Basis-Untergruppen von M genau die starken
Komplemente von Mp in M.

LemmA 5.4. Ist R nicht-lokal und p ein maximales Ideal, so gilt:

(a) Die Klasse der R-Moduln mit der Eigenschaft (E®) ist gegeniiber Fak-
tormoduln, reinen Untermoduln und Gruppenerweiterungen abgeschlossen.

(b) Hat M die Eigenschaft (E®) und ist M|U reduziert, so hat auch U die
Eigenschaft (E®).

(c) Genau dann hat jeder Untermodul von M die Eigenschaft (E¥), wenn
M torsionsvoll ist und die p-Komponente von M komplementiert ist.

Auch die folgende »Globalisierung« bereitet keine Schwierigkeiten, wenn
man beim Schritt (i) = (iii) eine injektive Hiille /' und den Zwischen-
modul N =p-15;(M) wihlt:

LemmaA 5.5. Ist R nicht-lokal, so sind fiir etnen R-Modul M dquivalent:

(i) M hat in jeder Erweiterung N, mit N|M torsionsvoll, ein Komple-
ment.
(ii) M hat in jeder wesentlichen Erweiterung ein Komplement.
(iil) M hat die Eigenschaft (EP), fir jedes maximale Ideal p.
(iv) T(M) ist radikal-komplementiert, und M|T (M) teilbar.

Aus der letzten Aquivalenz bekommt man jetzt durch den Funktor
Extz! (K/R, —) die Struktur der R-Moduln mit der Eigenschaft (E). Weil
andrerseits sich jede Erweiterung M <N trivialerweise in M < N'c N
aufteilen 148t mit N’/M torsionsvoll und N/N’ torsionsfrei, ist im Fol-
genden auch der Schritt (ii) = (i) klar, so dal wir als Hauptergebnis dieses
Abschnittes erhalten:

THEOREM b5.6. Ist R nicht-lokal, so sind fiir etnen R-Modul M dquivalent:

(1) M hat die Eigenschaft (E).
(i) M ist kotorsion, und M hat in jeder Erweiterung N, mit N|M tor-
stonsvoll, ein Komplement.
(iii) M~ D x (II,4,), wobei D teilbar ist, p alle maxzimalen Ideale von R
durchlduft, und jedes A, p-primdr und beschrankt ist.

Forcerune. Hat M die Eigenschaft (E), und ist M|U reduziert, so hat
auch U die Eigenschaft (E).
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Im Fall unendlich vieler maximaler Ideale (aber auch iiber einem un-
vollstdndigen diskreten Bewertungsring) tritt bei der Eigenschaft (E)
noch ein Phinomen auf, das wir fiir BR=Z erlautern wollen: In der abel-
schen Gruppe

N =TI, (Z/(®)

hat die Untergruppe M = Ra (V) wieder die Eigenschaft (E). Insbesondere
hat M ein Komplement V in N, aber V selbst hat kein Komplement
mehr in N, denn M ist reduziert und nicht klein in N. Will man das ver-
meiden, so erhilt man folgende Klasse von R-Moduln:

Satz 5.7. Ist R nicht-lokal, so sind fiir einen R-Modul M dquivalent:

(i) Ist M <N, so gibt es ein Komplement V von M in N derart, daf
auch noch V ein Komplement in N hat.
(i1) Der reduzierte Anteil von M st beschrinkt.

Falls R unendlich viele maximale Ideale hat, ist das weiter dquivalent mit

(iii) M hat in seiner injektiven Hiille ein Komplement, und M ist p-teil-
bar fiir fast alle maximalen Ideale p.

Bewazis. (i) = (ii): Weil M insbesondere die Eigenschaft (E) hat, ist
der reduzierte Anteil nach (5.6) von der Form JJ, 4, mit 4, beschrinkt,
und wir miissen nur noch zeigen, dafl fast alle 4, gleich Null sind, d.h.
M[D(M) koatomar ist: Dazu sei M =M eine injektive Hiille, und
McNcM definiert durch N/M =So(M/M). Nach Voraussetzung hat
man ein Komplement ¥V von M in N, und ein Komplement W von ¥V
in N. Weil M =Ra(N), ist N/V radikalvoll, also auch W, und aus W<
D(M) erhalt man den Epimorphismus VnM — M/D(M) mit VnM koa-
tomar, also die Behauptung.

(ii) = (i): Sei M =D@PA mit D teilbar und 4 beschrinkt. Ist dann
M <N, so gibt es ein D<= U < N mit U/D Komplement von M/D in N|D.
Weil aber M/D komplementiert ist, gibt es auch noch ein Dc W<M
mit W/D Komplement von U/D in N/D. Ist nun V@D ="U, so zeigt man
leicht, daB V ein Komplement von M in N ist, und W ein Komplement
von V in N.

(ii) = (iii): M hat ja sogar die Eigenschaft (E), und die Teilbarkeit ist
klar.

(iii) = (ii): Aus der Teilbarkeitsbedingung folgt, daB in M /M fast
alle Primarkomponenten Null sind. Ist nun ¥V ein Komplement von M
in M, soist VnM als Kern des wesentlichen Epimorphismus V — M/M
nach (5.2) beschrinkt. Sei jetzt M’ ein Komplement von VnM in M.
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Dann ist M’ auch ein Komplement von V in M, also M’ teilbar, also
M' < D(M). Damit erhélt man den Epimorphismus VnM - M[D(M), so
daB auch M/D(M) beschrinkt ist.
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