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TRANSFORMATIONSEIGENSCHAFTEN
ENDLICHER KETTEN UND ALLGEMEINE
VERZWEIGUNGSAUSSAGEN

PAUL SARREITHER

Sei L(A) eine Schar linearer stetiger Operatoren zwischen zwei Banach-
rdumen. An jeder Stelle A des reellen oder komplexen Parameterbereiches
sind sogenannte Ketten (bis zu einer von den Differenzierbarkeitseigen-
schaften von L abhidngenden Linge) definiert. Derartige Ketten spielen
eine Rolle bei der Untersuchung, bzw. Charakterisierung des Spektrums
von L, ebenso wie bei der Frage nach der Vollstindigkeit des Systems
der Eigenvektoren von L (siehe etwa [3], [12], [9], [4]).

In dieser Arbeit wird nun zunichst gezeigt, daB sich bei einigen Trans-
formationen der Schar L(A) die zugehorigen Ketten in iibersichtlicher
Weise mitverindern (Abschnitt 2 und 3). Gewisse mit den Ketten ver-
kniipfte Dimensionszahlen bleiben dabei invariant; eine dieser Invarian-
ten 14Bt sich als eine Verallgemeinerung algebraischer Vielfachheit inter-
pretieren (Abschnitt 4). Diese Ergebnisse werden dann im letzten Ab-
schnitt verwendet, um einen grundlegenden Satz iiber parameterabhin-
gige nichtlineare Gleichungen (»Verzweigung von Losungen an Eigen-
werten ungerader algebraischer Vielfachheit«) auf eine erheblich weitere
Klasse von Problemen zu iibertragen.

1. Definitionen und Grundtatsachen.

In dieser Arbeit bezeichnet K stets den Korper R oder C, sowie U eine
offene Umgebung des Punktes 1, € K. Ist Z ein Banachraum iiber K, so
heiBt eine Abbildung f: U — Z von der Klasse D,(A,) (n2=1), wenn f
stetig, (n — 1)-mal stetig differenzierbar ist und an der Stelle 4, selbst eine
n-te Ableitung besitzt; die Ableitungen von f an der Stelle 1, werden mit
fo® (k=0,...,n) abgekiirzt. Fir K=C und »>1 ist f natiirlich analy-
tisch und hat bei 4, Ableitungen beliebig hoher Ordnung; dennoch ist
auch in diesem Fall die obige Notation fiir f sinnvoll, um bei der Formu-
lierung von Voraussetzungen die tatsichlich bendtigten Ableitungen
anzugeben.

Eingegangen am 31. Januar, 1974.
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Wenn f von der Klasse D, (4,) ist, so wird f durch das Taylorpolynom

1
Fa®) 1= o 15 (A= 2)5®

so approximiert, daB ||f(1) —f,(3)|]|=0(|A —2,|*) fiir A€ K, 1 - A, gilt.

Seien X und Y Banachrdume iiber K, sowie L: U - B(X,Y) von der
Klasse D, (4,). Ein Tupel {u,,...,u,_,} von r Elementen aus X heiit
(L, Ag)-Kette der Linge r, wenn (i) r<n+1, und (ii) die folgenden r Glei-
chungen erfiillt sind:

(1.1) i= 0""L (1')uk i = 0 (k=0,. . .,1‘—1)) .

Falls uy#+0 ist, wird die Kette wesentlich genannt. (Hierzu etwa [5,
S. 252] oder [8, S. 563], sowie [12, S. 2]).

Einige spdter hiufig benutzte Eigenschaften von Ketten sind direkt
aus ihrer Definition abzulesen:

Jedes Anfangsstiick einer (L,Ay)-Kette ist selbst eine (entsprechend
kiirzere) (L,A,)-Kette. Durch Weglassen, bzw. Einfiigen trivialer An-
fangsglieder kann eine Kette verkiirzt, bzw. verlingert werden (bis zur
Maximallinge n+ 1). Nichttriviale Ketten existieren nur dann, wenn
der Nullraum N(L(4y)) +{0}. Falls L bei 4, sogar analytisch ist, gibt es
(L,Ay)-Ketten beliebiger Liange; dagegen kann die Linge wesentlicher
Ketten beschrénkt sein.

(L,4y)-Ketten einer festen Lénge r bilden in dem Banachraum
X,:= X x...xX (r-faches Produkt) einen abgeschlossenen linearen Teil-
raum, dessen Dimension wir mit DIM(L,4y,r) bezeichnen. Gleichzeitig
bilden auch die (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit r-ten) Glieder
dieser (L,4,)-Ketten in X selbst einen abgeschlossenen linearen Teilraum
der Dimension dim(L,Ay,7). Es ist nicht schwer einzusehen, daB diese
beiden Dimensionszahlen beziiglich r schwach monoton wachsen und zu-
einander in der Relation

(1.2) dim(L,Ay,7) £ DIM(L,4,,7) (1=r=n+1)

stehen. Beide Dimensionen sind genau dann endlich, wenn der Null-
raum N(L(4,)) endlichdimensional ist.
Gilt fiir ein ry S n:

DIM (L, A, 7s) = DIM(L, 4,70+ 1) < oo,

kann es keine wesentlichen (L, ,)-Ketten der Lénge r > r,+ 1 geben. Also
ist DIM (L, 4y,7) =DIM (L, 4y,7,) — und ebenso dim (L, 4,,7) = dim (L, A, 7,)
— fir alle r mit rySr=<n+1. Dagegen kann aus der Relation:
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dim (L, 44,7y) =dim (L, 45,79+ 1) im allgemeinen nicht auf die Konstanz
der beiden Dimensionszahlen fiir r > r, geschlossen werden.

Die Bedeutung dieser Begriffe bei gewohnlichen Eigenwertaufgaben ist
leicht einzusehen:

Wenn L: K — B(X) durch L(A) := Al x— A, bzw. L(A) := I x —AA mit
A € B(X) definiert ist, sind die Glieder «, (k=0,...,r—1) einer (L,4,)-
Kette {u,,...,u,_,} Hauptvektoren zu L(4,) von einer Stufe <k+1, und
von genau der Stufe k+ 1, wenn %, 0.

Andererseits kann man zeigen, dafl auch alle Hauptvektoren zu L(4,)
als Glieder einer (L, 4,)-Kette auftreten (siehe [4, S. 84] und [11, S. 50£f.]).
Daher gilt fiir alle natiirlichen r

(1.3) dim (I(+)—4,4q,7) = dim N((A] — A)")
dim (I —(+)4,4,7) = dimN((I —24,4)") .

Da auflerdem aus u, ;=0 auch u, ,=...=u;=u,=0 folgt, hier also
Ketten bereits durch ihr »rechtes Ende« eindeutig bestimmt sind, gilt in
der Relation (1.2) stets das Gleichheitszeichen.

Falls zusidtzlich 1,0 und A4 als vollstetig angenommen wird, ist die
Lénge wesentlicher (L,A,)-Ketten beschrinkt und gerade gleich dem
Riesz’schen Index, bzw. der Ordnung des Poles, den die Resolvente
{AI — A}, bzw. {I —A4A}' in A=1, hat ([6, Kapitel III]).

2. Elementare Transformationen.

Seien X, Y, Z Banachriume iiber K, sowie L: U - B(X,Y) und
8:U - B(Y,Z) von der Klasse D,(4,). Dann ist die Komposition
SL:U - B(X,Z), die definiert wird durch (SL)(A) : = S(A)L(4), ebenfalls
von der Klasse D, (4,).

Sarz 2.1. Falls S(3,) eine stetige Inverse auf Z besitzt, so sind die
(SL,A,)-Ketten genaw die (L,Ay)-Ketten.

Bewzis. (Vergleiche Lemma 4.1 aus [4]). Man beachte, da firr<n+1
beliebige Elemente wy,...,w,_; € X stets die folgenden r Gleichungen
gelten:

1

; ' Lo(j)wk—l—j

2] 1 .
t=0 i' (SL)o(’L)uk—i zl:o Soa) zj—;é
b "C 0’---,’—'1.

Sei weiter T': U —~ B(Z,X) von der Klasse D,(4,), LT analog wie SL
definiert; LT ist ebenso von der Klasse D, (4,).
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Sarz 2.2. Falls T(A,) eine stetige Inverse auf X besitzt, sind die (L,A,)-
Ketten {u,,...,u,,} und die (LT,Ay)-Ketten {v,,...,v,_,} jeder Ldnge
r=n+1 bijektiv und linear aufeinander abbildbar durch die Relationen

1
(2.1) w = o5 Ty (B=0,...,r=1).

Beweis. Wenn w,,...,%, ;€ X und v,,...,v,_;€Z durch (2.1) ver-
kniipft, sonst aber beliebig sind, dann gilt, wie leicht zu verifizieren:

1 1
E{;OEL(,%,C_,. = ;.;Oj—! LTy (k=0,...,r—1).
Die Zuordnung (2.1) ist linear, von Dreiecksgestalt mit Diagonalelemen-
ten 7'(4,) und daher eindeutig umkehrbar.

Ketten lassen sich auch mittels »erzeugender Scharen« beschreiben:
Wenn {u,,...,u,} eine (L,1,)-Kette ist, so besitzt die durch u(d):=
3% ougA—Ay)t definierte Vektorschar u: K — X die Asymptotik

ILAYA)| = o(|A—Ay%) fiir Ae K, A 2.

Ist andererseits auf einer Umgebung U, von A, eine Vektorschar
u: Uy —> X von der Klasse D;(4,) mit dieser Asymptotik gegeben, so
wird durch sie eindeutig eine (L,4,)-Kette der Linge k+1 bestimmt,
deren Glieder gerade u; := (¢!)~1u,® (s=0,...,k) sind.

Diese Charakterisierung 148t sich vorteilhaft verwenden, um das Ver-
halten von Ketten bei Parametertransformationen zu studieren:

Sei u € K, V eine offene Umgebung von g, und A: V - U von der
Klasse D, (u,) derart, dafl A auf A(V) stetig umkehrbar mit A(u,)=4,
ist. Dann gilt:

Sarz 2.3. Falls A'(ue)+0 ist, sind die (L,Ay)-Ketten {u,,...,u,_,} und
die (L-A,uy)-Ketten {v,,...,v,_,} jeder Linge r <n+1 bijektiv und linear
aufeinander abbildbar durch Relationen der Gestalt

(2.2) v = Yreo Agyu;  (k=0,...,r—1),

wober Ay;=Ay(Ay,...,4,®) € K, speziell A= (Ay)*.

Beweis. 1) Sei {ug,...,u,_,} eine (L,4y)-Kette, u(d):= uy+...+
(A—2y)"u,_, eine zugehorige erzeugende Schar. Substituiert man auf
A(V) dann A=A(u), gilt wegen

|A(p) — Alpo)l = |4¢'|* lp—pol(L+0(1)) (> )
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die Asymptotik

(- A) () )l = o(lp—pol™)  fiir pe K, p— pq .

Also ist (u-A): V - X eine erzeugende Schar fiir die (L- 4, u,)-Kette der
Lénge r, deren Glieder gegeben sind durch
1 gk A
vy i = 7 J—-Iuk(u- u) pmro (k=0,...,r=1).
Die Darstellung (2.2) folgt daraus leicht (vergleiche [1, S. 37]).

2) Sei andererseits {v,,...,v,,} eine (L-A,yu,)-Kette, v: Vo<V - X
eine zugehorige erzeugende Schar. Dabei kann V, wegen A4,'+0 so ge-
wihlt werden, dal die Umkehrabbildung A-! auf A(V,) von der Klasse
D, (4,) ist. Teil 1 dieses Beweises, angewendet auf (L-A4,4-1,A4(V,),4,)
statt (L,4,V,u,), zeigt, daB u := (v-A-1)| A(V,) eine erzeugende Schar
fiir eine (L,4y)-Kette der Linge r darstellt; die Glieder dieser Kette sind
gerade durch die eindeutig bestimmte Auflosung {u,,...,u,_} von (2.2)
gegeben, da auf V, ja u-A=w, also ebenfalls erzeugende Schar fiir
{vgs- - s¥,_1} ist.

3. Allgemeine Zuordnungen.

Fiir das Studium von Scharen linearer Operatoren mit polynomialer
oder auch allgemein analytischer Parameterabhéngigkeit sind Methoden
der globalen Linearisierung beziiglich des Parameters schon von vielen
Autoren benutzt worden; im Zusammenhang damit wurde auch das Ver-
halten von Ketten untersucht (z. B. [3, S. 255], sowie [4, Lemma 5.1]
und [9, Lemma 1]).

Ein einfaches Beispiel soll den Sachverhalt illustrieren: Sei L ein Ope-
ratorpolynom vom Grade N > 1, das wir in der Form

L) i= 3o LiA= 4}
mit L,,...,Ly e B(X,Y) annehmen. Die linearen Riume Xy := X x

...xX (N-faches Produkt) und ¥, := ¥ xX,_; sind in natiirlicher
Weise Banachriiume iiber K. Wir definieren nun L, L, € B(Xy, ¥y) als

diejenigen linearen Operatoren, die &= (z,,...,2y) € Xy auf
(3.1) foi 1= (Ly®y, %9, %3, . ., Ty)
bzw.

ﬂli L= (z%\;l Lixi, '—xl, '—xz, « e ey ‘—xN_l)

abbilden, und ordnen dann L: K - B(X, Y) eine beziiglich des Parame-
ters (A— A,) linearisierte Operatorschar L: K -~ B(Xy, ¥y) durch L(4) :=
Lo+ (A—2y)L; zu. Es gilt:
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Satz 3.1. Die (L,Ay)-Ketten {@, . . ., G,_,} und die (L,A)-Ketten {u,,. . .,
%,_,} jeder Linge r sind bijektiv und linear aufeinander abbildbar durch die
Relationen

 fige far iz
(3.2) @5 =10 far i<j—1
far alle v,j mit 0S¢<r—1 und 1<j<N. (Dabei bezeichnet (i;); die j-te
Komponente von ;).

BrwEeis. Man schreibe die Bedingungen fiir (L,4,)-Ketten und fiir
(L,4,)-Ketten unter Beriicksichtigung von (3.1) explizit aus.

Tatséchlich ist eine analoge Aussage fiir erheblich allgemeinere Zu-
ordnungen L — L giiltig. Es muB sich dabei gar nicht um eine eigentliche
Linearisierung beziiglich des Parameters handeln, sondern es kommt nur
auf einen gewissen Zusammenhang zwischen den inhomogenen Aufgaben
an:

Seien neben X und Y auch X und Y, sowie damit X := X xX und
¥ := Yx Y Banachriume iiber K; dementsprechend schreiben wir
&= (x,%) fiir € X, bzw. f =(f,f) fiir f € ¥. Einer Operatorschar L: U —
B(X,Y) von der Klasse D,(4,) sei eine Schar L: U — B(X, ¥) zugeordnet
mit der Eigenschaft, daB fiir beliebiges f € ¥ und jedes A € U die Losung
der inhomogenen Aufgabe: L(A)%=f dquivalent ist zur Losung des Sy-
stems
(3.3) L()x = FAf+GA)f

T =AMNx+HQA)f.
Dabei sollen die Scharen F:U - B(Y), G:U > B(Y,Y), H:U -
B(Y,X) und 4: U - B(X,X) alle von der Klasse D,(4,) sein; F, G, H
und 4 hingen im allgemeinen von L ab. Unter diesen Voraussetzungen
gilt dann:

Sarz 3.2. Falls F(A,) eine stetige Inverse auf Y besitzt, sind die (L,2)-
Ketten {dy,..., 4, 1} und die (L,A))-Ketten {ug,...,u,_,} jeder Liinge
r=n+1 bijektiv und linear aufeinander abbildbar durch die Relationen

1
(3.4) 'iik = (uk, z;";oj—' Ao(j)uk_.j) (k=0, P 1) .

Brwers. Falls 4: U -~ X eine erzeugende Schar fiir eine (L, 1,)-Kette
der Linge r bildet, geniigt die erste Komponente dieser Schar (4) =
(u(A),%(A)) wegen (3.3) der Asymptotik
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ILAYu(A)| = o(|A—Ae|7-1) fiir Ae K, A —> A,

und stellt daher eine erzeugende Schar einer (L, A,)-Kette der Lénge r dar.

Wenn andererseits u: U —~ X eine erzeugende Schar fiir irgendeine
(L,%y)-Kette der Linge r ist, dann kann man auf einer hinreichend kleinen
Umgebung U, von 4, durch

f@) := {FA)} L(2)u(d)

eine Schar f: U, — Y von der Klasse D,_,(,) definieren. Fiir jede Wahl
einer Abbildung f: U, - Y von der Klasse D,_,(4,) wird durch (3.3) eine
Schar 4%: U, - X ebenfalls von dieser Klasse mit W(A) = (u(A),%(A)) be-
stimmt; es handelt sich dabei um eine erzeugende Schar fiir eine (I, 1,)-
Kette der Linge r genau dann, wenn

IFAN = o(|A—2g7-Y)  fiir Ae K, A— A
gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzt man f(4)= 0 und erhalt
@A) = (u(4), A(A)u(d)) .

Die explizite Gestalt (3.4) der Abbildung zwischen (L,1,)- und (L,4,)-
Ketten folgt daraus unmittelbar.

Beispiele fiir eine Anwendung dieses Satzes bieten die verschiedenen
Arten von globaler Linearisierung beziiglich des Parameters, die wir zu
Beginn dieses Abschnittes erwihnt haben; auch Satz 3.1 kann als ein
Korollar zu Satz 3.2 aufgefalt werden. Mit L sind hierbei auch F, G, H
und 4 von polynomialer oder allgemein analytischer Parameterabhéngig-
keit; insbesondere gilt F(A)=1y fiir alle A € U. Aulerdem hingt nur G
explizit von L ab.

Ein entsprechendes Beispiel fiir nichtanalytische Scharen L ist in
([11, Beweis zu Satz 3.4.5]) zu finden.

In allen diesen Fillen geniigt die Zuordnung L — L nicht nur den Vor-
aussetzungen des Satzes 3.2, sondern F(1) und H(A) besitzen sogar fiir
alle 1€ U stetige Inverse auf Y, bzw. X. Erst mit dieser zusitzlichen
Eigenschaft bekommen derartige Zuordnungen ihre eigentliche Bedeu-
tung: Man kann dann nimlich zeigen, daB fiir L und L das Spektrum
und seine verschiedenen Teile wie diskretes, kontinuierliches und auch
Fredholm-Spektrum samt Indizes vollstindig iibereinstimmen. Fiir den
Fall einer Linearisierung von analytischen Operatorscharen ist diese Kor-
respondenz der Spektren in [11, Kapitel II] ausfiihrlich behandelt.
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4. Zur Deutung der Invarianten.

Bei den verschiedenen Transformationen, die Gegenstand der Sitze in
den Abschnitten 2 und 3 sind, werden den (L,4,)-Ketten stets bijektiv
und linear gewisse Ketten der gleichen Linge zugeordnet. Daher sind die
von entsprechenden Ketten gebildeten Rdume zueinander isomorph, und
die Dimensionszahlen DIM (L, 4,,7) selbst Invariante.

Interessant ist vor allem der Fall, da8 ;€ U eine isolierte Singularitit
von L, ferner L(4,) Fredholmoperator (mit Index 0) ist, und zudem
L(4) geniigend oft differenzierbar von dem Parameter A abhingt: Dann
ist ndmlich die Lange wesentlicher (L,4,)-Ketten beschrinkt, und ihre
maximale Lénge r, charakterisiert das Verhalten der Resolvente {L(4)}~!
bei A=1, (siehe [12, Satz 1 und 2]); die Zahl r, ist aber direkt durch die
Dimensionszahlen DIM(L,A,,7) bestimmt (vergleiche Abschnitt 1). Be-
sondere Bedeutung hat auch die maximale Dimensionszahl

max, DIM (L, A,,7);

bei gewohnlichen Eigenwertaufgaben stimmt sie mit der algebraischen
Vielfachheit iiberein — andererseits iibernimmt sie, wie wir im Folgenden
noch zeigen, deren Rolle bei der Erweiterung einiger klassischer Resul-
tate auf allgemeinere Scharen linearer Operatoren. Hier zunichst

Satz 4.1. Sei X ein endlichdimensionaler Banachraum diber K, L: U —
B(X) von der Klasse D,(%,) (1 Sn<o); die maximale Linge wesentlicher
(L, Ao)-Ketten sei n. Dann gilt

det L(1) = (A—lgm q(A) ,
wobei m=DIM(L,2y,n) und q: U - K stetig mit q(,) %0 ist.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung lokal bei 4, zu beweisen. Wir
bezeichnen mit L, das Taylorpolynom n-ten Grades

1
L,(4):= ZLO 0 Ly®(A—2g)k .

(L, 4¢)-Ketten und (L,,4,)-Ketten bis zur Linge n+ 1 stimmen iiberein;
also ist auch die Lange wesentlicher (L,,4,)-Ketten beschrinkt und ge-
rade gleich n. Da fiir 1 € K, 1 - A, die Asymptotik

ILA) = LA = o(1A—24|™) ,
sowie nach [12, Satz 1] auch

I{Ln(A)} M = ¢l —2g|™(1+0(1))
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mit ¢ > 0 besteht, gibt es eine Umgebung U, von A,, auf der eine Darstel-
lung

L(3) = L,W{I+F()}

mit stetigem F': U, - B(X) und ||[F'(1)||=0(1) fiir A - A, méglich ist. Dar-
aus folgt fir e U,

(4.1) det L(A) = det L, (1)-g(A),

wobei g: Uy - K stetig und g(4,) =1 ist. Wir haben daher die Behauptung
nur fiir die polynomiale Schar L, zu zeigen.

Dazu fithren wir wie in Abschnitt 3 eine Linearisierung beziiglich des
Parameters (A—4,) durch, indem wir auf X, := X x ... x X (n-faches
Produkt) zwei lineare Operatoren L, [; durch (3.1),

1
Ly:= = Lf®  (k=0,....n)

definieren und dann L, die linearisierte Schar L: K - B(X,) mit
L) := Lo+ (A-2)L,

zuordnen. Man kann leicht nachweisen, daB fiir alle 1€ K

(4.2) det L, (4) = det L(A)

gilt (elementare Determinantenumformungen). Daher ist 4, auch isolierte
Singularitét von L, und es existiert ein § € K \ {0}, sodaB

L) = (Ly+BL)I —uL,)

mit Ly := — (Ly+pL,)2L, und p:= A—Ay—f geschrieben werden kann.
Aus (4.2) folgt sofort
(4.3) det L,(A) = (A—A)™ p(4),

wobei m' die algebraische Vielfachheit des charakteristischen Wertes
fo:= —p von L, und p: K - K ein Polynom vom Grade (n-dim X —m')
mit p(2y) + 0 ist.

Nun hat man sich anhand der Transformationsgesetze aus den Ab-
schnitten 2 und 3 nur noch klarzumachen, daf

DIM(L,,A,7) = DIM(L,4,7) = DIM(I —(+)Ly, o, 7)

fiir alle r gilt. Nach (1.3) folgt m=m’, und aus (4.1), (4.3) damit die Be-
hauptung.
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5. Anwendung auf Verzweigungsprobleme.

Von nun an setzen wir K=R und damit alle auftretenden Banach-
rdume als reell voraus. Wir beschiftigen uns mit Aussagen iiber die Exi-
stenz von sogenannten Verzweigungspunkten — der kiirze halber sei hier
fir einschlagige Definitionen, die wichtigsten Ergebnisse und Beweisme-
thoden auf [7] verwiesen. Wir kniipfen an folgenden wohlbekannten
Sachverhalt an:

Sei T': X — X ein (nichtlinearer) vollstetiger Operator mit 7'(0) =0, der
an der Stelle z=0 ein (vollstetiges) Fréchetdifferential A € B(X) besitzt.
Dann ist (4,0)eRxX ein Verzweigungspunkt fiir die Gleichung
x— AT (z)=0, falls das zugehorige Fréchetdifferential

(5.1) Iy—A4

fir A=4, von ungerader algebraischer Vielfachheit ist.

Zu dieser Aussage gibt es zahlreiche Verallgemeinerungen, die etwa
kompliziertere Parameterabhiingigkeit, teilweisen Verzicht auf Kom-
paktheit und dhnliches beinhalten (z. B. [7, IV § 2.6]), dabei aber weiter-
hin fiir das entsprechende Fréchetdifferential die einfache Gestalt (5.1)
voraussetzen. Nun stiitzen sich die Beweise fiir diese Verzweigungsaussage
auf den topologischen Abbildungsgrad (nach Leray—Schauder) und niit-
zen im wesentlichen nur die Tatsache aus, dal sich bei ungerader alge-
braischer Vielfachheit von I —24y4 der Index iy g[/ —21A4] an der Stelle
A=1, dndert; ansonsten wird die spezielle Gestalt (5.1) des Fréchetdiffe-
rentials jedoch nicht bendtigt. Man kann daher diese Einschrinkung
ohne weiteres lockern, wenn man bei den Voraussetzungen die algebra-
ische Vielfachheit geeignet, d. h. so, wie es Satz 4.1 nahelegt, ersetzt:

Es sei A: U - B(X) stetig, A(A) fiir alle A € U vollstetig, sowie 4, € U
eine isolierte Singularitét der Schar Iy — 4. Dann gibt es ein 6 > 0 derart,
daB der Leray—Schauder’sche Index ¢;g[I — A(A)] fiir alle A mit 4g—d <
A< 2y, bzw. Ag<A = Ay + 6 definiert und jeweils konstant ist ([7, IT § 3.3]);
wir schreiben dafiir ip,g[1 —A(4,—0)], bzw. ¢ 5[] —A(Ay+0)]. Der Zu-
sammenhang zwischen diesen beiden Indizes 148t sich unter etwas schér-
feren Voraussetzungen folgendermafen angeben:

Sa1z 5.1. Sei A: U - B(X) von der Klasse D,(2,) (1Sn<o), A(A) fir
alle A € U wollstetig; die maximale Ldnge wesentlicher (I —A,A,)-Ketten
set n. Dann gilt mit m := DIM (I — A4,4y,n)

trsll — A(4g+0)] = (—1)™iyg[l —A(2,—0)] .

Beweis. Bezeichne P den zu I—A4(4,) gehorenden, mit A(4,) ver-
tauschbaren, endlichdimensionalen Projektionsoperator; @ := I — P. Fiir
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alle A-Werte einer gewissen 4,-Umgebung U, besitzt I — QA (A) eine stetige
Inverse; nach [12, Satz 2] ist A, isolierte Singularitit von I —A4, ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit die einzige auf U,. Die so definierte
Schar (I -QA4)-': U, — B(X) ist ebenfalls von der Klasse D,(4,); der
Index 4y g[{I —QA(A)}1] ist auf ganz U, konstant. Es geniigt daher, die
Behauptung statt fir 7 —A4(A) fiir

I-W@):= {I-AMHI-QA()}
= I-PAQ){I-QAA)}

zu beweisen (vergleiche [13, Theorem 3.54]).

Nun ist I—-W(A) fir alle ie U,\{4,} homotop zu I-W(A)P
vermoge I — W(A)P +1Q), t € [0,1]; denn aus z— W(A)(P +1Q)x=0 folgt
Qx =0, also {I — W(4)}Px=0 und somit auch Px=0. I — W(1)P 1aBt aber
fiir alle A € U, die Zerlegung X = PX®@X invariant und stimmt auf QX
mit I 5 iiberein; daher haben wir nur den rechts-, bzw. linksseitigen LS-
Index von {I — W(4)}| PX bei A, zu ermitteln ([7, Kapitel II, Theorem
4.5]). Auf einem endlichdimensionalen Banachraum héngt der LS-Index
jedoch in einfacher Weise mit der Determinante zusammen ; wir erhalten

fiir alle 2 € Uy\ {40}
irsll — W(A)] = signdet {(I — W(3))| PX} .

Andererseits sind (I — W,4,)-Ketten stets (P— WP,1,))-Ketten, da
Q{I—W(A)}=Q fiir alle 4 € U; so besitzt (I — W)|PX bei 1, wesentliche
Ketten der Maximallinge n mit

DIM (I — W)|PX,A,n) = DIM(I — W,4,n) = m .

Daher 148t sich Satz 4.1 anwenden: Das Vorzeichenverhalten von
det{(I— W(2))| PX} bei 4, wird durch den Faktor (1—1,)™ bestimmt.
Der Index i;g[I — A(4)] éndert sich bei 4, also genau dann, wenn m un-
gerade ist.

Wie schon vorher angedeutet, liefert dieser Satz 5.1 unmittelbar eine
Verallgemeinerung zu der eingangs zitierten Verzweigungsaussage. Tat-
sichlich tragen die Hilfsmittel dieser Arbeit aber noch erheblich weiter;
wir zeigen

SATZ 5.2. Bezeichne Q eine offene Umgebung des Origo von X. Sei

1) L: U > B(X,Y) von der Klasse D,(3y) (1=n<o), L(2,) Fredholm-
operator mit dem (Fredholm-) Index 0; die maximale Ldange wesentlicher
(L, y)-Ketten gleich n.
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2) M:U x 2 — Y vollstetig; fir alle A€ U gelte
IM@A,z)|| = o(lell) fir zeQ, |z ~>0.

3) N: UxQ —~ Y stetig, N(4,0)=0 fiur alle A€ U; N geniige einer ver-
schdrften Lipschitzbedingung: Fir alle A€ U und alle z,,x,, € Q mit
Nl |l llegl] < @ gelte

IN(4,2,) = N(2,25)l| = c(o)llxy— sl 5

wobet c(g) unabhdngig von A mit lim,_,,c(e)=0 ist.

Dann gilt: 1st DIM (L, Ay, n) ungerade, so ist (A4,0) € U x 2 ein Verzwei-
gungspunkt der Gleichung

(5.2) LA)x+M@A,xz)+ NA,z) = 0.

Bewzis. Man kann von einer Darstellung L(4) = S{ x — A(4)} ausgehen,
wobei 8 € B(X, Y) stetig auf Y invertierbar, 4: U — B(X) ebenfalls von
der Klasse D,(4,) ist, und speziell A(4,) vollstetig ist (Lemma aus [12]).
Damit gibt es, wie beim Beweis zu Satz 5.1, einen endlichdimensionalen
Projektionsoperator P € B(X), bzw. eine Projektion @ := Iy — P derart,
daB Iy—QA(A) fir alle A-Werte einer gewissen A,-Umgebung U, eine
stetige Inverse auf X besitzt; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
konnen wir {I —QA(A)}! als gleichmaBig beschrinkt beziiglich 1€ U,
annehmen. Die durch

(5.3) Ix—W@):={Ix-AMHIx—Q4()}*
= Ix—PAMN{Ix—QAMN}
definierte Operatorschar Iy— W: U, - B(X) ist wiederum von der

Klasse D,(4,); die Maximallinge wesentlicher (Ix— W,1,)-Ketten be-
trigt n, und es gilt

DIM(L,2y,n) = DIM(Ix— W,45,n) = 1 mod2.
Fiir alle A € U, ist W(A) vollstetig; A, ist isolierte Singularitit von Iy — W
([12, Satz 2]). Der LS-Index von I x — W(4) ist rechts- und linksseitig bei
A, definiert, und zwar haben wir nach Satz 5.1
(5.4) tusl{x — W +0)] + ipg[Ix— W(2e—0)].
Nun wihlen wir eine offene Umgebung £, von 0 € X derart, daB fiir alle
A€ U, auch {Ix—QA(1)}22,<Q gilt. Wenn wir dann (5.2) mittels S
transformieren und z:= {I x —@QA(4)}x substituieren, erhalten wir eine
auf U,x Q, dquivalente Verzweigungsaufgabe

(5.5) z2—W(A)z+ MyA,2)+ Ny(d,2) = 0,
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deren Fréchetdifferential (lings z=0) gerade durch (5.3) gegeben ist,
und wo My, N, den Voraussetzungen von M, N mit

(Uo, 20, X, ¢(0) 187 max {|{I x —QAM)}1; A € Uy})

statt (U,2,Y,c(g)) geniigen.

(6.5) stellt eine Verzweigungsaufgabe vom »fast vollstetigen Typ« dar,
die sich bekanntlich auf den »vollstetigen Typ« zuriickfiihren la8t: Sub-
stituiert man etwa y=z+ Ny(4,2) und beschrinkt y auf eine hinreichend
kleine Nullumgebung 2, <9, so wird dadurch z=2(4,y) € 2, eindeutig
bestimmt, und (5.5) geht in eine auf U,x 2, dquivalente Gleichung

(6.6) y—Why+M,4y) =0
iiber; dabei ist M,: Uyx 2, - X vollstetig und besitzt die Asymptotik

134, = o(llyl)  fir iyl -0

(vergleiche [7, Kapitel IV § 2.6] und [11, Kapitel I § 2]). Daher sichert
die Eigenschaft (5.4), wie schon zu Beginn dieses Abschnitts 5 ausgefiihrt,
daB (49,0) € Uyx 2, ein Verzweigungspunkt von (5.6) ist; offenbar ist
(49,0) dann aber auch Verzweigungspunkt der urspriinglichen Aufgabe
(5.2).

BEMERKUNG. Verzweigungsaufgaben der in Satz 5.2 betrachteten all-
gemeinen Art wurden bereits in den Arbeiten [2] und [14] behandelt;
insbesondere sind dort auch Fréchetdifferentiale L(1) mit nicht notwen-
dig linearer Parameterabhingigkeit zugelassen. Jedoch wird zusétzlich
gefordert, daB L'(dg)x ¢ L(4,)X fiir alle 20 aus dem Nullraum N(L(4,))
gilt. Wie leicht zu verifizieren (siehe [12, Abschnitt 4]), konnen unter
dieser Voraussetzung wesentliche (L,A,)-Ketten hochstens die Lénge
n=1 besitzen.

Der Beweisgang zu Satz 5.2 zeigt, daB die allgemeine Verzweigungs-
aufgabe wenigstens in einer kleinen Umgebung der kritischen Stelle
(49,0) zu einer der iiblichen Verzweigungsaufgaben vom vollstetigen Typ
dquivalent ist. Es lassen sich daher auch fiir die nichttrivialen Losungen
der Gleichung (5.2) einige weitere der Eigenschaften nachweisen, die im
vollstetigen Fall bekannt sind; dazu zéhlen beispielsweise Aussagen iiber
Stetigkeit und Zusammenhang der Verzweigungsiste (siehe [7, Kapitel IV
§ 1-2] und [10]).
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