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QUELQUES REMARQUES
SUR UNE CONSTRUCTION DE SCHENSTED

M. P. SCHUTZENBERGER

1. Introduction.

Soit N I’ensemble des entiers positifs et «: A — B, une bijection d’un
sous-ensemble A = N sur un autre sous-ensemble B< N. C. Schensted [1]
a découvert une construction remarquable qui associe de fagon injective
& «: A — B une paire (P(x,4), Q(x,B)) de tableaux standards de méme
forme.

Nous nous proposons de montrer ici que Q(x,B) est en fait égal a
P(x~1,B) et qu’il existe une relation simple entre Q(«,B) et la factorisa-
tion de la suite xa,,xa,,...,0a;... (o A={a;<a,<...<a;<...}) en
séquences croissantes maximales.

Pour simplifier les notations nous considérerons les tableaux standards
comme des éléments particuliers du module .7 des applications de N x N
dans Z bien que seules interviennent réellement les structures d’ordre
de ces ensembles. Pour tout P €. on définira la forme |P| de P comme
I'ensemble des (i,j) € Nx N tels que P, ;+0; le contenu {P} de P sera
I'image par P de |P| dans Z. L’element P est standard si les conditions
suivantes sont satisfaites:

1. Si (4,j) n’appartient pas & |P|, alors ni (¢+ 1,j) ni (¢,j+ 1) n’appar-
tiennent & |Pf.

2. La restriction de P & |P| est non décroissante en chacun de ses
arguments et {P} est un ensemble d’entiers positif.

3. La restriction de P & |P| est une bijection sur {P}.

Quand P: |P| - {P} est une bijection on dénotera par P-! I'applica-
tion inverse; pour tout @ € Z\{0} et tout (z,j) € Nx N, a, ; sera I'’élément
de .7 défini par les conditions |a, ;|=(i,j) et {a; ;}=a.

Rappelons la construction de Schensted. Si P est un tableau standard
et si @ € N\{P}, on montre qu’il existe un et un seul tableau standard
P’ (désigné par P < a) qui satisfasse les conditions suivantes:

4. |P|<|P| et {P'}={P}u{a).
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5. P’} ;, =a pour un certain j, € N; pour chaque s € N il existe au plus
un je N tel que P; ;% P’ ;; en outre, dans ce cas, il existe un
J'sj tel que P; ;=P',, ;.

De fagon analogue, Schensted note a — P le tableau standard (P7 < a)7,
ou 7T indique la transposition.

Soit maintenant «: A — B comme plus haut. Pour tout sous-ensemble
fini A’ de 4 et tout entier non négatif m, on posera

P(x,4,)) =0 si m=0,
et, inductivement,

P(x,4,") = P(x,A",_,) < oa,’ s 0<m=Card4’
ou a,’ dénote le m-iéme élément de A’ par ordre croissant;
P(x,4,") = P(x,A4,) = P(x,A’) si mz2Cardd'=n.

Il est logique de considérer ici 0 < xa,” comme le tableau standard
(xa,');,1 et, par conséquent, P(x,A’) est exactement le P-symbole de
Schensted de la séquence (xa,’,xa,’,...,xa,’). De méme:

Qx,4y) = 0;

Qx,4,") = @, A" )+ (ay,');,; pour O0<m=Card4’
avec (1,5)=|P(x, 4, ) \|P(x, 4", 1),

Q(x,A4,") = Q(x,4,') = Qx,4") pour m=Cardd'=n.
Quand 4’'=[1,n] ceci est la définition méme du @-symbole de Schensted
de (xa, ,aay,...,xa,"), et pour A’ quelconque, Q(x,A’) se déduit simple-
ment de ce @-symbole en remplagant dans ce dernier tableau chaque
m € [1,n] par a,,’.

Posons ||0||=0 et pour chaque 7' € 7 \{0},

|7~ = Min(i+j—1: (i,5) € |T)).

11 résulte de la définition méme de I'opération < que pour A’=4 on a

lim [|P(x,4,) = P(x, 4| = lim IQ(x,4,,) - Q(x, 4,)| = 0.
m, m’'—> oo m, m’'—> 0o
On pourra done toujours définir
P(x,4) = lim P(x,4,,) et @Q(x,4) = limQ(«,4,,).

m—>o0 m-—>0o0

Les notations qui viennent d’étre introduites seront systématiquement
utilisées dans tout ce qui suit.
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2. L’opération A.

Soit @=Q(x,4,,)+0, m<oo. On définit un autre tableau standard
Q' =4Q(x,4,,) et une séquence |U,|=((11,51); (i.fa)s- - - (ipriip)) d'616-
ments de |@| par les conditions suivantes:

(1) (t3,J1) = (1,1)
et, pour chaque ke[l,p—1],
(pendrer) = (G + 1) ou = (i, +1);
(2) Q5 = Qu,y 81 (1,§) & |Uyl;
= Q;,; avec (5,§) = (Sgs1Jrr1) € 1 Unl
si (/") = (ig,Jx) € [Upl €t ke [1,p—1];
Qg = 0581 (0,5) = (1,,0p) »
le dernier élément de |U,,|;
(3) @' est un tableau standard .

De fagon plus explicite, connaissant déja (¢',5') = (44,4x) € |Ul, on pose
k=1p (c’est-a-dire que ’on consideré (¢’,j') comme le dernier élément de
U,)) si

Qi'+1,j' = Qi’,j’+1 =0.

Sinon on détermine (i;_,5%+1) € |U,| par les conditions
(ik+1’jk+1) = (' + I’j')

81 0<@Qpig,5 <Qp,jsr OU 8L 0=Q; joiy <@y, 55
(rsv Jes) = (03" +1)

$10<Qy jr41<Qpiy,5 OU 81 0=Q,; » <@y y4; qui assurent automatique-
ment que (3) est satisfaite.
Done, {4Q} est 'ensemble {Q} privé de son plus petit élément @, ;.
D’aprés les définitions mémes, |U,|<|U,,,|, et par conséquent,
|U| = lim|U,,|, ainsi que AQ(x,4) = limAQ(«x,4,,)

sont bien définis. Plus généralement, si @ est un autre tableau standard
on a

14Q—-4Q|* 2 IR QI +1.
ExeMPLE. Si Q=23 avec les notations de Schensted,

AQ = ¥18, 1°%Q = A(AQ) = T8, A%Q = T8, 4Q = &, 4°Q = 9, 4°Q = 0.
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REMARQUE 1. St A+0, on a identiquement

4Q(x,4) = Q(x,AN\{a,}) .

DEMONSTRATION. Le résultat peut étre vérifié directement pour
Card 4 <2 et, dénotant pour abréger par 4’ I’ensemble A\ {a,}, il suffit
de vérifier que, pour m > 1, I’égalité de AQ(x,4,,;) et Q(x, A4, _,) en-
traine celle de A4Q(x,4,,) et Q(x,A’,,_,).

Par définition il existe (z,5) et (¢',5') e Nx N tels que

Q(D"Alm—l) = Q(“:Alm—z)"_ (a'm)i’,j'
et

Q(O‘7Am) = AQ(“aAm—l)'i'(a’m)i,j .
Done, d’aprés ’hypothése d’induction,
AQ(“’Am) = Q(“)A'm—1)+ (a’m)i,j_ (am)i’,j'

et il ne reste qu’a vérifier (¢,7)=(3",5').
Rappelant le résultat fondamental de Schensted [1, lemme 6, p. 183]
P(x,4,,) = (ocal — P(oc,A'm_z)) <~ o,
= aay > (P(x, 4’ p,s) < ocam)

et utilisant I'identité de forme des P-symboles et des @-symboles on a

1Q(cx, A1) INQ(x, A" )| = (37,5")
et

1Q(x,4,,)| = 1Q(x,4" )| U {(2,4), (¢",5"), (5",5")} -

Distinguons maintenant deux cas:
1° (3"”,5"") % (¢,j). Par conséquent,

1@, 4,)] = 1@, A"p2)| U {5, (855"} -

La commutativité des opérations — et < implique la relation

Q(‘X’Am)_Q(‘x!Am—l) = Q(‘xﬂA’m—l)'—Q(‘x’A’m—2) = (am)i,j .

Done, (¢,5)=(4,j’) puisque le tableau obtenu en remplagant a, par
zéro dans AQ(x,4,,) est égal & AQ(x,4,,_;), c’est-a-dire & Q(x,A4’,_,)
par I'hypothése d’induction.

2° (¢",5")=(3,j). Par conséquent,

!Q(‘X’Am)l = |Q(x,4,,-5)| U {(?".7), (EJ)}

ou (,))=|P(x,4,,)\|P(x,4",,,)]. Cette derniére relation implique
(3,7)=(+1,j) ou (¢,j+ 1) et par conséquent |@(x,4’,_,)|U{2,7)} n’est pas
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la forme d’un tableau standard. Comme AQ(x,4,) est un tableau
standard tel que

14Q(x, Ap)| = 1Q(x, A" 5)l U {(E,57)} < 1Q(x, 4,)]
on a donc encore (3',5')=(7,7) et la vérification est achevée.

PRrOPRIETE 1. La correspondance de Schensted associant la paire (P(x,4),
Q(x,4)) d o: A - B est injective.

D#MoNSTRATION. Le résultat plus fort prouvant, pour 4 fini, le carac-
tére bijectif de la correspondance est dii & Schensted [1, lemme 3, p. 182].
Nous considérons le cas de 4 infini, et nous vérifions que la donnée de
P=P(x,4) et de @=¢(x,4) détermine de fagon univoque a,, «a,,
P(x,A4") et Q(x,A4"), avec A’=A\{a,} comme plus haut.

Pour tout m positif fini, Schensted a montré (loco citato) qu’il existe

une et une seule paire (b,P,’) telle que P, soit un tableau standard
satisfaisant les relations

|Py'| = |4Q(x,4,)| et b—P, = P(x,4,);

la remarque 1 montre, qu’en fait, b=«a,, P,,'=P(x,A’,,_;) et en outre

{o.} = {Q(x 4,) 1\ {Q(x,4,)} (= {@\{4e}).
De par la définition méme de ’opération —, on a
(P(x,4,))7% = (i,,1)
ou ¢, est au moins égal au nombre 7, défini par
(tmsdm) = 1Q(x, 4,) I\ |4Q(x, 4,,)] -
Comme lim¢, " =1"* < oo, il en résulte
limi,, = * < oo.

Ainsi, puisque, identiquement, (4,,,5,,) € |U| et i, <4,,,,, la valeur de +*
est déterminée de fagon unique par ¢. Plus précisément

t* = max {¢: (4,)) € |U|, 0 +j=d}
d>0

et les inégalités qui viennent d’étre écrites montrent que ce nombre ¢*
est fini pour tout tableau standard qui est un -symbole.
Définissons maintenant pour chaque d >i* le tableau standard P@ par
les relations
PO =Py sii+j = d;
=0 sit+) >d.
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D’aprés le résultat de Schensted rappelé plus haut, il existe pour chaque
d>1i* une et une seule paire (b, P'@) satisfaisant

P@ = p@  P'@ et |PON|P'D| = {(¢*,d—i*)}.
C’est une propriété élémentaire de — que b9 <b, identiquement. Par
conséquent b=1im b et, trivialment,
P(x,A"') = im P'®
ce qui achéve la vérification.
Il est utile de noter que si P=@, on a b=P, , (et, par conséquent,
b={Q}\{4Q}) si et seulement si i*=1. Ceci résulte immédiatement de

la remarque plus générale que S étant un tableau standard quelconque
et 0<s<8, ,, on a l'identité

As—>8) = A(S«<s) =8.

3. Factorisation en séquences croissantes.
Soit @ =Q(x,A4) et pour m positif

Nm = 8gn(1' =j' =1 +])

(i’j) = Q_lam et’ (i,’jl) = Q_la’m+1 .

Par example, pour Q=213 on trouve que la suite 7,,7,,...,n; est égale

a +1, —1, +1, +1, —1, les paires (2,4), (6,8), (8,9) et (4,6) illustrant
respectivement les cas (1), (2), (3) et (4) énumérés plus bas. Le lien entre
les @-symboles de Schensted et le probléme de Newcomb est fourni par la

REMARQUE 2. Pour chagque m positif, n,= +1 ou —1 selon que xa,, <
Oy OU > Ky q.

DimonsTRATION. Pour a,, > a, fixe, définissons

fim = 8gn (' =)' —7+])

@) = (4@Q)"a,, (') = (4Q) "y

et vérifions d’abord que 7,, =7, identiquement. Pour cela, il est commode
de distinguer quatre cas:

1° i=14, j=4"-1;
2° ¢>4', j<j’;
3% i=1'-1, j=4';
4° 1<, 5>5'.
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Ce sont les seuls possibles, car le fait que ¢ est standard et que a,, <a,,,
exclut ¢' <7 et j'<j, et, d’autre part, le fait que a,, et a,,,; sont deux
éléments consécutifs de {Q} exclut les cas ¢ =" et j<j'—1, 1 <1’ et j<j’
ous<i'—1 et j=45' qui entraineraient I'existence d’un élément a =@Q, ;_,,
=@, j» ou=@,_, ;, respectivement, tel que a, <a<a,, ;.

Dans les cas 2° et 4°, puisque (4Q)a,,=(3,j), (¢ —1,j) ou (¢,j—1) et
4 1a,,=("7"), ('—1,5") ou (¢',j'—1) et puisque AQ est standard,
on obtient directement 1’égalité 7,,=17j,, cherchée. Traitons en détails les
sous-cas suivant du cas 1°:

11°i>1 et (i—1,j+1)(=(—1,"))€|U|. Dans ce cas (4Q)a,,=
Q'a, et (4Q)a,,,.,=(—1,5") ou =(i,j') selon que (¢,j') appartient ou
non & |U|. Donc %, =17,

1.2° ¢>1 et (1—1,j) ¢ |U|. Puisqu’il n’existe aucun élément de {Q}
entre a,, et a,.,, on a @;_;;;<a,. Donc (¢—1,j+1)e|U| et on est
ramené au cas précédent.

1.3° j>1 et (5,j—1) e [U|. Ou bien (4Q)a,, =(¢,j) et (4Q)a,, 1=
(¢',5") ou bien (¢,j) € |U|. Dans ce dernier cas le fait que a,, et a,,,, sont
consécutifs entraine a,,.; <@y ;41 OU 0=Q;, ;,;; done (¢,j") e |U|,
(4Q) 1= (i,j), et enfin 77,, =iy,

1.4° Dans tous les cas restants,

(AQ)ay, = (1,)) et (AQ)ay,y = (5.
Done #,, =1,
Ceci achéve I'examen du cas 1° et le cas 3° pouvant étre traité de
fagcon absolument analogue, nous ne répéterons pas la discussion.
Considérons maintenant le @-symbole @,, relatif & «x et & 'ensemble
{8 @pi1s- - -} De par la définition méme des @-symboles on a

@, a, =(1,1) e @, ', =(1,2) ou = (2,1)

selon que «a,, <oa,,., OU &a,,>oxa, ... Puisque, d’aprés la remarque 1,
Q,, est égal & Am-1Q pour chaque m positif la remarque 2 résulte directe-
ment de 7,, =7, par induction sur m.

Il resulte de cette remarque que si a;<a;;,< ... <@y, est une
séquence d’éléments consécutifs de 4 tels que aa; <aa; < ... <&@,
ces éléments figurent dans des colonnes distinctes de @(x,A4). En con-
jonction avec la formule @(x,A)=P(x"!,B) vérifiée ci-dessous, ceci
montre que les « modified standard tables» de Schensted [1, part II]
n’ont aucune colonne possédant deux entrées positives égales.

4. La formule Q(a,4) = P(a™',B).
Soient @, et a,, deux éléments d’un sous-ensemble quelconque 4’ de 4.
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Nous définissons le déplacement Dp(a,,a,,x,4’) de xa, par xa, dans
la construction de P(x,A’) par les régles suivantes:

Dp(a,,a,,x,4") =
si p’>p ousip' <petsi Pla,4',_;)a,=P(x,4,)a,;

= ((0,0), (1,5))
(ol (1,5)=P(x,4,")a,) si p=p’;
= ( (v ’j’)» (%,]))

(ou (2",j)=P(x, 4", _4) a, et (1,))=P(x,4,")a,) si p'<p et i+i.

Dans les deux derniers cas on dira encore que wa, déplace xa, de
(#",3") @ (i,5), la valeur (0,0) de (,j') pour a,=a, étant évidemment
purement conventionnelle. De par la définition méme de l’opération
< aa, 8i (¢7,§')#(0,0) on a nécessairement i’ =1+ 1 et j<j’; en outre on
observera que ce déplacement se produit si et seulement §’il existe
a” € A’ tel que xa, <oa’’ <aa, et que Dp(a,,a’,x,4")=((",5"), (¢'.5)).
Donc, dans tous les cas,

Dp(a,,a,’,x,A")
= Dp(a,,a,,,{a, € A': p"' <p; aa, <oa,; «a, < xa,.}) .

Ces notations sont étendues de fagcon évidente & la bijection x—1: B - 4
et aux sous-ensembles B’ de B.

REMARQUE 3. Pour tout a,a’ € A, on a

Dp(a,a’,x,4) = Dp(aa’,xa,x~1,B) .

DEMONSTRATION. Il suffit évidemment de vérifier 1’énoncé pour tous
les ensembles finis et, procédant par induction, nous supposerons 4=4,,
B=B, (n<oc) et que le résultat est déja établi pour chacun des sous-
ensembles propres de 4.

Soit a*=«"1b, ol, comme toujours, b,=max{b: be B}. Si a,
a’ € AN\{a*}, on a rappelé plus haut que

Dp(a,a’,x,4) = Dp(a,a’,x,A\{a*})
et
Dp(xa’,0a,61,B) = Dp(aa’,aa,671,B,_;) .

Done, dans ce cas, la relation cherchée se déduit immédiatement de
Phypothése d’induction. En raison de la symétrie de I’énoncé (entre
x: A—> B et a~l: B— A), il ne reste & discuter que les deux cas ou
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1° soit a=a*, a'=a,;

2° soit a=a,, a’'=a*, avec a,+a*.

Cas 1°. D’aprés la définition méme de < xa* et le fait que xa* est
plus grand que tous les éléments de {P(«,A4)}, ’ensemble des éléments
déplacés par xa* se réduit & xa* lui-méme. Donc, si a*+a,, on a

0 = Dp(a,a’,x,4) = Dp(xa’,0a,671,B) .

Au contraire, si a*=a,, Dp(a,a’,x,4) =((0,0), (1,7)) ou j est le plus petit
entier tel que (1,j) ¢ |P(x,4,;)|. La méme observation vaut pour
Dp(xa’,0a,671,B) avec cette fois (1,5') & |P(x~1,B,_,)| et 1’égalité des
deux déplacements résulte de I’hypothése d’induction qui implique

[P(o, Apy)| = @074, )| = [P(a™, B,y

puisque dans le cas examiné ici «4,_;=B,_,.
Cas 2°. Considérons d’abord le cas ol

Dp(a,a’,a,4) = ((3.4), (i+1,7)) -

Ceci implique P(x,4,_,)'b,=(7,j) et, par conséquent, l'existence de
x e A,_, tel que ax ait déplacé b, de (7',j') (qui est éventuellement (0,0))
a (2,9).

En outre il doit exister y e 4,_, tel que «a,<axy<b, et que aa,
déplace «xy de (s"',5"') & (4,7). De fait oy est le plus grand des éléments
de B, ; qui soit déplacé par «a,. Appliquant ’hypothése d’induction
a A\{a*}=a"1B,_,, on en conclut que y est le dernier élément de B, _,
déplagant a=a, dans P(x1,B,_,) et que par conséquent,

P(x,B,_y) e = (i,)) .

De fagon analogue, I’hypothése d’induction appliquée & A, _, montre
que a’' =1, déplace x de (i',j’) & (3,j) dans P(x1,4,,_,).

Comme xz <a,, il en résulte que 'operation < a’ déplace a=a, de (,5)
en (1+1,7) ce qui achéve la vérification dans ce cas puisque, triviale-
ment, 7=, ces deux nombres ne dépendant que des formes

|P(x, 4y \{a*})] et |P(a, B,y \{aa,})|

qui sont identiques d’aprés ’hypothése d’induction.

En raison de la symétrie, on a établi du méme coup que
Dp(a,,a*,4,4)=0 si et seulement si Dp(b,,xa,,471,B)=0 ce qui ter-
mine la vérification de la remarque.

Observons maintenant que la construction qui vient d’étre discutée
donne

P(o‘_l’o‘An) = P(“_lao‘An—l) + (an)i,j
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ou (s,j)=|P(x,4,)\|P(x,4,_,)]. Donc, supposant déja établi que
P04, _1)=@Q(x,4,_;), on a encore
P(o1,04,) = Q(x,4,)
et, par induction, dans tous les cas,
P, B) = Q(x,A)
ce qui est la formule cherchée.

Donnons une application de cette remarque au cas particulier de 4 = B.

ProprI®ETE 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que «: A — A
soit une tnvolution est que P(x,A)=Q(x,A).

DimonsTRATION. Il est trivial que A=B et ax=a"'! entrainent
P(x1,B)=P(x,A), c’est-a-dire P(x,A)=Q(x,A) d’aprés la formule véri-
fiée dans cette section.

Réciproquement, supposons P(x,A)=@(x,4) et montrons qu’il en
résulte a, =b,, xa, = b,

P(x,AN\{ay,xa,}) = Q(x,A\{a,,xa,})

ce qui, par induction, établit la propriété.

Revenant aux notations de la fin de la section 2, nous distinguons
deux cas selon que ¢*>1 ou ¢*=1.

1° ¢*>1. On a 4Q(x,4)=@Q(x,A\{a,}) et 'on sait en déduire «a, et
P(x,AN\{a,}). D’aprés la formule de la présente section

P(x,AN\{a,}) = Q(&71, B\{xa,}) .
Donc par la remarque 1:
AP(x,AN{a}) = AQ(x~, B\{xa,}) = Q(«1,B\{xa,,b,}) .

Partons maintenant de @(x~1, B) qui, toujours d’aprés la méme formule,
est égal & P(x,A4). Répétant le méme calcul que plus haut, on en déduit
Q(x, AN\{a~1by,a,}) qui est donc égal & @(x~1, B\ {xa,,b,}) d’aprés ’hypo-
thése P(x,A)=@(x,A4). Une troisiéme application de la formule donne

QoY B\{aa,,b,}) = P(ox, AN\{oxy, 6710, })

et le résultat est vrai dans ce cas.
2° ¢*=1. Dans ce cas les observations faites & la fin de la section 2
et la formule de la présente section donnent directement

oty =a, et Plo,A\{a,}) = Q(x,4\{a,}) .

La propriété est donc vérifiée dans tous les cas.
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Examinons plus en détail le cas ot A=B+0 est fini et P(x,4)=
@(x,A4) et, pour tout tableau standard S, dénotons par Imp|S| le nombre
des je N tels qu’il existe un nombre impair de 2 € N pour lesquels
(¢,9) € |8]. 11 résulte des définitions que, dans le cas 2° discuté plus

haut, .
1Q(x, A)\[|AQ(x, A)| = (2,5*)
et qu’il n’existe pas d’autre 2 € NV tels que (z,5*) € |@(x,4)|. Donc
Imp [Q(x, A\{a,})| = Imp|Q(x,4)|-1.

Dans le cas 1° soit (¢*,5*)=|Q(«,4)|\|4Q(x,4)| ou par hypothése 1* > 1.
Soit |U’| la séquence relative & 'opération 4 dans P(x,A\{a,}). Il est
facile de voir qu’il existe un entier k tel que (i),j,) € |U| entraine
(Cpsdi) €U 8i k' <k et (3_1,5,) € |U'| si k' 2 k. 1l s’en déduit que

|P(x, AN{a, ) INIAP(x, A\ {a,})] P*—1,5%)
et par conséquent, d’aprés nos remarques antérieures
Imp |Q(«x, AN\ {ay,671b,})| = Imp|Q(x, 4)] .

Par induction, ’on conclut de ces deux relations que si « est une involu-
tion sur ’ensemble fini A, le nombre des éléments laissés invariants par
o est précisément égal & Imp|Q(x,4)|.

5. L’opération I.
Soit @ un tableau standard tel que 0<Card{@}=n<oco. On définit
QI € I par I’équation
Q' = X {(ap)y, 5,: ke [1,n]}

ol a, désigne le k-iéme élément de {Q} par ordre croissant et o, ici
(Us i) = 1A FHQ|\ |47 *Q| (avec A°Q=@Q). Trivialement, {Q}={Q'},
Q| =1Q1| et QT =QTI ou T indique la transposition. De plus si la bijec-
tion o: {@}\{a,} > {@}\{a,} définie par oa;,,=a; pour ke [l,n—1] est
étendue de fagon naturelle & 7, on vérifie sans peine que

QI — O'(AQ)I+(a’n)in,jn °

On verra plus bas que Q! est standard et @7=¢. Par exemple, pour
Q=375 comme plus haut,

To WA = olaQy = .
Soit maintenant @=@Q(x,4) ou O0<Card4d=n<oo. La Dbijection

x: A — B étant définie par xa,=axa,_;,, pour k€ [1,n], il a été prouvé
par Schensted que
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P(x,4) = P(x,A)T

[1, lemme 7, p. 186]. Nous vérifions par induction sur n que Q(x,4)=
Q(cx, A)IT en observant que le résultat est vrai pour n=1 et en supposant
qu’il est déja établi pour A'=A4\{a,}.

Compte tenu de la relation xcA’=4’, et écrivant comme d’habitude
4, _, pour A\{a,}, ceci revient & supposer

Qx,Ap-y) = 0Q(ox, A")T .
Maintenant, @(x,4) =Q(x,4,,) + (a,); ; et, comme on I'a noté plus haut,
Qx, AT = U(AQ(oc,A))IT+(an)jmin .
D’aprés la remarque 1, 4Q(x,4)=@Q(x,4") et par conséquent:
Qx,4) = Qx, AYT —(ay)j,, i, (@n)s,j -

11 suffit donc de vérifier |@(x,4)|=|Q(x,A)T|. Or ceci résulte immé-
diatement de |Q(x,4)|=|Q(x,4)|, de I’égalité de forme des P-symboles
et des @-symboles et de l'égalité |P(x,4)|=|P(x,4)T| impliquée par
Pidentité de Schensted. La formule est donc établie.
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