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REPRODUZIERENDE KERNE,
FUNDAMENTALKERNE UND RESOLVENTENKERNE

WERNER STORK

Einleitung.

Sei G R" ein Gebiet. Sei A4 ein linearer, abgeschlossener Operator in L, (G).
Wir untersuchen, welche Eigenschaften des Operators 4 bereits durch den
Definitionsbereich D(A4) bestimmt sind. Dazu erklidren wir auf D(A4) x D(A) ein
Skalarprodukt (-, ->" durch

LI = ALAD LT

(-, - das Skalarprodukt auf L,(G) x L,(G). Unter diesem Skalarprodukt wird
D(A) zu einem Hilbertraum D(4). Wenn die Einbettung von D(A) in L,(G)
kompakt ist, dann hat der Operator 4 einen endlich dimensionalen Nullraum
N(A) und fir alle A€ C, fir die A—Al stetig invertierbar ist, ist die
Linksinverse (4—AI)~' eine kompakte Abbildung von R(A—AI) in L,(G).
Dies haben F. E. Browder und K. Maurin am Beispiel elliptischer Differen-
tialoperatoren gezeigt ([5], [12]). Wir untersuchen in dieser Arbeit den
Definitionsbereich D(A4) mittels der Theorie der reproduzierenden Kerne von
N. Aronszajn ([3]).

Wir zeigen: Wenn der Hilbertraum D(A) einen reproduzierenden Kern hat,
dann ist der Nullraum N (A) unter dem Skalarprodukt (-, - ) ein Hilbertraum
mit reproduzierendem Kern und fiir alle A € C, fiir die A — AI stetig invertierbar
ist, ist die Linksinverse (4 — AI)~! ein Carleman-Operator mit Carleman-Kern.

Wenn der Operator A in L,(G) auBerdem selbstadjungiert ist, dann ist
dariiberhinaus fiir jede beschrinkte Borelmenge S die aus der Spektralschar
E(t) von A konstruierte Projektion E(S) ein Carleman-Operator mit
Carleman-Kern.

Die Begriffe Fundamentallosung und Fundamentalkern eines Differen-
tialoperators aus der Theorie der Distributionen verallgemeinern wir auf
lineare Operatoren in L,(G) und zeigen: Wenn der Definitionsbereich D(4)
eines linearen, abgeschlossenen Operators A ein Hilbertraum mit repro-
duzierendem Kern ist und 4— Al stetig invertierbar ist, dann gibt es einen
linken Fundamentalkern von A—AlI und zu jedem x e G eine linke
Fundamentallosung von 4—AI in x.
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Da die Sobolev-Rdaume H?(G) fiir Gebiete G = R” und m > n/2 Hilbertriume
mit reproduzierendem Kern sind, kOnnen wir leicht ein Kriterium dafiir
angeben, daB der Definitionsbereich D(A4) eines abschlieBbaren Operators A4
die verlangte Voraussetzung erfiillt:

Wenn | f|IZSC(|Af >+ f11*) mit C>0 fiir alle fe D(A)<H%(G) und
einem m>n/2 gilt, dann ist D(4) ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern.

Die Theorie der reproduzierenden Kerne wurde bereits von N. Aronszajn
und K. T. Smith sowie S. Agmon zur Untersuchung von Operatoren in L,(G)
verwendet. Von S. Agmon wurde gezeigt, daB ein auf L,(G) definierter,
beschriankter, linearer Operator T, dessen Wertebereich R(T) im Sobolev-
Raum H,,(G) liegt, G =R" und m>n/2, ein Carleman-Operator mit Carleman-
Kern ist ([2] Theorem 5.1). N. Aronszajn und K. T.Smith haben
halbbeschrinkte Operatoren A4 in L,(G) untersucht, indem sie auf D(A4) x D(A)
das Skalarprodukt <-, - >, mit {f, g>,=<Af, g> erkldarten. Damit konnten sie
hinreichende Bedingungen dafiir angeben, daB ein elliptischer Differential-
operator i) eine positive Green’sche Funktion hat, ii) die Green’sche Funk-
tion eine positiv definite Form erzeugt ([4]). Wir untersuchen ii) in den
Anwendungen mit den von uns gewonnenen Ergebnissen. Weiter geben wir
in den Anwendungen eine hinreichende Bedingung dafiir an, daB es fiir einen
selbstadjungierten Operator in L,(G) eine Eigenfunktionsentwicklung nach
F. I. Mautner aus [13] gibt. Auf elliptische Differential- und Pseudodifferen-
tialoperatoren angewendet bringen unsere Ergebnisse, wie wir abschlieBend
zeigen, unter anderem einfache Beweise fiir bekannte Sitze iiber solche
Operatoren.

Herrn Prof. Dr. J. Weidmann danke ich fiir mehrere hilfreiche Ratschlige.

1. Definitionen und Bezeichnungen.

Sei G eine offene Teilmenge des R". Die Aquivalenzklassen auf G definierter,
meBbarer, komplexwertiger Funktionen f mit [g|f (x)|>dx < oo bilden unter
dem Skalarprodukt,

{fg) = Lf@g(x)dx

den Hilbertraum L,(G).

Unter einem Operator A4 in L,(G) verstehen wir in dieser Arbeit eine lineare
Abbildung A mit Definitionsbereich D(A)cL,(G) und Wertebereich
R(A)c L,(G). Der Nullraum N(A) ist durch

N(4) = {fe D(4): Af=0}
erklart.
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Sei F(G) ein linearer Teilraum von L, (G), sei F(G) dariiberhinaus unter einer
geeigneten Topologie ein lokalkonvexer Vektorraum, dann bezeichnen wir mit
F(GY) den stetigen Dualraum von F(G) und mit (-, -) die Bilinearform auf F(G)

x F(G). Wenn fiir x € G das lineare Funktional X mit X(f):=f(x) auf F(G)
einen Sinn hat und stetig ist, dann bezeichnen wir es mit J,.

Das Skalarprodukt -, - > ist antilinear in der ersten Variablen. Wir kdnnen
daraus eine Bilinearform machen, indem wir mit der Konjugation J: L,(G)
— L,(G), (JH(X)=f(x), (-, >, durch {f,g>,=<Jf,g)> erkliren. Zu einem
Operator A in L,(G), dessen Definitionsbereich D(A) unter einer geeigneten
Topologie ein lokalkonvexer Raum ist, soll die Transponierte A' stets
beziiglich der Bilinearform (-, - ); gebildet werden.

DerINITION 1.1. Sei G = R” offen. Sei F(G)< L,(G) ein lokalkonvexer Raum,
sei 8, € F(GY fiir alle x € G. Sei A4 ein Operator in L,(G) mit D(A)=F(G), sei
A' seine Transponierte.

a) Eine Abbildung k: G — L,(G) heiBt linker Fundamentalkern von 4,
wenn {k(x), Af );=0,.(f) fiir alle x € G und alle fe F(G) gilt. Das Element
k(x) € L,(G) heiBt linke Fundamentallésung von A im Punkt x.

b) Eine Abbildung h: G — D(4")< L,(G) heiBt rechter Fundamentalkern
von A', wenn (A'h(x), f)=0,(f) fir alle x € G und alle fe F(G) gilt. Das
Element h(x) € L,(G) heiBt rechte Fundamentallosung von A' im Punkt x.

Wir geben eine Bedingung an, unter der ein linker Fundamentalkern eines
Operators zugleich rechter Fundamentalkern der Transponierten ist.

Satz 1.1. Sei GSR" offen. Sei F(G)<L,(G) ein lokalkonvexer Raum mit
6, € F(GY fiir alle x € G. Sei A ein Operator in L,(G) mit D(A)=F(G), sei
A: F(G) — L,(G) schwach stetig, sei k ein linker Fundamentalkern von A, dann
ist k auch ein rechter Fundamentalkern von A'.

Bewers. Da A als Abbildung von F(G) in L,(G) schwach stetig ist, ist die
Transponierte A° auf L,(G) definiert ([14, Kap. II Satz 17]). Aus den
Eigenschaften von (-, '), {*,-); und denen der Abbildung k folgt dann:

(A'k(x), f) = <k(x), Af>; = 04(f)
fir alle x € G und alle fe F(G).

Die hier angegebene Definiton einer Fundamentallosung ist enger als die fiir
Differentialoperatoren iibliche, denn es wird verlangt, daB k(x) bzw. h(x)
Element von L,(G) ist. Man kann deshalb eine Distribution T, erzeugen,
indem man
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Tix (@) = J . k(x,y)o(y)dy = <k(x),p>, fir ¢ € €3(G)

definiert. Da aber iiber das Verhalten von k, mit k,(x): = (k(x))(y) bei festem y
nichts vorausgesetzt wird, ist die hier angegebene Definition -eines
Fundamentalkerns weiter als die fiir Differentialoperatoren iibliche ([6, II1I-9
Déf. 9-1, Déf. 9-5]).

Wir definieren Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern ([3, S. 343]).

DeriniTION 1.2, Sei G=R” offen. Sei E(G) ein Hilbertraum von auf G
definierten Funktionen, sei (-, >y das Skalarprodukt auf E(G)x E(G). Der
Hilbertraum E(G) heiBt ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern, wenn es
eine Abbildung e: G — E(G) gibt mit f(x)=<e(x), f ) fiir alle fe E(G) und
alle x € G.

Wenn ein Hilbertraum einen reproduzierenden Kern hat, dann ist dieser
eindeutig bestimmt ([3, (1) S. 343]).

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
reproduzierenden Kerns von E(G), die wir im folgenden Abschnitt hiufig
verwenden werden, ist: é, € E(G) fiir alle x € G ([3, (2) S. 343]).

2. Reproduzierende Kerne und Fundamentalkerne.

Sei GSR" offen. Zu einem abgeschlossenen Operator 4 in L,(G) mit
Definitionsbereich D(A) erkliren wir auf D(A4)x D(A4) ein Skalarprodukt
(-, > durch (f,g) =(Af,Ag)+<{f,g>. Da A abgeschlossen ist, wird der
Definitionsbereich D(4) unter der vom Skalarprodukt {-,-)" erzeugten
Topologie zu einem Hilbertraum, den wir mit D(A) bezeichnen. Fiir jedes
A € C ist der auf D(A4) durch (A—Al)f=Af—Af erklirte Operator A—Al
abgeschlossen. Die Menge der 4 € C, die fiir alle f € D(A) einer Ungleichung
NAf = Af | Zy(A)] f | mit y(4)>0 geniigen, nennen wir den Regularititsbereich
I'(A) von A. Fiir A € I'(A) ist der Operator 4 — Al injektiv und (A—AI)~!
durch y(4)~! beschrinkt.

Satz 2.1. Sei G=R" offen. Sei A ein abgeschlossener Operator in L,(G). Sei
D(A) ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern, dann gilt:

a) Fiir jedes A € C ist der Nullraum N (A — AI) unter dem Skalarprodukt -, - >
ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern.
b) Zu jedem i € I'(A) gibt es eine Abbildung e;: G — D(A) mit

{(A=ADe;(x), (A=ADf> = f(x)
fiir alle f € D(A) und alle x € G.
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¢) Fiir jedes 4 € I'(A) ist die Linksinverse (A—AI)~" ein Integraloperator K,
mit Kern k,(x) € L,(G),

ki(x) = (A—De;(x)  und  (K,0)(x) = Cky(x)8)
fiir alle x € G und alle g € R(A—Al).
d) Fiir jedes A € I' (A) ist J((A — Al)e,) ein linker Fundamentalkern von A— AL

BewErs. a). Fiir jedes A € C ist der Operator 4 — Al abgeschlossen; deshalb
ist D(4— AI) ein Hilbertraum. Es gilt

MA=ADf1? £ 201AF P +1AR1F1%) £ CUAFIZ+ 1117
fir alle fe D(A). Dann ist

HA=2DFI2+1f12 = CAAfIZ+IS17)

fiir alle f € D(A). Damit erzeugt die Norm von D(A4 — AI) auf D(4)=D(A— Al)
dieselbe Topologie wie die Norm von D(4) ([14, VI, § 3, Folgerung 1 zu Satz
217). Dann ist auch D(A4—AI) ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern.
Der Nullraum N (A4 — AI) ist ein abgeschlossener Teilraum von D(4 — AI) und
hat deshalb einen reproduzierenden Kern &;,: G — N (A —AI) mit

(A—=ADg;(x), (A=ADf ) +<&,(x).f> = f(x) .

Wegen (A—Al)f=0 fir fe N(A4—AI) gilt f(x)={é,(x), /) fiir alle x € G und
alle fe N(A4—Al). Da N(A — Al) auch ein abgeschlossener Teilraum von L,(G)
ist, folgt insgesamt die Behauptung.

b) Wir zeigen, daB der Definitionsbereich D(A) unter dem Skalarprodukt

i8>, i= (A—ADf (A—-AD)g)

ein Hilbertraum D(A), mit reproduzierendem Kern ist. Da A-Ail
abgeschlossen ist und 4 € I'(A) gilt, ist D(A), ein Hilbertraum. Aus der ersten
Ungleichung im Beweis zu a) folgt, daB <{-,->, und (-, 5" auf D(4)=
D(A — AI) dieselbe Topologie erzeugen. Deshalb hat D(A), einen reproduzie-
renden Kern.

c), d) Wir setzen k,(x)= (A — Al)e,(x) fiir jedes x € G. Aus b) und Definition
1.1. a) folgen dann c) und d).

Von F. E. Browder [5, Theorem 3] und K. Maurin [12, 3. S. 366] wurden
folgenden Eigenschaften des Nullraums N(A4 —AI) und der Linksinversen
(A —AI)"! nachgewiesen:

Satz 2.2. Sei A ein abgeschlossener Operator in L,(G). Sei die Einbettung
J: D(A) - L,(G) kompakt bzw. nuklear bzw. eine Hilbert—Schmidt-Abbildung,
dann gilt:










































